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Vorwort zur zweiten sowjetischen Auflage 


Die zweite Auflage des Buches ‚Grundlagen der Quantenmechanik“ stellt ebenso wie 
die erste (1944 unter dem Titel „Grundlagen der Quantenmechanik“ erschienen) im 
wesentlichen einen Zyklus von Vorlesungen dar, die der Verfasser während einer 
Reihe von Jahren an der physikalischen Fakultät der Moskauer Staatlichen Lomo- 
nossow-Universität gehalten hat. | 
Die weitere Entwicklung dieses Lehrgangs bewog mich, in die zweite Auflage eine 
Reihe von Änderungen und Ergänzungen aufzunehmen. 

Wesentlich geändert wurde das Kapitel, das den Begriff eines quantenmechanischen 
Zustands und die Diskussion über die Unbestimmtheitsrelationen behandelt; es hat 
eine klarere Fassung erhalten. In der neuen Auflage werden auch methodische Fragen 
berücksichtigt und die idealistischen Konzeptionen der Quantentheorie, die zur Zeit 
im Ausland verbreitet sind, kritisiert. Außerdem sind noch Nachträge aufgenommen, 
die dadurch erforderlich wurden, daß sich die Anwendungen der Quantenmechanik 
im. Laufe der letzten Jahre weiterentwickelt haben. 

Wie schon in der ersten Auflage, war ich in diesem Buch bemüht, dem Anfänger beim 
Studium der Quantenmechanik die richtige Auffassung ihrer physikalischen Grund- 
‚lagen und ihres mathematischen Rüstzeugs zu vermitteln und auf die Fruchtbarkeit 
dieser Wissenschaft in ihren wichtigsten Anwendungen hinzuweisen. 

Die Vervollkommnung dieses Buches wurde weitgehend durch zahlreiche Diskus- 
sionen von seiten meiner Kollegen, insbesondere S. I. DRABKINA, M. A. MARKOW, 
A.A.SoKoLow, S. G. Suworow und J. A. FEINBERG gefördert, wofür ich ihnen 
besonders dankbar bin. An der Ausarbeitung des letzten Kapitels hatten die Bespre- 
chungen im philosophischen Seminar der Moskauer Staatlichen Universität und mit. 
den Theoretikern des Physikalischen Instituts der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR erheblichen Anteil. | | 

Auch den Physikstudenten der Moskauer Staatlichen Universität, die behilflich 
waren, Druckfehler und andere Mängel der ersten Auflage zu beseitigen, spreche ich 
meinen Dank aus. 
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Einleitung 


Die Wissenschaft von den Atomvorgängen hat sich in den letzten Jahrzehnten 
nicht allein zu einem der wichtigsten Kapitel der modernen Physik entwickelt, son- 
dern hat auch weitgehende Anwendung in der modernen Technik gefunden. 

Schon ein oberflächlicher Blick auf das bemerkenswerte Gebiet der Atomvorgänge 
läßt uns neue Züge feststellen, die sich grundsätzlich von denen der Makrowelt 
unterscheiden. 

Das erste, was uns in der Mikrowelt begegnet, ist der Atomismus. Die einfach- 
sten Elementarteilchen, die hier auftreten, sind durch genau definierte Merkmale 
(Ladung, Masse u. a.) gekennzeichnet, die für alle Teilchen der gleichen Art identisch 
sind. 

Ein ähnlicher Atomismus besteht in der Makrowelt nicht. Die makroskopischen 
Objekte stellen eine Summe von einer großen Zahl von Atomen dar. Die makrosko- 
pischen Erscheinungen werden beherrscht durch Gesetze, wie sie einer großen Zahl 
von Partikeln (Mikroteilchen) eigen sind. 

Das alles weist darauf hin, daß es methodisch falsch wäre, die Partikel nach Art und 
Vorbild makroskopischer Körper zu untersuchen. Selbst der materielle Punkt der 
klassischen Mechanik stellt ein abstraktes, idealisiertes Bild nicht etwa einer Partikel 
dar, sondern daseines makroskopischen Körpers, dessen räumliche Maße im Vergleich 
zu den betrachteten Entfernungen klein sind. 

Der Atomismusder Mikrowelt beschränkt sich aber nicht nur auf die Eindeutigkeit 
der Merkmale der Partikel. Er drückt sich auch in der Existenz eines gewissen abso- 
luten Maßes für die mechanische Bewegung aus. Ein solches Maß stellt die PLANcK- 
sche Konstante h = 1,05 - 10-2’ ergsec dar. Sie besitzt in der Mechanik der Partikel 
eine erstrangige Bedeutung. Die Physiker ignorierten lange Zeit das Gesetz des Über- 
gangs der Quantitätin Qualität und waren bestrebt, die Atomvorgänge innerhalb des 
Rahmens der klassischen Theorie zu begreifen. Die Entdeckung der PrLanckschen 
Konstante war die erste ernste Warnung dafür, daß eine mechanische Übertragung 
der Gesetzmäßigkeiten aus dem Gebiet des Großen in das des Kleinen unzulässig ist. 

In den zwanziger Jahren unseres Jahrhunderts wurden neue experimentelle Tat- 
sachen bekannt, die uns endgültig zwangen, diesen Weg aufzugeben. Es wurde ge- 
zeigt, daß die Elektronen folgende Eigenschaften besitzen : läßt man einen Elektronen- 
strahl durch einen Kristall treten, dann verteilen sich die Partikeln auf den Bildschirm 
genauso wie die Intensität einer Welle von entsprechender Länge. Wir erhalten 
also das Bild einer der klassischen Mechanik fremden Erscheinung der Beugung der 
Partikeln. Später wurde bewiesen, daß diese Erscheinung nicht nur bei Elektronen, 
sondern auch bei allen anderen Partikeln auftritt und daher eineihnen allen gemein- 
same Eigenschaft darstellt. Auf diese Weise wurde eine grundsätzlich neue und all- 
gemein gültige Gesetzmäßigkeit entdeckt. 
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EINLEITUNG 


Es stellte sich heraus, daß in manchen Fällen die Bewegung von Partikeln mehr 
einer Wellenbewegung als der Bewegung eines materiellen Punktes auf seiner Bahn- 
kurve verwandt ist. Die Erscheinung der Beugung ist mit der Annahme der Bewegung 
von Partikeln längs einzelner Bahnkurven unvereinbar. Deshalb sind die Grundsätze 
der klassischen Mechanik, für die der Begriff der Bahnkurve eines der Grundelemente 
darstellt, für die Analyse der Bewegung von Partikeln ungeeignet. 

Schon der Begriff des Teilchens ruft, auf die Individuen der Mikrowelt angewandt, 
in unserer Vorstellung eine engere Verwandtschaft zu den Massenpunkten der klassi- 
schen Mechanik hervor, als es der Wirklichkeit entspricht. 

Dies muß stets in jenen Fällen im Auge behalten werden, wo wir der Kürze halber 
das Wort „Teilchen“ an Stelle von „Partikel‘ (Mikroteilchen) gebrauchen. 

Die klassische Mechanik liefert eine gewisse angenäherte Beschreibung für die 
Untersuchung der Bewegung von Körpern mit großer Masse innerhalb hinreichend 
langsam veränderlicher Felder (makroskopische Felder). Unter diesen Bedin- 
gungen ist die PLancksche Konstante ohne Bedeutung und kann daher als eine zu 
vernachlässigende Größe angesehen werden. Hier treten auch keine Beugungs- 
erscheinungen auf. Im Gebiet kleiner räumlicher Abmessungen dagegen, im Gebiet 
der Mikrowelt, tritt an Stelle der klassischen Mechanik die Quantenmechanik. Somit 
ist der Gegenstand der Untersuchung der Quantenmechanik die Bewegung von 
Mikroteilchen-Partikeln. 

Die Quantenmechanik ist eine ‚statistische Theorie‘. So läßt sich mit Hilfe der 
Quantenmechanik voraussagen, wie sich im Mittel die von einem Kristall reflektierten 
Elektronen aufeiner photographischen Platte verteilen werden. Über den Auftreffpunkt 
jedes einzelnen Elektronsjedochläßtsich nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen : 
„er wird mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit an dieser und dieser Stelle liegen“. 

Einer ähnlichen Sachlage begegnen wir auch in der ‚statistischen Mechanik“. 
Jedoch besteht zwischen der Quantenmechanik und der klassischen statistischen 
Mechanik ein tiefgreifender Unterschied. 

Der klassischen statistischen Mechanik liegt die Newronsche Mechanik zugrunde, 
die die Beschreibung der Geschichte eines jeden Teilchens erlaubt, so daß also im 
Prinzip die Aufstellung der Biographie eines jeden Exemplars möglich ist. 

Die heutige Quantenmechanik ist im Gegensatz zu der statistischen nicht auf der 
Grundlage irgendeiner Theorie von individuellen Mikroprozessen aufgebaut. Sie ope- 
riert von Anbeginn an mit Gesamtheiten. Diese statistischen Gesamtheiten.sind durch 
Merkmale definiert, die der klassischen makroskopischen Physik entlehnt sind (z. B. 
Impuls, Energie, Koordinate u. a. m.). Spricht man in der Quantenmechanik von der 
Rekonstruktion einer Mikroerscheinung, beispielsweise von der Wiederholung des 
gleichen Versuchs, so versteht man darunter die Rekonstruktion makroskopischer 
Bedingungen für eine mikrophysikalische Erscheinung, d.h. die Verwirklichung 
der gleichen statistischen Gesamtheiten. 

Die Quantenmechanik untersucht somit die statistischen Gesamtheiten von Par- 
tikeln im Verhalten zu makroskopischen Meßvorrichtungen, mit deren Hilfe, wie 
man zu sagen pflegt, der ‚‚Teilchenzustand‘ bestimmt, d. h. die statistische Gesamt- 
heit fixiert werden kann. 

Innerhalb der soeben umrissenen Problemstellung stellt die Quantenmechanik den 
größten Fortschritt in der Entwicklung der Atomphysik des zwanzigsten Jahrhun- 
derts dar. Diese Atomphysik tritt jetzt über die Grenzen der Physik hinaus bereits in 
das Gebiet der modernen Ingenieurkunst ein. 
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I. Die Grundlagen der Quantentheorie 


$S 1. Energie und Impuls der Liehtquanten 


Der Entwicklung der Quantenmechanik ging die Aufstellung der Quantentheorie 
des Lichtes voraus. Am Ende des vorigen Jahrhunderts schien es, als hätte im Kampf 
der beiden Standpunkte über die Natur des Lichts, des korpuskularen und des ondu- 
latorischen, endgültig der ondulatorische in der Form gesiegt, wie sie durch die 
Maxwetsche Theorie gegeben wurde. Die Versuche von H. Hertz mit elektro- 
magnetischen Wellen, der Nachweis der Existenz des Lichtdrucks durch LEBEDEw 
und andere dank der Kunst der Experimentatoren gewonnene Tatsachen bewiesen 
unwiderlegbar die Richtigkeit der Maxwerrschen Auffassung. 

Der Triumph der elektromagnetischen Lichttheorie war jedoch unvollständig. 
Während sich alle Probleme, die die Ausbreitung des Lichts betrafen, erfolgreich 
durch die Wellentheorie lösen ließen, blieb eine ganze Reihe wichtiger Erscheinungen, 
die mit der Emission und Absorption des Lichts zusammenhängen, unerklärbar und 
war in keiner Weise in den Rahmen von Wellenbegriffen einzufügen. So stand, 
ungeachtet aller Anstrengungen der Theoretiker, das auf der Grundlage der Wellen- 
theorie abgeleitete Gesetz der Energieverteilung im Spektrum der schwarzen Strah- 
lung nicht nur in krassem Widerspruch zum Experiment, sondern enthielt auch 
noch innere Widersprüche. 

PLANcK stellte 1900 ein Energieverteilungsgesetz für die Strahlung eines absolut 
schwarzen Körpers im Wärmegleichgewicht auf. Dieses Gesetz wurde zum Ausgangs- 
punkt für die Entwicklung der Quantentheorie. Ihm lag die Annahme einer diskonti- 
nuierlichen Emission und Absorption des Lichts durch Materie, einer Emission und 
Absorption des Lichts in endlichen Bruchteilen, den Liehtquanten, zugrunde. 

Die Energie & eines solchen Lichtquants ist proportional der Kreisfrequenz des 
Lichts & und wird durch die Gleichung ausgedrückt: 


=huv. (1,1) 


Hierin stellt A = 1,05 - 10-°’ ergsec die berühmte Pr.ancksche Konstante dar!). 
Diese Vorstellung von den Lichtquanten erhielt ihre abgeschlossene Form, als 
EmnsTtEıNn die Notwendigkeit nachwies, dem Lichtquant neben der Energie & den 


1) Als PLancksche Konstante k wird in der älteren Literatur meist ein um 2 z größerer Wert, 
d.h. 6,624, - 10-2” ergsec genommen und dafür an Stelle der Kreisfrequenz w = = (T = die 


1 
Schwingungsperiode) die Frequenz v = wi gebraucht. Die hier benutzte Konstante wird dann 
oft mit % bezeichnet. 
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I. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENTHEORIE 


Impuls » = - zuzuschreiben, dessen Richtung mit der Fortpflanzungsrichtung des 


Lichtes übereinstimmt. 
Führt man den Wellenvektor f ein, dessen Komponenten 


27 2R-; 27 
ka 7 C08 &, k, = Z cos ß, k,= 7 008Y 
sind, worin A die Wellenlänge und cos «, cos ß und cosy die Richtungskosinusse der 
Wellennormalen bedeuten, so kann die Formel für den Impuls p des Lichtquants in 
vektorieller Form geschrieben werden 


y=ht. (1,2) 


Die Formeln (1,1) und (1, 2) stellen die Grundgleichungen der Quantentheorie des 
Lichtes dar und verknüpfen die Energie e und den Impuls p des Lichtquantes mit der 
Frequenz w und der Wellenlänge A einer ebenen monochromatischen Welle, deren 
Fortpflanzungsrichtung durch den Vektor £ bestimmt wird). 

Der tiefere Sinn der Quantentheorie des Lichts liegt nicht darin, daß wir uns das 
Licht als eine Art Gas vorstellen, das aus Partikeln mit der Energie hw und dem 
Impuls A f besteht (eine solche Vorstellung ist wohl nützlich wegen ihrer Anschaulich- 
keit, aber einseitig), sondern darin, daß der Energie- und Impulsaustausch zwischen 
Mikrosystemen (Elektronen, Atom, Molekül u. a. m.) und dem Licht vermittels der 
Entstehung und Vernichtung von Lichtquanten erfolgt. 

Dieser Gedanke findet seinen präzisen Ausdruck in der Anwendung des Gesetzes 
von der Erhaltung der Energie und des Impulses innerhalb eines beliebigen Systems, 
das mit Licht (genauer, überhaupt mit irgendeiner elektromagnetischen Strahlung) in 
Wechselwirkung steht. Der Anschaulichkeit halber gebrauchen wir künftig anstatt 
Wechselwirkung den bildhafteren Ausdruck ‚‚Stoß‘“. 

Wir bezeichnen im folgenden mit E und ®% Energie und Impuls des Systems vor 
dem ‚Stoß‘ mit dem Lichtquant und mit Z’ und ®’ seine Energie und seinen Im- 
puls nach dem „Stoß“, ferner mit h»und hf Energie und Impuls des Lichtquants vor 
dem ‚Stoß‘ und schließlich mit Aw’ und AF’die gleichen Größen nach dem „Stoß“. 

Der genaue Sinn des Wortes „Stoß“ ist hier der, daß sich als Ergebnis der 
Wechselwirkung die Energie und der Impuls einer elektromagnetischen Welle von 
der Frequenz w und der Richtung um kw und hf verringert haben (ein Lichtquant 
ist verschwunden), während Energie und Impuls einer anderen elektromagnetischen 
Schwingung von der Frequenz w’ und der Richtung?’ sich um A w’ und Ah F’ vergrößert 
haben (es ist ein Lichtquant entstanden). Bildhaft sagen wir, das Lichtquant (hw,ht) 
ist mit dem System „zusammengestoßen‘ und hat seine Energie und seinen Impuls 
geändert (kw',h®’), d.h. wir drücken uns so aus, als wäre von einem Stoß von Teil- 
chen der klassischen Mechanik die Rede. 

Mittels der von uns angenommenen Bezeichnungen drückt sich das Gesetz der Er- 
haltung der Energie und des Impulses wie folgt aus: 


kho+tE=hw-+E (1,3) 
REHRB=hP HP. (1,4) 


1) Die Formeln (1,1) und (1, 2) sollen für jede beliebige Frequenz w gelten, also sowohl für sicht- 
bares Licht, als auch für die y-Strahlen. Darum wird jetzt auch statt Lichtquant, Gammaquant 
u. dgl. der kürzere Ausdruck ‚Photon‘ gebraucht. | 
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$1. ENERGIE UND IMPULS DER LICHTQUANTEN 


Diese Gleichungen erfassen alle drei Grundprozesse: die Absorption, Emission und 
Streuung des Lichtes. 

Wenn w’ = 0 ist (dann ist auch F’ = 0), beziehen sich die Gleichungen (1,3) und 
(1,4) auf die Absorption des Lichtquants ho, ist & = 0 (£= 0), so bestimmen diese 
Gleichungen die Emission des Liehtquants hw'. 

Sind jedoch w und w’ von Null verschieden, so beziehen sich diese Gleichungen auf 
die Lichtstreuung, wobei das Lichtquant kw, AFsich in ein Quant mit anderer Energie 
hw' und anderem Impuls A’ verwandelt. 

Das Gesetz von der Erhaltung der Energie und des Impulses widerspricht in der 
Form (1,3) und (1,4) sowohl der ondulatorischen wie der korpuskularen Vorstellung 
vom Licht und läßt sich innerhalb der Begriffe der klassischen Physik überhaupt 
nicht deuten. 

Nach der Wellentheorie wird die Energie eines Wechselfeldes nicht durch die 
Frequenz w, sondern durch die Amplituden der Wellen bestimmt, die dieses Feld 
bilden. Andererseits besteht kein so allgemeiner Zusammenhang zwischen Wellen- 
amplitude und Frequenz, der es gestatten würde, die Energie des einzelnen Quants 
mit der Amplitude der Welle in Verbindung zu setzen. Wir stellen uns nun vor, daß 
ein Lichtbündel auf eine durchsichtige Platte auftrifft. Dann wird ein Teil des Lichts 
durch sie hindurchgehen, ein anderer reflektiert werden. Aus der Wellentheorie folgt, 
daß die Amplituden der einfallenden, hindurchgehenden und reflektierten Wellen ver- 
schieden sein werden. Wollten wir nun auf irgendeine Weise die Energie & der Quanten 
mit den Wellenamplituden in Zusammenhang bringen, so kämen wir zum Ergebnis, 
daß die Quantenenergie dieser drei Strablenbündel verschieden ist. Aber nach (1, 1) 
kann die Energie eines Quants nicht verändert werden, ohne zugleich auch die Fre- 
quenz zu verändern: Ein Teil der Quanten wäre dann stets anders ‚‚gefärbt“ als die 
Ausgangsquanten. 

Daher führt unsere Annahme, die Energie des Quants könnte durch die Amplitude 
bestimmt werden, zum Ergebnis, daß die Farbe des einfallenden, reflektierten und 
durchgehenden Strahlenbündels verschieden sein muß, was in der Wirklichkeit beim 
Durchgang durch einen durchsichtigen Körper natürlich nie der Fall ist. 

Unhaltbar ist auch die Annahme, das Lichtquant stelle eine Partikel dar, die sich 
irgendwo im Raum gewissermaßen als ‚Schwimmer‘ auf der. Welle befindet. 

Das Lichtquant ist seiner Definition nach (Gleichungen 1,1 und 1, 2) 
mit einer monochromatischen ebenen Welle verbunden. Eine solche Welle stellt 
einen rein periodischen Prozeß dar, unendlich sowohl im Raum wie in der 
Zeit. Die Annahme, das Quant befände sich irgendwo, widerspricht der voll- 
kommenen Periodizität der Welle; eine irgendwie deformierte sinusförmige Welle 
ist; keine sinusförmige Welle mehr, sondern eine Gesamtheit verschiedener sinus- 
förmiger Wellen. 

Wenn wir also die Erhaltungsgesetze (1,3) und (1,4) annehmen, müssen wir die 
Unzulänglichkeit der klassischen Begriffe für die Wiedergabe von Erscheinungen der 
Atomwelt zugeben. Wir können hier auf die moderne Interpretation dieser Erhal- 
tungsgesetze nicht eingehen. Wir würden dann auf Fragen stoßen, die weitaus kompli- 
zierter sind (die Quantentheorie des Feldes) als das Thema unseres Buches (die 
Quantenmechanik von Partikelsystemen). Für uns genügt es, den Begriff des 
Lichtquants insoweit zu untersuchen, als er durch die Erhaltungsgesetze (1,3) und 
(1,4) definiert wird. 


1. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENTHEORIE 
8 2. Die experimentelle Prüfung des Energie- und Impulssatzes für Lichtquanten 


Wie EINSTEIN gezeigt hat, ermöglicht das Erhaltungsgesetz (1, 3) die Deutung der 
vom klassischen Standpunkt ausrätselhaften Gesetzmäßigkeiten des photoelektrischen 
Effekts. Das Wesen dieses Effekts besteht darin, daß Metalle unter dem Einfluß des 
auf ihre Oberfläche fallenden Lichts Elektronen abgeben!). 

Die hier beobachteten: Gesetzmäßigkeiten schließen eine klassische Deutung aus. 
Der Versuch zeigt, daß die Geschwindigkeit der Photoelektronen ausschließlich von 
der Lichtfrequenz & (für ein bestimmtes Metall), nicht aber von der Intensität des 
einfallenden Lichts abhängt. Die letztere bestimmt nur die Zahl der Elektronen, die 
vom Metall in der Zeiteinheit abgegeben werden. 

Wie klug das Modell dieser Erscheinung auch ausgedacht sein mag, der Geschwin- 
digkeitszuwachs des Elektrons muß nach der NewTronschen Gleichung der wirkenden 
Kraft proportional bleiben. Letztere ist gleich dem Produkt aus der Ladung e des 
Elektrons und der Feldstärke € der Lichtwelle (die Wirkung des Magnetfeldes der 
Welle kann vernachlässigt werden). Somit muß die dem Elektron erteilte Geschwin- 
digkeit proportional € und die Energie proportional €? sein, d.h. proportional der 
Lichtintensität, wasin Wirklichkeit nicht beobachtet wird. JorrE und DOBRONRAWOW?) 
haben gezeigt, daß der Photoeffekt auch bei schwachen Intensitäten zu beobachten 
ist, wobei festgestellt wurde, daß die Elektronen vom Metall nach statistischen 
Gesetzen abgelöst werden, so daß nur die mittlere Zahl der Elektronen der Intensität 
des einfallenden Strahlenbündels proportional ist. Besonders wichtig waren die Ver- 
suchsergebnisse MILLIKANS, der genau nachwies, daß die Energie der im Photoeffekt 
ausgestrahlten Elektronen allein durch die Lichtfrequenz, nicht aber durch die Licht- 
intensität bestimmt wird. 

Dieses Ergebnis wird verständlich, wenn man auf den Photoeffekt das Gesetz der 
Erhaltung der Energie (1, 3) anwendet. Nehmen wir an, daß auf die Metalloberfläche 
monochromatisches Licht von der Frequenz wo fällt. Da für die Ablösung der Elek- 
tronen vom Metall eine gewisse Arbeit aufgewandt werden muß, die wir mit y m 
zeichnen wollen (man nennt sie die Austrittsarbeit der Elektronen aus dem Metall), s 
muß die ursprüngliche Energie des Elektrons im Metall gleich — x sein. Das Licht- 
quant wird beim Photoeffekt vollständig absorbiert, d. h. Aw’ = 0. Die Energie E des 


2 
Elektrons nach der Absorption des Lichtquants ist aber gleich = ,‚ wo m, die Masse 


des Elektrons und v seine Geschwindigkeit nach dem Austritt aus dem Metall be- 
deuten. Somit erhält die Gleichung (1, 3) in diesem Fall die Form?) 


2 
Mg ® 
2 


Das ist die bekannte Emsteinsche Gleichung für den Photoeffekt. 


(2,1) 


ho—x= 


2 
ki des Photoelektrons linear mit der 


Dieser Gleichung zufolge nimmt die Energie 


1) Die Gesetze des Photoeffektes wurden zuerst von StoLerow, HarLwaAczHs, Rıcmı u. a. 
erforscht. 

2) s.: [57]. 

3) Die Gleichung (1, 4) ist in diesem Fall ohne Bedeutung, da sie bloß behauptet, daß der Im- 
puls des Lichtquants vollständig dem ganzen Metallstück übermittelt wird. 
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$2 ENERGIE- UND IMPULSSATZ FÜR LICHTQUANTEN 


Lichtfrequenz w zu. Mißt man die Energie des Elektrons durch ein Bremspotential v 
| Myv® 
.s0o, dBeV = 


Geraden im System (V, w) durch die Größe h bestimmt werden. Ermittelt man 
experimentell die Steigung, so kann man h bei bekanntem Wert e für die Ladung 
berechnen. MILLIKAN zeigte, daß man hier zum gleichen Wert von A gelangt, wie er 
aus der Theorie der schwarzen Strahlung ermittelt wurde. Dadurch wurde die Rich- 
tigkeit der Gleichung (1, 3) für den Photoeffekt bewiesen. 

Gegenwärtig stellt die Eınsteissche Gleichung eine der Hauptgleichungen dar, 
die der Theorie der Elektronengeräte zugrunde liegent). 

Der Zusammenhang zwischen den Gleichungen (1, 3) und (1, 4) wurde von Comr- 
TON experimentell begründet, der die Abhängigkeit der Frequenz gestreuter RÖNTGEN- 
strahlen vom Streuwinkel untersuchte. Als Streusubstanzen wählte ComPpTon solche, 
in denen die Elektronen nur schwach an das Atom gebunden sind (Paraffin, Graphit). 
Da die Energie des RÖntsenquants groß ist, können bei der Berechnung die Elek- 
tronenenergie im Atom (zum mindesten in den äußeren Atomhüllen) vernachlässigt 
und die Elektronen als freie, zu Anfang ruhende Teilchen betrachtet werden. Wir 
wollen dementsprechend die primäre Energie E des Elektrons und seinen Impuls p 
als gleich Null annehmen. 

Nach dem Stoß mit dem Röntsengquant kann die Energie des Elektrons sehr groß 
werden. Wir wenden daher die Formeln der Relativitätstheorie an, die die Abhängig- 
keit der Masse eines Teilchens von seiner Geschwindigkeit berücksichtigen. Nach der 
Relativitätstheorie ist die kinetische Energie eines Elektrons, das sich mit der Ge- 
schwindigkeit » bewegt, gleich 


ist (wie es MILLIKAN getan hat), dann muß die Steigung der 


= 2 
ı-? (2, 2) 


wobei m, die Ruhmasse und c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, und entsprechend 


gilt für seinen Impuls: 
Me Ze 
ne (2, 3) 
.®& 


Setzen wir diese Werte in (1, 3) und (1, 4) ein und berücksichtigen wir, daß E = 0, 
p = 0 sind, so-erhalten wir: 


ho ha + Mgc® Ke; = | a 
: M,Y (2) 

h — ga = —, 4 

t=hf+ TB P=- (2, 4°) 


Hierin bedeuten w und £ die Frequenz und den Wellenvektor der einfallenden Strah- 
lung, w’ und f’ die entsprechenden Größen für die gestreute Strahlung. 
Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar, daß »® > w’ ist. Die gestreute Strah- 


1) Näheres über die Versuche Miıuuıkans vgl.: [28], [57] u. [40]. 
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lung muß folglich eine größere Wellenlänge besitzen als die einfallende. Diese Schluß- 
folgerung wird durch die Versuche Comrtons bestätigt, während nach der klas- 
sischen Theorie die Frequenz des gestreuten Lichts der des einfallenden gleich sein 
müßte (RayLeicHsche Streuung). 


Aus den Gleichungen (2, 4) und (2, 4’) läßt sich ein wichtiger Schluß ziehen: das freie Elektron 
kann das Licht nicht absorbieren, sondern nur streuen. Die völlige Absorption würde bedeuten, 
daß » = 0 (und k’ =0) sind. Daraus folgt, daß f und » gleichgerichtet sind. Daher kann (2, 4’) 
auch in skalarer Form dargestellt werden: 


yg _ 0? 
n—e 
Kombinieren wir diese Gleichung mit der Gleichung (2, 4), so finden wir, daß für die Absorption 
1 —_ — ß 


y1—ß yı—-P 


ist, daher $ = 0 und demzufolge auch k = 0 sind. Damit ist die Unmöglichkeit einer Absorption 
bewiesen. 

Der von uns vorher untersuchte Photoeffekt, bei dem das Quant völlig absorbiert wird, ist nur 
deshalb möglich, weil das Elektron im Metall gebunden ist, was sich darin ausdrückt, daß die 
Arbeit x für seine Ablösung aufgewendet werden muß. 


Um die Gleichung (2, 4’) nachprüfen zu können, mußte CoMmPToN aus ihr ermit- 
teln, wie die Frequenz w’ des gestreuten Lichts vom Streuwinkel 0 abhängt. In 
Abb.1 stellt die Gerade O A die Fortpflanzungsrich- 
2 tung des ursprünglichen Rönteexstrahlbündels 
[7 dar. Die Richtung OC ist jene, in der die von den 
Elektronen gestreuten Strahlen beobachtet werden. 
Das in Abb. 1 konstruierte Parallelogramm stellt 
den Impuls des einfallenden Quants A £ als Summe 
A der Impulse A’ des gestreuten Quants und p’ des 
Elektrons dar. Der Winkel ® ist der Streuwinkel, 
und « der Winkel zwischen dem Impuls des Primär- 
quants und dem Impuls des gestoßenen Elektrons, 
des sogenannten ‚Abgabeelektrons“. 
Um den Zusammenhang zwischen dem Winkel 
\ 6 und der Größe des gestreuten Quants Aw’ zu 
N | finden, nehmen wir die Komponenten der zweiten 
Abb. 1. Das Compronsche Parallelo- der Gleichungen (2, 4’) in Richtung von zwei auf- 
Bam: einander senkrecht stehende Achsen OA und OB. 


I PM) vo . 
Setzen wir voraus, daß |f| = — und |f’| = — sind, so erhalten wir: 
c C 


x 
\ 


h ' 
ho _hw 6 Mg® 
c c yı—ß 


COS a, 


hw 


j mv 
= - sin d — —? 


sin«. 
2 
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Eliminieren wir aus diesen Gleichungen durch einfache algebraische Rechnungen ß 
und den Winkel «, so erhalten wir: 


PR ’ sin? e 
0— 0 = we ww 5 
gie 2706 Inc e j RER 
Ersetzen wir hierin w durch j und & durch 77; 50 finden wir leicht für die 
Änderung der Wellenlänge: 
h 
I (2, 5) 
MyC 2 


Diese Formel wurde erstmalig von CoMmPTon gefunden. Durch Variation des Win- 
kels, unter dem die Streuung beobachtet wurde, und Messung der Änderung AA der 
Wellenlänge sowie Vergleich der Versuchsergebnisse mit der Voraussage der Theorie 
gemäß Formel (2, 5) gelangten CompTox und Wv zur vollständigen Übereinstim- 
mung mit der Theoriet). 

Die Versuche Comprons beweisen die Richtigkeit der Annahme, daß das Licht- 
quant einen Impuls besitzt, dessen Größe durch die Formel (1, 2) bestimmt wird. 

Wir bemerken noch, daß Aufnahmen, die in der Wırsonkammer erhalten wurden, 
in manchen Fällen gestatten, die Flugrichtung des beim Comrroneffekt gestreuten 
Quants sowie die Bahn und die Energie des Rückstoßelektrons zu ermitteln und da- 
mit gewissermaßen durch direkte Beobachtung die Zusammensetzung der Impulse 
des Elektrons und des Lichtquants zu beobachten, wie wir sie in Abb. 1 dargestellt 
haben?). 


Die in der Formel (2,5) auftretende Länge A = 2 — 3,9 10° em wird als 


Comrronwellenlänge bezeichnet. Sie besitzt fundamentale Bedeutung in der rela- 
tivistischen Theorie des Elektrons und stellt einen der Maßstäbe dar, die der Mikrowelt 
eigen sind. Kennt man AA, sokann man A finden und damit zugleich h berechnen, so 
daß der Comproneffekt eine weitere Methode zur Ermittlung von h darstellt. Er- 
scheinungen, in denen die Konstante h eine wesentliche Rolle spielt, nennt man Quanten- 
erscheinungen. Eine jede von ihnen kann zur Ermittlung der Konstanten Ah dienen. 

Wie zu erwarten war, kann eine Quantenerscheinung nicht klassisch gedeutet wer- 
den. Nach der klassischen Theorie, die einen kontinuierlichen Energieaustausch zwi- 
schen Feld und Mikrosystemen voraussetzt, wäre a — 0, und es könnte kein Frequenz- 
wechsel bei der Lichtstreuung an einem freien Elektron eintreten [AA ist proportional 
‚h, vgl. (2, 5)]. Zu diesem Ergebnis führte die direkte Berechnung auf Grund der klas- 
sischen Theorie. Unter dem Einfluß eines Wechselfeldes mit der Frequenz w vollführt 
das Elektron eine erzwungene Schwingung mit gleicher Frequenz. Dadurch entstehen 
‚Schwingungen der Ladung e mit der Frequenz w. Solche Schwingungen erzeugen (in- 
folge der Linearität der Feldgleichungen) ein Wechselfeld mit der gleichen Fre- 
quenz. Die gestreute Strahlung sollte demnach die gleiche Frequenz wie die einfallende 
besitzen. 


1) Näheres über die Versuche vgl. TARTAKowsKI, P. S.:a.a. 0. 
?) Vgl. TarTakowseı, P. S.:a.a.0. 
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$ 3. Der Atomismus 


Wir begegnen in der Mikrowelt einer Anzahl einfachster Teilchen oder, wie man 
zu sagen pflegt, Elementarteilchen. Solche Teilchen sind: die Protonen, Neutronen, 
Elektronen und Positronen. Zu den Elementarteilchen gehören auch die Photonen 
und das Neutrinot). In den letzten Jahren wurden die Mesonen entdeckt, Teilchen, 
die um etwa mehrere hunderte Male schwerer sind als die Elektronen?). Die Masse, 
die Ladung und andere Eigenschaften sämtlicher Elementorteilchen der gleichen Gattung 
sind gleich und keinen Veränderungen unterworfen?). Die einzigen Veränderungen von 
Elementarteilchen, die in der Physik der Gegenwart bekannt sind, bestehen in der 
Verwandlung einer Teilchenart in eine andere. Dabei werden die Teilchen entweder 
vernichtet, oder sie entstehen als Ganzes wieder neu. 

In unserem Lehrgang, der sich mit der nichtrelativistischen Quantenmechanik be- 
faßt, haben wir nur mit solchen Vorgängen zu tun, bei denen die Änderung der 
Teilchenenergie weitaus kleiner als ihre Ruhenergie EZ, = myc? ist; Vorgänge, bei 
denen es zu Umwandlungen von Elementarteilchen kommt, fallen aus dem Rahmen 
der nichtrelativistischen Mechanik®). | 

Der Atomismus, der für die Mikrowelt kennzeichnend ist und ihr wichtigstes Cha- 
rakteristikum darstellt, wird durch die Existenz der Elementarteilchen noch nicht 
erschöpft. Auch die zusammengesetzten, aus Elementarteilchen gebildeten Korpus- 
keln (z. B. Moleküle, Atome, Atomkerne) besitzen atomistische Eigenschaften. 

Diese atomistischen Eigenschaften sind durch zwei Umstände bedingt. Erstens: 
Jede Art zusammengesetzter Korpuskel wird aus völlig eindeutig bestimmten Elementar- 
teilchen gebildet (z. B. das Wasserstoffatom aus einem Proton und einem Elektron). 
Zweitens: Die inneren Zustände der zusammengesetzten Korpuskeln sind diskontinuier- 
lich: Für jede bestimmte Korpuskel besteht eine eigene Aufeinanderfolge genau be- 
stimmter möglicher Zustände, deren jeder vom anderen durch sprunghafte Verände- 
rungen getrennt ist. Infolgedessen vermag bei weitem nicht jede Einwirkung ein zu- 
sammengesetztes System z. B. aus dem Zustand der geringsten Energie, dem soge- 
nannten Grundzustand, in den nächsten, ‚angeregten‘, überzuführen. 

Ist die Energie der äußeren Einwirkung unzureichend, um den Übergang eines Sy- 


ı) Ein neutrales Teilchen ohne Ruhmasse, das beim radioaktiven ß-Zerfall des Kerns und 
(wahrscheinlich) auch beim Zerfall des Mesons ausgestrahlt wird. 

2) Die Arbeiten ALıcmanows :und ALICHANJANnsS über die Analyse der Zusammensetzung 
kosmischer Strahlen weisen auf die Existenz verschiedener Arten von Mesonen mit Massen 
zwischen 150 bis 20000 Elektronenmassen hin. 

3) Doch istes nicht ausgeschlossen, daß auch die sogenannten Elementarteilchen, ähnlich wie die 
zusammengesetzten, zu Veränderungen ihres inneren Zustands fähig sind. Es ist sehr wahrschein- 
lich, daß wir im Meson ein Beispiel von Elementarteilchen haben, die zu inneren Anregungen (z. B. 
Änderungen des Rotationszustands) fähig sind, und die verschiedenen Mesonen können in Wirk- 
- lichkeit das gleiche Teilchen sein, das sich in verschiedenen Zuständen befindet. Theoretisch wird 
die gleiche Möglichkeit auch für die Nukleonen angenommen (d.h. für die Teilchen, aus denen 
sich die Atomkerne aufbauen (Protonen und Neutronen)), Die Theorie der Elementarteilchen be- 
findet sich im Augenblick noch im Anfangsstadium, so daß weder das eine noch das andere mit 
Bestimmtheit behauptet werden kann. Es ist jetzt an der Zeit, die Vorstellung von der Ele- 
mentarität mancher Teilchen neu zu überprüfen. 

4) Die Photonen und das Neutrino besitzen die Ruhmasse m, = 0. Sie sind daher unter jeder 
Energieeinwirkung relativistische Teilchen und können in der nichtrelativistischen Quanten- 
mechanik nicht behandelt werden. — Näheres über die Grenzen der Quantenmechanik vgl. $ 128. 
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stems aus dem Grundzustand in einen angeregten herbeizuführen, so wird sich das 
System nach Aufhören der äußeren Einwirkung im gleichen Zustand befinden, den es 
vor Beginn der Einwirkung hatte (im ‚„Grundzustand‘“). Deswegen bleiben Atom- 
systeme, die einer äußeren Einwirkung unterworfen werden, weitgehend im gleichen 
Zustand, den sie vor der Einwirkung besaßen, oder sie gehen sprunghaft in neue, ein- 
deutig bestimmte Zustände über. Gerade dieses Sprunghafte der Zustandsänderung 
komplizierter Atomsysteme war jene physikalische (allerdings nicht klar erkannten) 
Ursache, die die Chemiker zur Vorstellung von der Unteilbarkeit der Atome führte 
und es den Physikern ermöglichte, die Atome in der kinetischen Theorie als un- 
veränderliche materielle Punkte zu betrachten. Diese Unveränderlichkeit und Unteil- 
barkeit bleiben nur bis zu dem Augenblick erhalten, wo die äußeren Einwirkungen 
‘eine Intensität erreichen, die den Übergang der zusammengesetzten Korpuskel in den 
nächst höheren Zustand zuläßt. 

Infolge der Identität der Merkmale der elementaren Teilchen und der Diskontinuität 
der Zustände der zusammengesetzten weisen die Partikel der Mikrowelt kein indivi- 
duelles „Gesicht“ auf. Die Ereignisse, die mit einem Elektron oder Wasserstoffatom 
vor sich gegangen sind, finden in ihren charakteristischen Kennzeichen keinen Aus- 
druck. 

Im makroskopischen Gebiet ist die Lage anders. Ursprünglich gleiche makrosko- 
pische Systeme (soweit in der Makrowelt eine Gleichheit überhaupt zu erzielen ist) 
können sich im Laufe der Zeit, auch wenn die äußeren Einwirkungen nicht sehr von- 
einander abweichen, als vollkommen verschieden erweisen. Meist hat sich dem ma- 
kroskopischen System seine Vorgeschichte 
mehr oder minder aufgeprägt, und zwar um 
so vollständiger, je komplizierter das Sy- 
stem ist. 

Die Diskontinuität, die den Mikrosystemen 
eigen ist, läßtsich durch das Experiment nach- 
weisen. FRANK und Hrrtz ließen einen Elek- 
tronenstrom, d. h. einen elektrischen Strom 
durch Quecksilberdämpfe hindurchtreten. Es 
stellte sich heraus, daß der durchfließende 
Strom in Abhängigkeit von der Elektronen- 
energie Maxima und Minima aufweist, wie sie 
in Abb. 2 veranschaulicht sind. 

Anfangs, solange die Energie der Elektronen 
4,9 eV nicht übersteigt, passiert das Elek- 


tronenbündel den Quecksilberdampf ohne o W-49eV 24,-98eV v 
Energieverlust (in Wirklichkeit tritt beim Zu- Abb. 2. Die Ergebnisse der Versuche 
sammenstoß des Elektrons mit einem Queck- von FRANcK. und HERTZ. 


silberatom als Ganzem ein gewisser Energie- 
austausch ein. Da aber die Masse des Quecksilberatoms die des Elektrons um ein 
Vielfaches übersteigt und der Stoß elastisch erfolgt, kann dieser Energieaustausch 
vernachlässigt werden), und der Strom nimmt daher mit steigender Spannung zu. 
Aber sobald die Energie von 4,9 eV erreicht ist, fällt der Strom, weil die Elektronen 
beim Zusammenstoß mit den Quecksilberatomen Energie zu verlieren beginnen, 
wobei sie deren inneren Zustand verändern. 

Damit wird die Diskontinuität der möglichen Werte der inneren Energie des Queck- 
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silberatoms bewiesen: Die Energie jenes Zustands des Quecksilberatoms, der dem Grund- 
zustand am nächsten liegt, besitzt einen um 4,9 eV höheren Wertt). 

STERN und GERLACH gelang der Nachweis, daß auch der Drehimpuls der Atome 
ähnlich der Energie nur einzelner diskreter Werte fähig ist. STERN und GERLACH 
maßen das magnetische Moment der Atome. Dieses magnetische Moment wird durch 
inneratomare Ströme bedingt, und da letztere durch die Bewegung der Elektronen 
hervorgerufen werden, besteht zwischen dem magnetischen Moment des Atoms und 
dem Drehimpuls ein Zusammenhang (siehe die $$ 52 und 63). 

Die Versuche von STERN und GERLACH bestanden darin, daß sie einen engen Atom- 
strahl durch ein stark inhomogenes Magnetfeld treten ließen. Besitzt das Atom das ma- 
gnetischeMoment M, so hat esin einem Magnetfeld der Größe 9 eine potentielle Energie 


Ü—=- —- MS = —MHocosz, 


wobei & den Winkel zwischen der Richtung des Magnetfeldes und der des magneti- 
schen Moments des Atoms bedeutet. Die Kraft, die auf das Atom von dem ungleich- 
förmigen Magnetfeld (das sich längs der z-Achse ändert) ausgeübt wird, ist gleich 


Br 02 


Der Gradient des Feldes ist senkrecht zum Atomstrahl gerichtet. Folglich ruft die 
Kraft F eine Ablenkung der Atome aus der ursprünglichen Bewegungsrichtung her- 
vor. Wären alle Einstellungen des magnetischen Moments des Atoms in bezug auf das 
Magnetfeld möglich, wie das aus den klassischen Vorstellungen folgt, dann würde die 


Kraft F alle Werte zwischen — 7 02 und +M 02 annehmen. Die einzelnen Atome 


02 02 

würden verschieden abgelenkt werden, und beim Auftreffen des Atomstrahls auf den 
Bildschirm erhielten wir eine verschwommene Abbildung des Spalts, durch den der 
Atomstrahl getreten ist. In Wirklichkeit erhalten wir aber zwei scharfe Abbildungen 
des Spalts. Dieses Versuchsergebnis zeigt, daß nur zwei diskrete Orientierungen des 
magnetischen Moments des Atoms möglich sind: cos« = +1. 

Ferner zeigt die Berechnung, daß die Größe der Ablenkung des Atomstrahls dem 
Wert des magnetischen Moments® des Atoms entspricht, das gleich 


eh 
M —9:10-2 egs 
Bi Inc 8 | 

ist, worin e die Ladung des Elektrons, u seine Ruhmasse und c die Lichtgeschwindig- 
keit bedeuten. Dieser Wert, der erstmalig von N. BouR auf Grund der elementaren 
Quantentheorie gefunden wurde, heißt das BoHrsche Magneton. Er stellt gewisser- 
maßen das Quant des magnetischen Moments dar. 

Die von STERN und GERLACH entdeckte Erscheinung nennt man räumliche 
Quantelun g, da es sich hier um die diskreten Orientierungen des magnetischen 
Moments in bezug auf ein Magnetfeld handelt. Auf Grund des erwähnten Zusammen- 
‚hangs zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment kann gesagt werden, daß die 
Versuche von STERN und GERLACH auch die Diskontinuität der möglichen Werte des 
Drehimpulses beweisen. 


1) Näheres über die Versuche von Franck und Hertz vgl.: [14], [28]. 
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Wir werden später (Kap. X) zeigen, daß das von STERN und GERLACH beobachtete 
magnetische Moment des Atoms nicht (wie das ursprünglich angenommen wurde) 
durch die Umlaufbewegung des Elektrons verursacht, sondern eine Folge des 
eigenen magnetischen Moments ist, das das Elektron selbst besitzt!). 

Von dem uns im Augenblick interessierenden allgemeinen Gesichtspunkt aus kKön- 
nen wir sagen, die Versuche von STERN und GERLACH zeigen, daß das magnetische 
Moment des Atoms als Ganzes quantenmäßige, diskrete Werte besitzt und somit 
einen neuen Beweis für die Diskontinuität bringt, die den möglichen Zuständen des 
Atoms eigen ist?). 

Seit der Zeit der beschriebenen Versuche ist die Zahl der experimentellen Beweise 
für die Diskontinuität der Zustände von Atomsystemen in unübersehbarem Maße 
weiter gestiegen. 

Wir möchten den Leser noch darauf hinweisen, daß die Diskretheit atomarer Zu- 
stände noch in einem ganz anderen Kreis von Erscheinungen von wesentlicher Be- 
deutung ist. Nach den sehr allgemeinen Grundsätzen der klassischen statistischen 
Mechanik beträgt die mittlere Energie, die auf einen Freiheitsgrad eines Systems 


entfällt, das sich bei einer Temperatur 7 im Gleichgewicht befindet, 3 -kT, worin 

— 1,38 -10-1%erg/Grad die BoLtzmanssche Konstante ist. Aus diesem Grunde 
besitzen z. B. die einatomigen Gase eine Durchschnittsenergie von - -kT pro Atom 
und eine Wärmekapazität von =. k pro Atom. Diese Schlußfolgerung aus der Theo- 


rie wird durch die Erfahrung gut bestätigt. Sie enthält jedoch die nicht ausgesprochene 
Voraussetzung, daß das Atom eine Art von Massenpunkt darstellt, der (entsprechend 
den drei Koordinaten des Schwerpunkts) drei Freiheitsgrade besitzt. 

Es ist aber wohlbekannt, daß z. B. das He-Atom aus drei Teilchen besteht: dem 
Kern und zwei Elektronen. Wir setzen somit voraus, daß diese Elektronen nicht fähig 
sind, Energie abzugeben oder zu empfangen und daher an der Herstellung des Wärme- 
gleichgewichts im Gas nicht teilnehmen. Diese Voraussetzung läßt sich durch die 
klassische Mechanik nicht begründen, da nach ihr, wenn eine gleichförmige Bewegung 
mit der Energie E besteht, auch eine solche mit einer. Energie, die sich wenig von E 
unterscheidet, bestehen muß. Das heißt aber, daß die Elektronen der Atome bei den 
Atomzusammenstößen Energie empfangen und abgeben, d.h. an der Herstellung 
des Gleichgewichts in der Energieverteilung mitwirken müssen, Vom Standpunkt der 
Quantentheorie aus kann dagegen das Atom innerhalb weiter Grenzen wirklich. als ein 
mechanisches System angesehen werden, das nur drei Freiheitsgrade besitzt. Denn 
nach der Quantentheorie ist eine endliche Energie E erforderlich, um das Atom aus 
seinem Normalzustand in den benachbarten angeregten überzuführen. Ist daher 
E> %-kT, so werden die Elektronen beim Atomzusammenstoß nicht angeregt, und 
die Atome werden sich als ‚‚starre‘‘ materielle Punkte verhalten. Die inneren Freiheits- 
grade sind dann gewissermaßen „eingefroren“, 


1) Das bezieht sich auf die ersten Versuche von STERN und GERLACH mit Wasserstoff und Silber 
im Normalzustand. Im allgemeinen wird das magnetische Moment des Atoms sowohl durch die 
Bahnbewegung der Elektronen wie durch ihre eigenen magnetischen Momente bedingt. 


2) Näheres über die Versuche von STERN und GERLACH vgl. GARNWELL, D. und LivinGHooD, 
D.:a.2.0. 
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$ 4. Die Theorie von N. BoHr 


Um die im vorhergehenden Paragraphen untersuchten diskontinuierlichen Eigen- 
schaften von Atomsystemen zu beschreiben, schlug BoHR vor, die klassische Mechanik 
zu modifizieren, indem man in die Bewegungsgesetze die PLanucKsche Konstante h 
einführt. Diese Modifikation bestand darin, daß BoHR annahm, in Atomsystemen 
würden nicht alle nach der klassischen Mechanik möglichen Bewegungen, sondern nur 
einige, ausgewählte realisiert. BOHR formulierte eine besondere Vorschrift der Auswahl, 
die wir hier nicht zu behandeln beabsichtigen!). Mit Hilfe dieser Vorschrift gelang es 
mit Erfolg, die möglichen Energiewerte für das Wasserstoffatom zu finden, aber das 
Verfahren von BoHR erwies sich als unzureichend für kompliziertere Atomsysteme 
(z. B. für dasHe-Atom). In Anwendung auf die atomare Energie bedeutete die Hypo- 
these BoHRs (oder das BoHRsche Postulat, wie man es nannte), daß diese Energie 
E nur diskontinuierliche Quantenwerte annehmen kann 


E=%#, Er 0 Ey, eg Em; ... (4, 1) 


Die moderne Theorie bedarf, wie wir sehen werden, eines solchen Postulats nicht und 
betrachtet ganz allgemein die Diskretheit der Zustände nicht als unbedingtes Merkmal 
eines Quantensystems. Trotzdem ist das BoHRsche Postulat auch heute noch richtig, 
da es als anschauliche Deutung der Versuchstatsachen betrachtet werden kann. 

Das Bongsche Postulat widerprach der klassischen Strahlungstheorie, da nach 
dieser Theorie ein angeregtes Atom kontinuierlich ausstrahlt und daher seine Energie 
auch zwischen den erlaubten Energieniveaus liegen könnte. Darum nahm Bour den 
quantentheoretischen Standpunkt ein ($ 1), wonach die Energie in Portionen — Licht- 
quanten — ausgestrahlt wird. Verbinden wir den Energiesatz mit dem BoHsschen 
Postulat von diskreten Zuständen der Atome, so erhalten wir das zuerst von BOHR 
angegebene Gesetz, das die Frequenzen «„, die ein Atom auszusenden oder zu ab- 
sorbieren vermag (das Atomspektrum), mit den Energieniveaus Z, verbindet, die 
diesem Atom eigen sind. Und zwar erhalten wir?) 


hmm = Em ae En a (4, 2) 


Diese Gleichung ist nichts anderes als das Gesetz von der Erhaltung der Energie bei der 
Emission und Absorption des Lichts und stellte in der alten BoHkschen Theorie eines 
ihrer Postulate dar (die BoHRsche ‚‚Frequenzbedingung‘“). 

Dividieren wir die Gleichung (4, 2) durch die PLancksche Konstante, so finden wir, 
daß die von Quantensystemen absorbierten oder emittierten Frequenzen stets als 
Differenz zweier Frequenzen dargestellt werden können: 

Em En 


a On = =. 
h’ a? 


Diese Frequenzen werden Spektralterme genannt. 

Schon lange vor der Bouzschen Theorie wurde von RiTz rein empirisch festgestellt, 
daß die beobachteten Atomfrequenzen als Termdifferenzen dargestellt werden können 
(Rırzsches „Kombinationsprinzip“‘). Deshalb kann (4,3) auch als Ausdruck der 
Rırzschen empirischen Regel betrachtet werden. 


mn = Wim 7 Mm; dm = 


(4, 3) 


1) Die Bonzsche Theorie wird ausführlich in 1 1] behandelt 
2) Für die Absorption setzen wir in (1,3): w’ =0,E =E„,E= En < En; WW = On, für 
dio Emission » = = Wan: E = En; E = Ems ® =D. 
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Im Rrrzschen Kombinationsprinzip begegnen wir einem weiteren grundsätzlichen 
Widerspruch zwischen der klassischen Theorie und der Erfahrung. Befindet sich 
ein Elektron innerhalb eines Atoms, so führt es eine periodische oder quasiperi- 
odische Bewegung aus. Im einfachsten Fall einer eindimensionalen Bewegung kann 
seine Koordinate x(t) in eine Fourızrreihe entwickelt werden: 

+0 
st) 5 mreient, (4, 4) 


2n=—o 
wobei , = no, ist und w, die Grundtonfrequenz, &, die Frequenz des (n — 1)-ten 
Obertons darstellt. Die Intensität J„ der Strahlung von der Frequenz , wird durch 


die Amplitude des (nr — 1)-ten Obertons, d.h. durch die Größe x, bestimmt (vgl. 
$ 85). Die Frequenzen lassen sich näch der klassischen Theorie in eine Zeile ordnen 


WE: Ws 5 MI. (4, 5) 


Ebenso können auch die ihnen entsprechenden Intensitäten /„ und Amplituden x, 
geordnet werden. Diese sehr allgemeine Schlußfolgerung der klassischen Theorie 
widerspricht dem Rırzschen empirischen Prinzip, da nach diesem die beim Versuch 
beobachteten Frequenzen stets durch zwei Zahlen n und m (die Termnummern)!) 
‚definiert werden, so daß sich nicht die Frequenzen in eine Zeile einordnen lassen, 


sondern die Terme | w, = % ‚ während die Frequenzen ein quadratisches Schema 


h 
(„Matrix“) bilden: 


0 O2 Wis On 
sg] az .o» Won ... 

U RER NER EEE ENTE ER? BR (4, 6) 
Omı Img YOmz Omn 


. [8 8 8 8 Te Tr LT LT 8 Tr T T TTV  — 


In ein ähnliches Schema lassen sich auch die entsprechenden Intensitäten I, (oder 
Schwingungsamplituden 22) einordnen. 

Dieser Widerspruch ließe sich überwinden, wollten wir annehmen, daß jede der 
Frequenzen w„ einen Grundton darstellt und einem eigenen Freiheitsgrad entspricht. 
Das Atom würde dann einem Klavier gleichen und jeder Freiheitsgrad einer Taste. 
Aber dann müßten wir eine große, im Grunde genommen unbegrenzte Zahl von 
Freiheitsgraden annehmen und würden dadurch den Widerspruch zwischen den 
Voraussagen der klassischen Mechanik in bezug auf die spezifische Wärme der Atome 
und den Tatsachen nur noch mehr vertiefen. 


1) Besitzt ein System f Freiheitsgrade, so kann es f Grundtöne haben &, (a =1,2,...., f) 
und dann erhält die Fregnenz w, in der klassischen Theorie den allgemeinen Ausdruck: 
| F 
Wn = I NaWa 
“-1 


in dem n ganze Zahlen sind. Das Bestehen mehrerer Grundtöne ändert nichts am Wesen unserer 

Behauptung vom Widerspruch zwischen der klassischen Theorie und dem Rırzschen Prinzip; da 
E 

in diesem Fall jeder Term w, = . durch eine Zahlengruppe (n,,n,,....ny) charakterisiert wird, 

die emittierten Frequenzen aber durch zwei Zahlengruppen (R,, 2, ..., ny)und (m,, mg, ..., my). 
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Zum Schluß wollen wir noch den Umstand vermerken, daß die Bou&sche Theorie 
zwar wenigstens im einfachsten Fall des Wasserstoffatoms die Frequenzen on, also 
das Spektrum dieses Atoms, zu ermitteln gestattet, aber nichts über die Strahlungs- 
intensitäten /,„ dieser Frequenzen und die ihnen entsprechenden Absorptionskoeffi- 
zienten aussagt. Die Berechnung dieser Intensitäten stellte für die Bou&sche Theorie 
eine unüberwindliche und prinzipielle Schwierigkeit dar. Es waren nur qualitative 
Aussagen möglich. Auch die Berechnung komplizierterer Atome als des Wasserstoff- 
atoms führte nach der Bongschen Theorie zu grundsätzlichen Schwierigkeiten. Diese 
Schwierigkeiten wurden durch die Quantenmechanik überwundent). 


$ b. Die elementare Quantentheorie der Strahlung 


Die elementare Strahlungstheorie auf Grund quantentheoretischer Vorstellungen 
wurde von EINSTEIN geschaffen. Sie weist einen bis zu einem gewissen Grade phäno- 
menologischen Charakter auf?). Trotzdem gestattet sie, gestützt auf die moderne 
Quantenmechanik, die Frage der Intensitäten der Emission und Absorption des Lichts 
zu lösen. 

Vom quantentheoretischen Standpunkt aus wird die Intensität der Emission und 
Absorption einer elektromagnetischen Strahlung durch die Wahrscheinlichkeit des 

Übergangsdes Atoms von einem Zustand in einen anderen 
d@ 4 bestimmt. Die Beantwortung der Frage nach der Inten- 

/ sität läuft auf die Berechnung dieser Wahrscheinlich- 
keit hinaus. 

Wir wollen zwei Zustände irgendeines Systems, z.B. 
eines Atoms betrachten. Den einen wollen wir mit dem 
Buchstaben m, den anderen mit n bezeichnen. Die 
Energie des ersten Zustandes sei E„, die des zweiten 
Ea. Wir nehmen an, daß E„>E,„, so daß der Zustand 
m einem höheren Energieniveau E„ entspricht als der 
Zustand n der zum Energieniveau Z, gehört. 


0 Der Versuch zeigt, daß das System von selbst vom 
Abb.3.Die Bestimmungsstücke höheren Zustand m in den niedrigeren n übergehen 
der Strahlung. kann, wobei es das Lichtquant Aw= E„— E„ mit der 
(WinkeldD), vweitnabhängiee Frequenz = —" 7 En ausstrahblt, das außerdem eine 

Polarisationsrichtungen e, 
unde,. bestimmte Polarisation besitzt und sich innerhalb eines 


| Raumwinkels d@ fortpflanzt (Abb. 3). Für eine be- 
stimmte Fortpflanzungsrichtung können wir jede beliebige Polarisation als die Summe 
zweier unabhängiger Polarisationen e, und e, darstellen, die senkrecht aufeinander 
stehen. Beim Übergang E„? E„ kannein Lichtquantentweder mit der Polarisation e, 
oder e, ausgestrahlt werden. Wir werden die Polarisation durch den Index & bezeichnen 
(« = 1, 2). Die Wahrscheinlichkeit des Übergangs m —> n pro Sekunde mit der Aus- 


1) Über diese Schwierigkeiten vgl.: [32]. 
2) Eınsteins Voraussetzungen erhalten ihre völlige Bestätigung in der modernen Quanten- 
elektrodynamik, vgl.: [30]. 
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strahlung eines Quants von der Frequenz = Em — En innerhalb des Raumwinkels 
dQ und der Polarisation & bezeichnen wir mit 
dWw.=aR,dN. (5,1) 


Diese Wahrscheinlichkeit nennt man die Wahrscheinlichkeit des ‚spontanen‘ (aus 
sich heraus erfolgenden) Übergangs. Der Möglichkeit eines solchen Übergangs ent- 
spricht in der klassischen Theorie die Strahlung eines angeregten Oszillators. 

Ist einedas Atom umgebende Strahlung vorhanden, so wirkt sie auf dieses in zweier- 
lei Hinsicht ein. Erstens kann diese Strahlung absorbiert werden, wobei das Atom 
vom niedrigeren Zustand r in den höheren m übergeht. Die Wahrscheinlichkeit dieses 
Übergangs pro Sekunde bezeichnen wir mit dW,. Zweitens kann, wenn sich das Atom 
im angeregten Zustand befindet, dieäußere Strahlung den Übergang des Atomsin den 
niedrigeren Zustand n bewirken, und zwar so, daß die Wahrscheinlichkeit der Aus- 
strahlung sich um eine gewisse Größe d W, erhöht. Diese zusätzliche Wahrscheinlich- 
keit werden wir als die Wahrscheinlichkeit des induzierten (oder erzwungenen) Über- 
gangs bezeichnen. Beide Arten der Übergänge haben ihre Analogie in der klassischen 
Theorie: ein Oszillator, der sich unter dem Einfluß einer äußeren Strahlung befindet, 
kann sowohl Energie absorbieren wie emittieren, je nach der Beziehung zwischen der 
Phase seiner Schwingung und der Phase der Lichtwelle. 

Nach dem Gesagten ist die Gesamtwahrscheinlichkeit der Ausstrahlung gleich 


dW, = dW. + dW!. 


Die Wahrscheinlichkeit der Absorption d W, und die Wahrscheinlichkeit der indu- 
zierten Strahlung dW; sind nach EmstEins Annahme proportional der Zahl der 
Lichtquanten der gleichen Sorte, von deren Absorption und Emission die Rede ist. 
Wir wollen diese Zahl bestimmen. 

Im allgemeinen braucht die Strahlung nicht monochromatisch zu sein und kann 
verschiedene Fortpflanzungsrichtungen und verschiedene Polarisation besitzen. Zur 
Charakterisierung der Strahlung führen wir die Größe o, (w, 2) dwdQ ein, die die 
Energiedichte der Strahlung innerhalb des Fortpflanzungsraumwirkels d.@Q mit der 
Polarisation « und der Frequenz, die zwischen den Grenzen w, + dw liegt, angibt. 
Da die Energie eines Quants gleich h w ist, so ist die Zahi der Lichtquanten pro cm, 
deren Frequenz im Bereich w, + do liegt, die sich im Raumwinkel d.2 fortpflanzen 
und die Polarisation «& besitzen, gleich: 


0. (0, 2)dwdQ 
ho 


Auf Grund der Bemerkung über die Proportionalität zwischen der Quantenzahl und 
den Wahrscheinlichkeiten der Absorption und der induzierten Strahlung können wir 
ansetzen: 


dWa = bie 0a (2) 42, (d, 2) 
daW. = ba (W,A)dR. (9, 3) 


Die Größen ana, Dax, Dma bezeichnen wir alsdie EusstEinschen Übergangskoeffizienten. 
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Sie hängen lediglich von der Art der Systeme ab, die das Licht absorbieren oder 
emittieren, und können mit Hilfe der Methoden der Quantenmechanik berechnet 
werden (vgl. $ 86). Es lassen sich jedoch auch einige allgemeine Schlußfolgerungen 
über die Eigenschaften dieser Koeffizienten ziehen, ohne sie zu berechnen. 

Betrachten wir die Bedingungen, unter denen das Gleichgewicht zwischen Emis- 
sion und Absorption zustande kommt. Die Zahl der Atome, die sich im angeregten 
Zustand m befinden, sei n„, und die Zahl der im unteren Zustand befindlichen Atome n,. 
Dann wird die Zahl der Lichtquanten, die während einer Sekunde bei den Übergängen 
m—> n ausgestrahlt werden, gleich 


fm (dW. + dWi) 


und die Zahl der während einer Sekunde bei den Übergängen n —» m absorbierten 
Quanten gleich 
MAWs. 


Unter den Bedingungen des Gleichgewichts muß die Zahl der Absorptionsvorgänge 
der der Emissionsvorgänge gleich sein,d.h. 


"dWa = Nm (Wi + AWL). 


Setzen wir hier d W; aus (5, 1) und dW. ,dW,„ aus (5, 2) und (5, 3) ein, so finden wir 
nach Division durch dQ2: 


Nm Dia Da (W, 2)= Nm [Öma Oo (w, 2) + an.| (5, 4) 


(wobei w = mn Ist). 

Nehmen wir an, wir hätten es mit einem Wärmegleichgewicht zu tun. Dann würde 
die Zahl der Atome in den verschiedenen Zuständen eine Funktion der Temperatur 7 
sein. Zugleich damit muß auch die Strahlungsdichte o (w, 2) eine Funktion der Tem- 
peratur sein. Das ist dann die Strahlungsdichte, die sich mit der Substanz bei der 
Temperatur 7’im Gleichgewicht befindet, d.h. die Dichte der schwarzen Strahlung. 

Die Eigenschaften der schwarzen Strahlung hängen bekanntlich nicht von den 
konkreten Eigenschaften der Substanz ab, mit der sie sich im Gleichgewicht befindet. 
Alle Schlußfolgerungen, die bei der Erforschung der schwarzen Strahlung gefunden 
werden, müssen daher allgemeine Bedeutung besitzen. Gerade diesen Umstand be- 
nutzte EINSTEIN, um die Beziehungen zwischen den Koeffizienten an. , dx. und bi. 
in allgemeiner Form aufzustellen. 

Das Verhältnis zwischen der Zahl der Atome, die sich in verschiedenen Zustän- 
den befinden, können wir auf Grund der Statistik ermitteln. Gewöhnlich (vgl. z.B. 
$ 50) entsprechen einem Energieniveau E, mehrere verschiedene Zustände des Quan- 
tensystems. Die Zahl dieser Zustände f„ nennt man das statistische Gewicht oder den 
Grad der Entartung. 

Entsprechend der kanonischen Verteilung, die sowohl für klassische Systeme wie 
für Quantensysteme gilt, wird die Zahl der Atome N,„, die sich im Energiezustand Z, 


befinden, gleich 
En 


N. = const. ° fne +7 (5, 5) 
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sein, worin k die BoLTZMmAnNsche Konstante ist. Interessiert uns die Zahl n,„ der 
Atome, die sich in einem bestimmten Zustand befinden, der der Energie £,„ entspricht, 
so gelangen wir auf Grund der erwähnten Verteilung zu: 
En 
N. — — 
An TE — const.-e "” (5, 5’) 
n 


Setzen wir n„, und n„ aus (5,5’) in (5,4) ein und kürzen die gemeinsame Kon- 
stante, so erhalten wir 


En Em 
e Krb 0 (0,Q, T)=e #7 bir 0(0,Q, T) + an]; (5, 6) 


wobei wir in o als Argument auch noch die Temperatur eingeführt haben, da, wie 
schon erwähnt, die Dichte der Gleichgewichtsstrahlung von der Temperatur abhängt. 
Bei 7 —+ © muß die Strahlungsdichte o unbegrenzt anwachsen, d.h. o— > «. 

Aus (5, 6) gelangen wir bei 7’ — > » zur ersten wichtigen Beziehung: 


Dax = Dia (5, 7) 


Auf Grund dieser Beziehung und mit Rücksicht darauf, daß E„ — E, = hu ist, er- 
halten wir aus (5, 6): 


me, 1 
(0,2, T)= 0: (5, 8) 


Rn 
Um das Verhältnis "* zu bestimmen, benutzte EINSTEIN scharfsinnig den Umstand, 


Ma 
daß die erhaltene Quantenformel (5, 8) für die Dichte einer im Gleichgewicht befind- 
lichen Strahlung bei hohen Temperaturen, d.h. wenn kT > ho ist, in die klassische 
Formel von RAYLEIGH- JEANS übergehen muß. Die klassische Formel für die Dichte 
einer im Gleichgewicht befindlichen Strahlung wird aus der Voraussetzung entwickelt, 
daß eine Strahlung mit der Frequenz w eine beliebig kleine Energie besitzen kann. 
Nach der Quantentheorie ist jedoch die kleinste Energie einer solchen Strahlung 
gleich Aw. It kAT>hw, so läßt sich Aw gegen k T vernachlässigen, und dann ist die 
Grundvorsaussetzung der klassischen Theorie erfüllt. Aus (5, 8) erhalten wir bei 
ho 
iz <1 und nach Entwicklung von e*? in eine Reihe: 


0 (0, 9, = =. —. (5, 9) 


Andererseits gibt die klassische Formel von RAYLEIGH-JEANS für die Dichte der 
im Gleichgewicht befindlichen Strahlung folgenden Ausdruck: 


w* 
0% (w, Q, T) = tt (5, 10) 
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Wie wir bemerkten, müssen für kT>hw die beiden Formeln (5, 8) und (5, 10) über- 
einstimmen. Setzen wir daher (5, 9) gleich (5, 10), so finden wir: 


Ama ho? 
bin 


ho Em — En. (5,11) 


Diese wichtige Formel gestattet uns, einen Koeffizienten aus dem anderen zu be- 
rechnen, da die erhaltene Beziehung (wie es auch sein muß) nicht von der Art der 
Substanz, sondern nur von der Strahlungsfrequenz abhängt. 

Setzen wir die gefundene Beziehung in (5, 8) ein, so erhalten wir die endgültige 
Formel für die Dichte der im Gleichgewicht befindlichen Strahlung: 


hw® 1 
sSsmwc Po 


0x (W, 2, T) — (5, 12) 


S 6. Die schwarze Strahlung 


Integrieren wir 0, (w, 2, T) über den vollen Raumwinkel (Q@ = 4r) und mitteln 
wir über die beiden Polarisationen («= 1,2), so erhalten wir die dem Frequenz- 
intervall w, &-+ dw entsprechende Strahlungsdichte 
0 (w, T) unabhängig von der Fortpflanzungsrichtung 
und Polarisation. 

Nach der Formel (5, 12) ist die Gleichgewichts- 
strahlung isotrop, d. h. unabhängig von der Fort- 
pflanzungsrichtung, und die Dichte für beide Polari- 
sationsrichtungen gleich. Daher erhalten wir: 


e (w, T) == ET On (w, 2, T), (6, 1) 


d.h. die Dichte der Gleichgewichtsstrahlung von der 
Frequenz w bei der Temperatur T ist gleich 


hw® 1 
Nach D 


e(w, T)= : (6, 2) 


Diese Formel gibt die spektrale Energieverteilung 
im Spektrum der schwarzen Strahlung an und wurde 
erstmalig von PLANCK aufgestellt!). In Abb. 4 sind 


t) Wir bemerken, daß in der alten Literatur die PLAncKsche 
Formel anders geschrieben wird. Der Unterschied besteht da- 
rin, daß 1. an Stelle unserer Konstanten Ah die (von PLANCK ein- 


Abb. 4. Die Energieverteilung im geführte) 2r-malgrößere Konstante und 2. an Stelle der Kreis- 
Spektrum der schwarzen Strah- 


(9) 
lung für verschiedene Tempera- frequenz w die gewöhnliche » = 5 genommen wird. Wir 


turen. 
Auf der Abszisse sind die Wellen- bemerken noch, daß g(w, T) dw = g #, T)dv,d.h.oe(,T) 
längen in u angegeben. —=2ro(wT). 
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die Verteilungskurven für verschiedene Temperaturen T angeführt. Im Gebiet ho <kT 
stimmt das Prancksche Gesetz mit dem klassischen Gesetz von RAYLEIGH-JEANS 
überein, das für 0 (w, T) lautet: 


2 
Oxı (w, T)= zakT. (6, 3) 


Im Gebiet der großen Quanten kw>kT und unter Berücksichtigung, daß 
Aw 


etT>.] ist, erhalten wir aus (6,2): 


har —?® 
0 (w, T)= za kT, (6, 4) 


Die Formel von RAYLEIGH-JEANnNS leitet sich von der Auffassung des Lichts als 
einer kontinuierlichen Welle ab. Die Formel (6, 4) läßt sich ableiten, wenn man das 
Licht als ein Gas betrachtet, das aus Partikeln mit einer Energie gleich e= hw be- 
steht. Die erste stellt den ondulatorischen, die zweite den korpuskularen Aspekt des 
Lichts dar. Beide Aspekte sind unzureichend: die Prancksche Formel entspricht 
weder dem einen noch dem anderen. 

Es ist leicht einzusehen, daß der Wellenaspekt in jenem Gebiet anwendbar ist, in 
dem die Lichtquanten klein und ihre Zahl groß ist; der Korpuskelaspekt dagegen 
trifft für jenes Gebiet zu, in dem die Quanten groß und ihre Zahl gering ist. 

Tatsächlich beträgt die Zahl der Quanten pro cm? im Rayueigaschen Bereich 
(ho, <kT) im Frequenzintervall von w, bis @, + dw 


_0(0,T)dw _ kT o, 
a er ae pr: 7, dw, (6, 5) 


während sie im Gebiet Aw,> kT (Wıznscher Bereich) gleich 


ho, 


an 2 erg 6,5’ 
2= 22 .8° 2 (6,5) 


ist. Das Verhältnis von dN, zu dN, ist gleich 


Aa, 2 


ES Pu ese EBR. 6 
dN, kT-w’ (6, 


bei &g—+ oo ist an, <1l. 


& 7. Die pe Broczizschen Wellen. Gruppengeschwindigkeit 


Wir beabsichtigen hier nicht, der historischen Entwicklung der Quantenmechanik 
zu folgen und besonders jenem an sich nicht uninteressantem Weg der Analogie 
zwischen Mechanik und Optik zu folgen, der DE BROGLIE und später SCHRÖDINGER 
zur Aufstellung des Ausgangspunktes für die Wellenmechanik (oder, wie sie jetzt 
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meist genannt wird, Quantenmechanik) geführt hat!). Läßt man jene Formen der 
ursprünglichen Theorie beiseite, die gegenwärtig nur mehr von historischem Interesse 
sind, so besteht der Grundgedanke DE BROGLIEs in der Erweiterung der Grundgesetze 
der Quantentheorie des Lichts (1, 1) und (1, 2) auf die Bewegung von Teilchen, und 
zwar verbindet DE BROGLIE jedes frei sich bewegende Teilchen, das die Energie Z und 
den Impuls p besitzt, mit einer ebenen Welle 


v1) = C-eiwt—i, (7,1) 


worin rt der Radiusvektor eines beliebigen Raumpunktes und i die Zeit ist. Die Fre- 
quenz w dieser Welle und ihr Wellenvektor £ sind mit der Energie und dem Impuls 
durch dieselben Gleichungen verbunden, die auch für die Lichtquanten gelten, d.h. 


E=ho, (7,2) 
— hf. (7, 3) 


Das sind die pe BrogLIEschen Grundgleichungen. Wir haben es hier mit einem 
historischen Gedankengang zu tun, der jenem entgegengesetzt ist, der zur Quanten- 
theorie des Lichtes führt. Beim Licht hatten wir ursprünglich den Wellenaspekt und 
ergänzten ihn in der Quantentheorie durch den korpuskularen, indem wir die Vor- 
stellungen vom Impuls und der Energie des Lichtquants einführten. Für die Partikel 
dagegen (Elektronen, Atome u. a.) haben wir als Ausgangspunkt die klassische 
Vorstellung von der Teilchenbewegung und ergänzen, nach den Gedanken oE Bro- 
GLIES zur Quantentheorie übergehend, diesen klassischen korpuskularen Aspekt 
durch Vorstellungen der Wellentheorie, indem wir die Frequenz w und die Wellen- 


länge } = u der Wellen, die mit der Teilchenbewegung zusammenhängen, einführen. 


Setzen wir in (7,1) o und f aus (7,2) und (7, 3) ein, so erhalten wir einen neuen 
Ausdruck für die Welle (7,1), in dem der Zusammenhang der Frequenz und der 
Wellenlänge mit den korpuskularen Größen, der Teilchenenergie #und dem Impuls 
p, unınittelbar ersichtlich ist: 


[Et 
ig AT, (7,V) 


Eine solche Welle werden wir als DE BroGguIEsche Welle bezeichnen. Die Frage 
nach der Natur dieser Wellen und die Deutungihrer Amplitude C verschieben wir auf 
das folgende Kapitel, da diese Frage keineswegs so einfach zu beantworten ist. 

Auf den ersten Blick könnte es scheinen, als ob die Bewegung der Welle (7,1) 
keinerlei Beziehung zu den mechanischen Bewegungsgesetzen der Partikel haben 
kann. Dem ist aber nicht. so. Um diese Beziehung zu erkennen, wenden wir uns der 
Untersuchung der Grundeigenschaften der pe BRocLiegschen Welle zu. Zur Verein- 
fachung der Rechnung wählen wir die Richtung der x-Achse so, daß sie mit der Fort- 
pflanzungsrichtung der Welle zusammenfällt. Dann erhalten wir an Stelle von (7, 1): 


Y(x,t) = Ceilet—kn), (7,4) 


t) Der Leser, der sich für diese Seite der Angelegenheit interessiert, findet eine ausgezeichnete 
Darstellung der Ideen DE Brocuies im Buch DE Brocuie, Lovis: Einführung in die Wellen- 
mechanik. 
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Die Größe ot — kx stellt die Wellenphase dar. Wir betrachten nun einen Punkt x, 
in dem die Phase den bestimmten Wert: « besitzt. Die Koordinate dieses Punktes er- 
mittelt sich aus der Gleichung 


«= wi— ke, 


woraus ersichtlich wird, daß die Phase « sich im Laufe der Zeit mit der Geschwindig- 
keit vim Raum fortbewegen wird, die wir erhalten, indem wir vorstehende Gleichung 
nach ? differenzieren: 


169} 
Mu (7,5) 


Diese Geschwindigkeit heißt Phasengeschwindigkeit. Hängt diese Geschwindigkeit 
von k und folglich auch von der Wellenlänge A ab (da A = u ist), so findet eine Dis- 


persion statt. Zum Unterschied von den elektromagnetischen Wellen gibt es für die 
DE BRogLIEschen Wellen eine Dispersion auch im leeren Raum. Dieser Umstand geht 
aus den DE BrogLisschen Gleichungen (7,2) und (7,3) hervor. In der Tat besteht 
zwischen der Energie E und dem Impuls p ein gewisser Zusammenhang. Für Teil- 
chengeschwindigkeiten % <&c (c die Lichtgeschwindigkeit), d.h. im Anwendungs- 
bereich der Newronschen Mechanik, ist die Energie eines sich frei bewegenden Teil- 
chens gleich?) 


2 
Ben (7, 6) 


worin m, die Teilchenmasse bedeutet. Setzen wir diesen Wert für E in (7, 2) ein und 
drücken wir (mit Hilfe von 7,3) p® durch %2 aus, so erhalten wir: 


h 
BEER, 2 
0=5 e (7,7) 


folglich ist u — z eine Funktion von k&. 


Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Bewegung der Welle und der des 
Teilchens bestimmen. Zu diesem Zweck untersuchen wir nicht die streng monochro- 


matische Welle (7, 4), die eine genau definierte Frequenz w und Wellenlänge A = = 


besitzt, sondern eine nahezu monochromatische Welle, die wir als Wellengruppe be- 
zeichnen werden. Allgemeiner werden wir unter Wellengruppe eine Überlagerung von 
Wellen verstehen, die sich hinsichtlich ihrer Wellenlänge und Fortpflanzungsrichtung 


!) In der klassischen (nichtrelativistischen) Physik ist die Energie stets bis auf eine additive will- 
kürliche Konstante bestimmt, so daß die Formel (7, 6) auch so geschrieben werden könnte: 


pr 
E = —— + const. 
2m 


Daher ist der absolute Wert der Frequenz der DE BRoGLiEschen Wellen willkürlich. Diese 
Willkürlichkeit kommt jedoch in keiner einzigen physikalischen Schlußfolgerung der Theorie zum 
Vorschein. 
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nur wenig voneinander unterscheiden. Der Einfachheit halber untersuchen wir eine 
Gruppe von Wellen (7, 4), die sich in der x-Richtung fortpflanzen. 

Entsprechend der gegebenen Definition der Wellengruppe können wir für die 
Wellenfunktion % (x, t) folgenden Ausdruck schreiben: | 


ko + dk 
y(at)= | c(k)etw—radk, (7, 8) 
ko—4k 


worin k,= = die Wellenzahl ist, um die herum die Wellenzahleu liegen, die die 


Gruppe bilden (Ak wird als klein angenommen). Da A% klein ist, können wir die Fre- 
quenz w, die eine Funktion von %& ist (vgl. die Formel (7,7)) nach Potenzen von 
k — k, entwickeln. 


‚ (dw 
o=+ (GER + 


k=ky+ (ki). 


Nehmen wir k — k, als neue Integrationsvariable und setzen wir die Amplitude c(k) 
als eine sich langsam verändernde Funktion von k voraus, so finden wir, daß y (z, t) 


in folgender Form dargestellt werden kann: 
4k 


y(z,t)= c(k,) | lt Kusı #99 


—4k 


Führen wir die einfache Integration nach £ aus, so finden wir 
. [| (dw N 
na x) 4 k 
dw 
Kia 


Da sich im Argument des Sinus die kleine Größe Ak befindet, wird sich die Größe 
c (2,t) als Funktion der Zeit t und der Koordinate x nur langsam ändern. Daher 
können wir c (x,t) als die Amplitude einer nahezu monochromatischen Welle an- 
sehen und (w,t — k,x) als ihre Phase. Nun ermitteln wir den Punkt x, an dem die 
Amplitude c (x, t) ihr Maximum hat. Diesen Punkt werden wir als Zentrum der Wellen- 
gruppe bezeichnen. Offenbar wird das gesuchte Maximum sich im Punkt 


y(x,t) = 2c (k,) eitodt — ko2) — c (x, £) - elwet — kor), (7,9) 


befinden. 

Darausfolgt, daß das Gruppenzentrum sich miteiner Geschwindigkeit V fortbewegen 
wird, die wir finden, indem wir die vorstehende Gleichung nach { differenzieren; und 
zwar ist 


do 
= FIR (7 ,10) 
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Diese Geschwindigkeit werden wir als Gruppengeschwindigkeit bezeichnen (zum Unter- 
schied von der Phasengeschwindigkeit, die gleich - ist). Würden die untersuchten 


Wellen keine Dispersion aufweisen, so hätten wir V = u. Im Falle der DE BROGLIE- 
schen Wellen ist infolge der Dispersion V + u. Nun berechnen wir unter Benutzung 
von (7,7) die Gruppengeschwindigkeit V: 

| duo hk 

RT m 
Aber nach (7,3) ist hk = p, andererseits p = m,v, worin v die Teilchengesch windig- 
keit ist. Daher gelangen wir zum wichtigen Ergebnis: 


V=v. (7,11) 


Die Gruppengeschwindigkeit der pE BrogLiEschen Wellen ist somit gieich der Ge- 
schwindigkeit v des Teilchens nach der gewöhnlichen Mechanik. 

Die von uns erhaltenen Beziehungen (7, 10) und (7, 11) können leicht auch für die Fort- 
pflanzung der Wellen in einer heliebigen Richtung, bezogen auf die x, y und z Achse abge- 
leitet werden. Wir überlassen diese Abteilung dem Leser und führen nur das Endergebnis an: 


in vektorieller Form: 
= VY,o= VyE=b. (7, 10°) 


Wir berechnen für zwei Fälle die Wellenlänge A der DE BRocLizschen Wellen. Aus 
(7, 3) folgt, daß 


(7, 12) 


Beschränken wir uns auf den Fall kleiner Geschwindigkeiten 9 <& c, und benutzen wir 


2 
die Gleichung Z = . so erhalten wir: 
mg 


_2rh 


= ———, 7,12’ 
Erw: (7,12%) 


Diese Formeln gestatten die Berechnung der Wellenlänge }, wenn man die Massem, 
und die Teilchenenergie E kennt. 

Wir wollen diese Formel auf das Elektron anwenden. In diesem Falle ist m, = 
9 - 10-2°g. Drücken wir die Energie des Elektrons in eV aus, wozu wir E= eV setzen, 
worin e die Elektronenladung und V die in Volt gemessene, das Elektron beschleu- 
nigende Potentialdifferenz ist, so finden wir: 


150 
A- VA (7,13) 


Für Y=1eV erhalten wir A= 12,2 A, für V = 10000 eV ist A = 0,122 Ä. Wir wol- 
len noch die Wellenlänge für ein Wasserstoffmolekül berechnen, das eine Energie von 
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610-1 erg besitzt, was der mittleren Energie des Wasserstoffmoleküls bei 300° 
entspricht. Die Masse des Moleküls ist gleich 2 1,66 -10-*g. Setzen wir diese 
Größen in (7, 12’) ein, so finden wirA=1Ä. 

Wie wir sehen, ist die Wellenlänge A der DE BrocLizEschen Wellen sehr klein, sie ist 
um so kleiner, je größer die Energie und Masse des Teilchens sind. Praktisch gelingt es 
z. B. nicht, eine Wellenlänge A zu erhalten, die der Wellenlänge des sichtbaren Lichts 
gleich ist, da es sich bereits mit Elektronen von bloß 1 eV Energie sehr schwer experi- 
mentieren läßt. Für A = 10°? cm hätten wir es aber mit Elektronen zu tun, deren 
Energie nur noch 1,2 - 10-?eV wäre. 

Die Idee einer Verbindung der Teilchenbewegung mit einer Wellenbewegung war 
den in der Mechanik geläufigen Vorstellungen so fremd, daß sie eine reine Phantasie zu 
sein schien, und erst der Versuch konnte dazu führen, sie als einen wertvollen Bei- 
trag zur Wissenschaft anzunehmen. In welchen Erscheinungen sollte nun die Bestäti- 
gung oder Widerlegung der Vorstellung von Wellenvorgängen bei der Bewegung der 
Teilchen gesucht werden? 

Unabhängig von der Natur der Wellen besteht eine Gruppe von Erscheinungen, die 
ausschließlich Wellen betreffen. Diese Erscheinungen sind die Beugung und die Inter- 
ferenz. Beide Erscheinungen werden durch die Addition von Wellen mit bestimmten 
Phasen und Amplituden verursacht, und ihre Existenz geht allein schon aus der 
Natur der Wellenbewegung hervor. Daher mußte man zur Überprüfung der Idee 
DE BROGLIES zu Versuchen greifen, in denen sich diese Erscheinungen an Partikeln 
feststellen ließen. Aus der Optik ist bekannt, daß die Beugung nur dann zutage tritt, 
wenn der Abstand zwischen den Strichen des Beugungsgitters mit der Länge der zu 
beugenden Wellen vergleichbar oder kleiner ist. 

Führt man die Versuche mit Elektronen durch, so ist nach der oben angeführten 
Berechnung die Länge der DE BRogLizEschen Wellen der Größenordnung nach gleich 
1 Ä und für Atome noch geringer. Daher sind die Bedingungen für die Beobachtung 
der Beugung von Elektronen annähernd die gleichen wie die für die Beobachtung 
der Beugung von Röntgenstrahlen, so daß als geeignetes Beugungsgitter nur Kri- 
stalle in Frage kommen, in denen der ‚„Strichabstand‘‘ — der Atomabstand — der 
Größenordnung nach 1Ä ist. Die Versuche, die die Richtigkeit des Standpunkts 
DE BROGLIES bestätigten, werden kurz im nächsten Paragraphen dargelegt. 


$ 8. Die Beugung von Elektronen, Atomen und Molekülen 


Die Beschreibung der Versuche, die die Richtigkeit der Idee DE BRoGLIEs be- 
wiesen, wollen wir mit den klassischen Versuchen von Davısson und GERMER be- 
ginnen. DAvısson und GERMER untersuchten die Streuung eines Elektronenstrahles 
an der Oberfläche von Kristallen. Beobachtete man die Intensität des Strahles in 
Abhängigkeit vom Streuwinkel, so konnte man feststellen, daß die Verteilung der 
Elektronen auf die Winkel sehr ähnlich der Verteilung der Wellenintensität bei der 
Streuung ist. In Abb. 5 ist der Versuch von Davıssox und GERMER schematisch 
dargestellt. Die Elektronenkanone diente als Quelle für den Elektronenstrahl. Der 
Fıranavkäfig wurde mit einem Galvanometer verbunden. Auf Grund des Stromes 
konnte man auf die Zahl der Elektronen schließen, die durch die Oberfläche eines 
Einkristalls um den Winkel 9 zum senkrecht auf die Oberfläche einfallenden Pri- 
märstrahl abgebeugt wurden. Bezüglich der Details des Versuchs von DAvIssoN 
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und GERMER verweisen wir den Leser auf spezielle Monographien!). Das entstehende 
Bild der Elektronenstreuung ist recht kompliziert. 

Die Elektronen mit geringer Energie dringen nicht tief in den Kristall ein, so daß 
ein erheblicher Teil der abgebeugten Elektronen von der Oberflächenschicht des 
Kristalls gestreut wird. Die Beugung erfolgt im wesentlichen durch ein flaches Beu- 
gungsgitter, das von den an der Oberfläche des Kristalls gelegenen Atomen gebildet 
wird. Nach der elementaren Theorie der Beugung wird die Lage der Beugungsmaxima 
durch die Formel 

n)= dsind (8, 1) 


bestimmt, worin n die Nummer des Beugungsmaximums, A die Länge der zur Beugung 
gelangenden Wellen, d eine Konstante der Gitteroberfläche des Kristalls und 6 den 
Winkel zwischen der Senkrechten auf das Gitter und 

der Richtung des gestreuten Strahlenbündels bedeuten. £iektron-Kanone 

Da Davısson und GERMER die Energie der auf den 


Kristall einfallenden Primärelektronen kannten (sie zum Galv. 
konnte in ihren Versuchen zwischen etwa 30 bis 400 eV LE 
variiert werden), waren sie in der Lage, nach der DE oT 


BrRoGLIEschen Formel (7, 13) für jede Energie die Wellen- 
länge A und aus der Formel (8,1) die Lage des Maxi- 
mums für die abgebeugten Elektronen zu berechnen?) 
Ein anderes Verfahren zur Überprüfung der DE BroG- 
LıEschen Formel wäre in der Kontrolle der Anwendbar- 
keit von (8, 1) für Elektronen verschiedener Energie 
gegeben. Setzen wirin (8, 1) V aus.(7, 13) ein, so finden 
wir, wenn die DE BroGLiIEsche Formel richtig ist, daß 
die Gleichung 


yVv sin d — const. (8,2) Abb.5. Schema des Versuchs 
über Elektronenstreuung 
gelten muß (wenn der Winkel $ der Lage des Intensi-  (Davısson und GERMER). 


tätsmaximums der gestreuten Elektronen entspricht). 

Beide Wege führten Davısson und GERMER zum Ergebnis der völligen Richtigkeit 
der Formel DE BROGLIES (7, 12), die die Wellenlänge A mit dem Impuls p der Elek- 
tronen verknüpft. | 

Die Beugung von Röntgenstrahlen läßt sich nicht nur an Einkristallen, sondern 
auch an polykristallinen Gebilden, z. B. an kristallinen Pulvern, beobachten (DEBYE- 
SCHERRER-Verfahren). P. S. Tartakowskı und G. P. THomson wandten als erste 
diese Methode zur Beobachtung der Elektronenbeugung an. 

Bei dieser Methode wird das primäre Elektronenbündel durch eine Schicht von 
polykristalliner Struktur hindurchgeschickt (um eine starke Absorption der Elektro- 
nen zu vermeiden, wird die Schicht sehr dünn gewählt, etwa 10-5 cm). Innerhalb 
dieser Schicht liegen die einzelnen Einkristallteilchen vollständig ungeordnot. Bei 


1) s.: [58]. 

3) Nachträglich stellte es sich heraus, daß im Gegensatz zu schnellen Elektronen und RÖNTGEN- 
strahlen für Elektronen mit geringer Energie der Brechungsindex desKristalls von 1 verschieden 
ist. Dieser Umstand muß bei der Berechnung der Beugung langsamer Elektronen berücksichtigt 
werden. 
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dieser Methode durchdringt der Strahl den Kristall. Wir haben ein räumliches Beu- 
gungsgitter vor uns. Die BrAaGsche Bedingung für ein Raumgitter lautet: 


n\= 2dsiny, (8, 3) 


worin d die Gitterkonstante des räumlichen Beugungsgitters, @ der Winkel zwischen 
dem Strahl und der Gitterebene sind und » und A die bisherige Bedeutung haben. Ent- 
spricht eines der Kristallpartikel in der Schicht dieser Bedingung (vgl. .Abb. 6), so 
erhalten wir auf der photographischen Platte P im Auftrefipunkt des abgebeugten 
Strahls KQ einen Fleck Q. Da die Ein- 
‚kristallteilchen vollständig ungeordnet 
liegen, werden sich unter ihnen auch 
solche befinden, deren Lage sich von 
der des Kristallpartikels K nur durch 
eine Drehung um die Achse SO unter- 
scheidet, die der Richtung des ein- 


T 


pP 
PT 


K .- 
sr ZA 


vo __ fallenden Strahls entspricht. Als Er- 
ea gebnis erhalten wir auf der Platte an 
Stelle eines Fleckes Q einen Ring mit 

z : dem Halbmesser OQ. Ganz allgemein 


| entspricht jedem Beugungsfleck an 
Abb. 6. Schema der Versuche über Elektronen- einem Einkristall bei dem DesyE- 
streuung (TARTAKOWSsKI und THOoMson). SCHERRER-Verfahren ein Beugungsring. 

| | Der Durchmesser D dieser Ringe ist 

leicht zu berechnen. Ist L der Abstand zwischen der photographischen Platte und 
der Gitterschicht, so ist 


D 


Kombinieren wir diese Gleichung mit (8, 3), so erhalten wir bei kleinen Winkeln p: 
EL 

2L 

Setzen wir A in seiner Abhängigkeit von der Elektronenergie nach der pE BRo- 
aLIEschen Formel (7, 13) ein, so finden wir 


DYV = const. (8, 4) 


Die Richtigkeit dieser Beziehung wurde durch die Beobachtungen TARTAKOWw- 
s&kıs und THoMmsons vollauf bestätigt!). 

Gegenwärtig ist eine bedeutende Vervollkommnung der Methode erreicht. Die 
Elektronenbeugung wird bei der Strukturanalyse von Kristallen (besonders ihrer 
Oberflächen) ebenso erfolgreich angewandt wie die der Rönteenstrahlen. Die Realität 
der Elektronenbeugung steht heute außer jedem Zweifel. 

Die Lösung der Probleme bei der Anwendung der DE BrocLIzschen Formel 
(7, 12) auf kompliziertere Partikel, als es die Elektronen sind, sind von größter Bedeu- 
tung. Die Möglichkeit ihrer Anwendung auf komplizierte Systeme würde ja bedeuten, 
daß die Wellenerscheinungen nicht das Ergebnis der Aufbaueigentümlichkeiten ir- 
gendeiner Partikel sind, sondern ein allgemeines Gesetz über die Bewegung von Par- 


nA=d 


| t) Vgl. TARTAKOwSKI, P.S.:a.a. O. 
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tikeln ausdrücken. STERN und ESTERMANN haben es sich zur Aufgabe gestellt, die 
pE BrocLIssche Formel hinsichtlich ihrer Gültigkeit für Atome und Moleküle zu 
prüfen. Zu diesem Zweck untersuchten STERN und ESTERMANN die Reflexion von He 
und H, an LiF-Kristallen. Indem sie die Temperatur des ‚„Ofens‘‘ veränderten, der 
als Quelle eines schmalen Bündels von Atom- oder Molekularstrahlen diente, hatten 
sie die Möglichkeit, die Energie der untersuchten Partikel zu ändern und damit zu- 
gleich auch die Länge der DE BrocLizschen Welle. Die Intensität des vom Kristall ab- 
gebeugten Strahls wurde mittels eines sehr empfindlichen Manometers gemessen. 

Die Versuche von STERN und ESTERMANN bestätigten 
die Anwendbarkeit der DE BRogLieschen Formel auf die 
angeführten zusammengesetzten Partikel. In Abb. 7 ist die 
Verteilung der Intensität innerhalb eines abgebeugten 
Strahls von He-Atomen wiedergegeben, die von LiF-Kri- 
stallen bei einer Temperatur 7 = 295° reflektiert werden. 
Der Winkel 0° entspricht dem normalen Reflexionswinkel 
des He-Strahls am Kristall. Für diesen Winkel besteht ein 
scharf ausgeprägtes Maximum. 

Berücksichtigt man den einfachen Umstand, daß die 
Ausmaße des Atoms nicht kleiner sind als die Ionenab- 
stände im LiF-Gitter, so läßt sich bereits das Bestehen der 
normalen Reflexion vom Standpunkt der korpuskularen 
Mechanik aus nicht verstehen. Neben dem Maximum, 
das der normalen Reflexion entspricht, sind noch zwei 
Beugungsmaxima (Spektren erster Ordnung) vorhanden. JINZT, 
Ihre Lage stimmt mit der nach der pe BroaLieschen ge gg ge oe 20° 
Formel berechneten gut überein!). Ein ähnliches Ergeb- Abb 

FE R EB . 7. Beugung von 
nis wurde auch für H,-Moleküle erhalten. Ho Atome anemen 

Im Laufe der letzten Jahre wurde auch die Beugung LiF-Kristall. 
von Neutronen nachgewiesen. Setzen wir in die Formel 
(7, 12) die Masse des Neutrons m, = 1,66 - 10”?! g ein, und drücken wir die Energie 
des Neutrons in Elektronenvolt E= eV aus, so erhalten wir für die Wellenlänge der 
Neutronen 


(8, 5) 


Daraus ist zu ersehen, daß, wenn die Energie der Neutronen einige Hundertstel von 
Elektronenvolt beträgt (sogenannte ‚‚thermische‘“Neutronen), A mit der Gitterkon- 
stanten der Kristalle vergleichbar wird. Unter dieser Bedingung ist eine Beugungser- 
scheinung leicht zu erhalten. Da die Neutronen zum Unterschied von den Elektronen, 
aber ähnlich den Röntgenstrahlen, von der Substanz nur wenig absorbiert werden, 
läßt sich eine Beugung im Kristallvolumen erhalten (dreidimensionale Lauzsche 
Beugung). 

Die von uns in diesem Paragraphen angeführten Tatsachen beweisen, daß alle Par- 
tikel, unabhängig von ihrer Natur und Struktur, Wellenerscheinungen zeigen und 
daß die pE BroaLiesche Formel, die den Teilchenimpuls mit der Wellenlänge ver- 
bindet, allgemeine Bedeutung besitzt. 


1) Vgl. TarraXrowskı, P. S.:a.a.O. 


II. Die Grundlagen der Quantenmechanik 


$ 9. Die statistische Deutung der pe Brocuieschen Wellen 


Der physikalische Sinn der Wellen, die nach der Theorie von DE BROGLIE mit der 
Teilchenbewegung verbunden sind, wurde nicht sofort erkannt. Anfangs versuchte 
man die Partikel selbst als Wellengebilde zu betrachten, die einen gewissen Raum- 
teil erfüllen. Die Intensität der nE BrocLieschen Welle wurde in dieser Auffas- 
sung als die Größe betrachtet, die die Dichte der Materie kennzeichnet, aus der das 
Teilchen gebildet ist. Diese Auffassung trägt klassischen Charakter. Als Begründung 
diente ihr der Umstand, daß man in einigen sehr häufigen Fällen (theoretisch) Wellen- 
gebilde konstruieren konnte, deren Bewegung mit der eines Teilchens übereinstimmt, 
das sich nach den Gesetzen der klassischen Mechanik bewegt. Als Beispiel solcher 
Gebilde kann die oben untersuchte Wellengruppe dienen. Wie in $7 gezeigt wurde, 
bewegt sich das Zentrum der Wellengruppe wie ein Teilchen. Aber die Bewegung 
einer solchen Wellengruppe stimmt doch nicht genau mit der Bewegung eines Teil- 
chens überein. Es ergibt sich, daß sich die Gestalt der Wellengruppe im Laufe der Zeit 
ändert. Und zwar nehmen, wie in $ 34 gezeigt werden wird, die räumlichen Ausmaße 
der Gruppe zu: die Wellengruppe fließt auseinander. Die Notwendigkeit einer solchen 
Ausbreitung ist aus der Tatsache der Existenz einer Dispersion der DE BRoGLiEschen 
Wellen im Vakuum leicht zu verstehen. Die einzelnen Wellen, die die Gruppe bilden, 
pflanzen sich mit verschiedener Geschwindigkeit fort. Demzufolge muß die Wellen- 
gruppe auseinanderfließen. 

Die auspe BRogLIsschen Wellen aufgebaute Partikel wird somit nicht stationär sein: 
selbst bei der Bewegung im leeren Raum werden ihre räumlichen Ausmessungen un- 
begrenzt zunehmen. Diese Unbeständigkeit ist besonders augenscheinlich, wenn wir 
den Fall betrachten, bei dem sich das Teilchen in einem inhomogenen Medium fort- 
bewegt oder von einem Medium in das andere übertritt. Dazu gehören die klassischen 
Versuche über die Beugung von Teilchen. Wenn z. B. beim Versuch von TARTAKOW- 
SKI-THOMSoN ein Materiestrahl eine dünne Folie passiert, so spaltet er sich in ein 
System kegelförmig abgebeugter Bündel auf. Betrachtet man eine Partikel, in diesem 
Falle das Elektron, als ein Wellengebilde, so müssen wir anfangs die einfallende 
Welle, deren räumliche Abmessungen durch die Blenden der Vorrichtung bestimmt 
werden, mit dem Elektron identifizieren und nach Passieren der Folie ebenso das 
ganze System der abgebeugten Wellen. Jeder abgebeugte Strahl muß einen gewissen 
Teil des Elektrons darstellen. Nehmen wir an, wir hätten zwei Vorrichtungen auf- 
gestellt, die das Auftreffen von Elektronen registrieren (z. B. photographische Plat- 
ten), wobei auf die erste Vorrichtung nur der erste abgebeugte Strahl und auf die 
zweite der zweite abgebeugte Strahl gerichtet ist. Identifizieren wir nun das ganze 
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System der abgebeugten Wellen mit der Partikel, so müssen wir zu dem Schluß ge- 
langen, daß jeder der Empfangsapparate nur einen Teil der Partikel aufnehmen wird 
Das ist aber gerade jene extreme Verletzung des Atomismus der Partikel, die die Auf- 
fassung DE BROGLIES in scharfen Gegensatz zur Versuchserfahrung bringt. 

In Wirklichkeit wirkt das Teilchen immer als Ganzes, und im Apparat wird die 
ganze Partikel und keineswegs ein Teil von ihr festgestellt. Im untersuchten Beispiel 
hätte das Elektron entweder die erste oder die zweite Vorrichtung getroffen (aber 
nicht mit einem Teil die erste und mit einem anderen die zweite). In der Tatsache, daß 
die einfachsten Korpuskel stets als Ganzheit wirken, liegt ja der Atomismus begrün- 
det, der in den Erscheinungen der Mikrowelt beobachtet wird. Daher widerspricht die 
Vorstellung von Partikeln als Gebilden aus DE BRocLieschen Wellen dem Atomismus 
und muß abgelehnt werden. 

Ebenso unzulässig ist die Annahme, daß die Wellen selbst ein Gebilde aus Teilchen 
sind oder, genauer gesagt, in einem Medium bestehen, das aus Teilchen gebildet wird. 
Der Versuch zeigt gerade, daß das Beugungsbild, das auf der Photoplatte entsteht, 
nicht von der Intensität des einfallenden Teilchenbündels und folglich auch nicht von 
der Dichte der Teilchen in der Raumeinheit abhängt. Um das gleiche Beugungsbild zu 
erhalten, kann man die Intensität verringern und dafür die Belichtungszeit verlän- 
gern: wichtig ist nur die Gesamtzahl der durchgegangenen Teilchen. Diese Tatsache 
zeigt eindeutig, daß jedes der Elektronen unabhängig von den anderen abgebeugt wird!). 
Daher darf die Existenz von Wellenerscheinungen nicht mit dem gleichzeitigen Vor- 
handensein einer großen Zahl von Teilchen in Zusammenhang gebracht werden. 

Um diesen Umstand noch mehr hervorzuheben, bemerken wir, daß Wellenerschei- 
nungen bei der Bewegung von Partikeln auch dort auftreten, wo es unmöglich 
ist, von einem durch eine Gesamtheit von Teilchen gebildeten Medium zu sprechen. 
Tatsächlich äußern die gleichen Eigenschaften auch Elektronen, die sich innerhalb 
von Atomen bewegen, in denen ihre Anzahl keineswegs groß ist (eines im Wasserstoff, 
zwei im Helium usw.). 

Die richtige Deutung der DE BrocLIEschen Wellen wurde von M. Born auf ganz 
anderem Wege gefunden. Um den Grundgedanken Borns klarzulegen, wollen wir 
uns vorstellen, daß wir eine Elektronenbeugung durchführen und daß wir das Auf- 
treffen der abgebeugten Elektronen auf einer Photoplatte registrieren. Die anfangs 
durchgelassene Zahl von Elektronen nehmen wir als klein an. Jedes dieser Elektronen, 
das die Beugungsvorrichtung (z. B. eine Folie) passiert hat, wird an irgendeiner Stelle 
der Platte in Erscheinung treten und dort eine phötochemische Wirkung ausüben. Eine 
geringe Zahlhindurchgegangener Elektronen wird auf der photographischen Platte ein 
Bild hervorrufen, das einer von einem ungeübten Schützen beschossenen Zielscheibe 
gleicht. Erst bei einer großen Zahl durchgelassener Elektronen tritt die Gesetzmäßig- 
keit der Elektronenverteilung auf der Platte zutage. Dabei bildet sich schließlich eine 
Verteilung, die der Verteilung der Intensitäten bei der Wellenbeugung entspricht. 

Ein solches Verhalten der Partikel führte BoRN zur statistischen Deutung der DE 
BrogLisschen Wellen, die es gestatten, den Atomismus der Teilchen mit den Wellen- 


t) Bei sehr großen Dichten im einfallenden Strahlenbündel kann infolge der CouLomsschen 
Wechselwirkung eine zusätzliche Beugung erfolgen. Das ist jedoch für die untersuchte Frage von 
nur zweitrangiger Bedeutung. Wichtig ist, daß die Wellenerscheinuugen bei kleinen Dichten nicht 
verschwinden. BIBERMANN, SUSCHKIN und FABRIKANT haben das im Moskauer Energetischen 
Institut kürzlich durch direkten Versuch bestätigt. Vgl. BIBERMANN, G. A., N. SUSCHKIN und 
W. Fagrıgant: Abh. Akad. Wiss. UdSSR 1949, XVI, 185. 
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erscheinungen zu verbinden. Nach der statistischen Deutung ist die Intensität der 
DE BrocLiEschen Wellen in einem beliebigen Raumpunkt proportional der Wahrschein- 
lichkeit, an dieser Stelleein Teilchen vorzufinden. Wenn z.B. ein abgebeugter Strahl auf 
eine photographische Platte, ein zweiter auf eine andere gerichtet ist, so wird bei einer 
großen Zahl von Elektronen, die durch den Apparat gegangen sind, die Zahl der Elek- 
tronen, die die einzelnen Platten getroffen haben, proportional der Intensität der DE 
BrocLieschen Wellen sein, die sich in Richtung auf die einzelnen Photoplatten fort- 
pflanzten. 

Bringt man die photographischePlatte soan,daßdieRichtungvom Beugungsapparat 
zur Platte mit der Richtung des Beugungsminimums zusammenfällt (in dieser Rich- 
tung löschen sich die Wellen gegenseitig aus), so wird eine solche Platte überhaupt 
nicht von Partikeln getroffen werden. Handelt es sich aber nicht um eine große Zahl 
von Elektronen, sondern um ein einzelnes Elektron, so zeigt die Intensität der DE 
BroaLieschen Wellen nur die Wahrscheinlichkeit an, mit der das Elektron auftriftt. 
Sie verpflichtet aber das Elektron keineswegs zu einem bestimmten Verhalten. 

In dieser Auffassung haben die ps BrocuiEschen Wellen nichts mehr mit den 
Wellen gemein, die von der klassischen Physik untersucht werden. In allen ‚‚klassi- 
schen‘ Wellen bestimmt der absolute Wert der Amplitude den physikalischen Zu- 
stand. Ist.z. B. die Amplitude von Luftschwingungen in einem Falle überall zweimal 
so groß als in einem anderen, so bedeutet das eine viermal so große Schwingungsener- 
gie und damit auch einen anderen physikalischen Zustand des Mediums. 

Im Falle der pe BrocLiEschen Wellen bestimmen die Intensitäten die Wahrschein- 
lichkeiten, nach denen sich die Partikel an einem bestimmten Ort befinden. Daher ist 
nur das Verhältnis der Intensitäten in den verschiedenen Teilen des Baumes wichtig, 
nicht aber ihre absolute Größe. Dieses Verhältnis zeigt an, um wievielmal es wahr- 
scheinlicher ist, ein Teilchen an einer Stelle des Raumes zu finden als an einer an- 
deren. Ist daher die Intensität der pe BrogLiEschen Wellen in einem Teil durchweg 
doppelt so groß wie in einem anderen, so bleibt der physikalische Zustand der Teil- 
chen doch immer der gleiche, da bei einer solchen Vergrößerung der Wellenamplituden 
das Verhältnis der Intensitäten in den verschiedenen Raumabschnitten unverändert 
bleibt. 

Die pe BrocLisschen Wellen geben somit eine statistische Beschreibung der Be- 
wegung von Partikeln. Dementsprechend müssen diese Wellen als Wahrschein- 
lichkeitswellen betrachtet werden, sie bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Auffin- 
dens eines Teilchens an einem gegebenen Ort des Raumes zu einem gegebenen Zeitpunkt?). 


$ 10. Die Ortswahrscheinlichkeit der Partikel 


Wir wollen mit x, y, z die Teilchenkoordinaten bezeichnen. Nach dem in $9 Be- 
sprochenen erhalten x, y und zihren genauen Sinn durch folgenden Meßvorgang: die 
Größen x, y, z werden als die Koordinaten jenes Punktes definiert, an welchem das Teil- 
chen in Erscheinung tritt. Sie können z. B. die Koordinaten des Flecks auf der photogra- 
phischen Platte sein, der beim Auftreffen eines Teilchens auf die Platte entstand, oder 


1) Wir werden später sehen, daß bei Kenntnis der pe BroaLizschen Welle, die den Teilchen- 
zustand beschreibt, nicht nur die Wahrscheinlichkeit für die Lage des Teilchens, sondern auch die 
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Meßergebnisses einer beliebigen mechanischen Größe gefun- 
den werden kann, das zum untersuchten Teilchen in Beziehung steht. 
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die Koordinaten, die die Lage des Spalts bestimmen, durch den das Teilchen gegangen 
ist usw. 

Die Koordinaten eines Flecks oder Spalts lassen sich durch Anlegen eines festen 
Maßstabs ermitteln. Eine solche Messung von Koordinaten werden wir als „direkt“ 
bezeichnen, denn sie stellt gerade jene Messung dar, auf der die makroskopische Defini- 
tion des Begriffs der Teilchenkoordinate beruht. In jenen Fällen, wo eine ähnliche Be- 
stimmung der Teilchenkoordinate unmöglich ist (z. B. wenn das Teilchen sich inner- 
halb eines Atoms befindet), ermitteln wir seine Koordinaten durch ‚‚indirekten‘“ Ver- 
such?), d. h. indem wir auf dem oben gezeigten Weg die Koordinaten irgendeines anderen 
Teilchens bestimmen, das einen Zusammenstoß mit dem uns interessierenden Teilchen 
erlitien hat, und auf Grund dieser Messung Schlüsse auf die Koordinaten des im Atom 
befindlichen und der direkten Messung unzugänglichen Teilchens ziehen. Ein Beispiel 
einer solchen ‚indirekten‘ Messung bringen wir in $ 16. 

Im folgenden wollen wir die statistische Interpretation der DE BrocLiEschen 
Wellen mathematisch formulieren. Wir bemerken im voraus, daß wir hier das Wort 
„Wellen‘‘ sehr bedingt anwenden. Nur in ganz besonderen Fällen wird der Teilchen- 
zustand durch einfache ebene Wellen beschrieben sein. Im allgemeinen kann das, was 
wir jetzt als DE BRogLIEsche Wellen bezeichnen, eine sehr komplizierte Funktion der 
Teilchenkoordinaten &, Y, z und der Zeit t darstellen. Trotzdem wollen wir auch für 
diese komplizierten Fälle den Ausdruck Wellenfunktion gebrauchen und letztere mit 
dem Buchstaben y?) bezeichnen: 

| vy=Yy(%,y,2 2). (10,1) 


Wie in $9 gezeigt wurde, können wir auf Grund von Versuchstatsachen annehmen, 
daß die Ortswahrscheinlichkeit des Teilchens durch die Wellenintensität bestimmt wird, 
d.h. durch das Quadrat der Amplitude ». Da wir jedoch berücksichtigen, daß % eine 
komplexe Größe sein kann, während die Wahrscheinlichkeit stets eine reelle positive 
Größe sein muß, so nehmen wir als Maß der Intensität nicht 9°, sondern das Quadrat 
des absoluten Betrages von %, d.h. die Größe 


\yP= y*ry 


worin mit y* die zu y konjugiert komplexe Größe bezeichnet wird?). 

Ferner muß bemerkt werden, daß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in der Um- 
gebung des Punktes x, y, z zu finden, natürlich von der räumlichen Ausdehnung 
des gewählten Bereichs abhängt. Betrachten wir einen unendlich kleinen Bereich 
x, 2+dx; y, y+ dy;z, z-+ dz, so können wir y darin als konstant annehmen. Da- 
her wird die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen darin vorzufinden, proportional dem 


t) Die Trennung der Versuche in ‚‚direkte‘‘ und ‚indirekte‘ wurde von MANDELSTAM ein- 
geführt. | 

2) Wir weisen hier darauf hin, daß wir für zwei einfache Fälle die Wellenfunktion bereits ken- 
nen. Und zwar ist für Teilchen, die sich mit einem gegebenen Impuls p bewegen, die Wellenfunktion 
eine monochromatische ebene Welle (7, 1). Ferner ist una die y-Funktion für die nahezu monochro- 
matische Welle, d. h. für die Wellengruppe bekannt (7, 8). In der folgenden Darlegung werden wir 
mit willkürlichen Wellenfunktionen operieren, wobei wir zunächst die Frage beiseite lassen, wie 
solche Funktionen für gegebene physikalische Bedingungen bestimmt werden können (vgl. $ 28). 
Indem wir eine solche Bestimmung als möglich annehmen, werden wir sagen, daß die y-Funktion 
(statistisch) den Teilchenzustand beschreibt. | 

%) Im weiteren bezeichnet das Sternchen stets die konjugiert komplexe Größe. 
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Volumen dieses Bereichs. Wir wollen dieses Volumelement mit dr = dx dydz be- 
zeichnen. 

Wenn wir die (unendlich kleine) Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumelement 
dt um den Punkt x, y, z im Zeitpunkt ? zu finden mit dW (x, y, z, i) bezeichnen, haben 
wir nach der statistischen Auffassung der DE BRogLIEschen Wellen dafür folgende 
Gleichung: 

aW (2, y,2,1)= |y(%, 9, 2, 8) Pdr. (10, 2) 


Diese Gleichung gestattet es, die Ortswahrscheinlichkeit dW (x, %, z, t) des Teilchens 
aus einer bekannten Wellenfunktion % (x, y, 2, t) zu berechnen. Die Größe 


dW 
w(x, Y,2, re |y (x, y, 2, t)|? (10,3) 


nennen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte. 
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zeitpunkt tim Volumen V zu finden, ist 
nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich 


W„w,y=/[dW=/[wdr=[|y(z, y,2, 8) dr. (10, 4) 
v v V 


Führt man die Integration über das ganze Volumen durch, so erhält man die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß sich das Teilchen im Zeitpunkt # irgendwo befindet. Das ist 
die Wahrscheinlichkeit eines mit Gewißheit eintretenden Ereignisses. In der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie ist es üblich, die Wahrscheinlichkeit eines mit Gewißheit ein- 
tretenden Ereignisses gleich 1 zu setzen. Folgt man dieser Übereinkunft, dann hat 
man das Integral über |y]|?, über das ganze Volumen erstreckt, gleich Eins zu setzen: 


vu .)Pd=1. (10, 5) 


Diese Bedingung heißt Normierung, und die Funktion, die ihr entspricht, eine auf Eins 
normierte Funktion. 


Die Normierung wird unmöglich, wenn das Integral von | y |? über das ganze Volumen diver- 
giert, d.h. die Funktion y nicht quadratisch integrabel ist. Unter physikalisch realen Bedin- 
gungen erfolgt die Teilchenbewegung stets innerhalb eines begrenzten Raumes. Diese Begrenzung 
wird durch die geometrischen Ausmaße der Apparaturen und die endliche Geschwindigkeit des 
Teilchens bedingt. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu finden, nur innerhalb eines 
endlichen Raumbereiches von Null verschieden, so daß die Funktion % integrabel sein muß. 
Immerhin muß man in manchen Fällen zu gewissen Idealisierungen greifen, die zu nichtintegrab- 
len Funktionen führen. Ein einfaches Beispiel solcher Funktionen ist die ebene Welle (7, 1). 
Während ein paralleles Bündel in Wirklichkeit stets seitlich durch Blenden und vorn durch seine 
Front begrenzt wird, können wir es bei hinreichend großen Ausmaßen, wenn die Randeffekte 
keine Rolle mehr spielen, als ebene Welle betrachten. Wir nehmen an, daß diese den ganzen Raum 
einnimmt, 

Aus (7, 1) folgt | y |? = | C |? = const. Das bedeutet, daß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 
.zu finden, an jedem beliebigen Ort gleich ist. In diesem Fall kann nicht auf Eins normiert werden. 
Wir werden jedoch später eine rationelle Normierung für diesen Fall angeben. 

Die zweite Bemerkung betrifft die Abhängigkeit von der Zeit. Die Normierung besitzt nur inso- 
fern Sinn, als sie in der Zeit erhalten bleibt, d.h. die Gleichung (10, 5) muß für alle Zeitpunkte 
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gültig bleiben (sonst ist es nicht möglich, die Wahrscheinlichkeiten, die sich auf verschiedene Zeit- 
punkte beziehen, miteinander zu vergleichen). Bei der Untersuchung der Gesetze für die Ände- 
rungen der Wellenfunktion mit der Zeit wird gezeigt werden ($28),daß die Normierung sich tatsäch- 
lich nicht ändert, d.h. das Integral (10, 5) von der Zeit unabhängig ist. 


$ 11. Das Prinzip der Zustandsüberlagerung 


Das Teilchen kann sich unter gegebenen physikalischen Bedingungen in verschie- 
denen Zuständen befinden, je nachdem, auf welche Weise es in diese Bedingungen ge- 
bracht ist. Nehmen wir den einfachsten Fall der freien Bewegung des Teilchens ohne 
Einwirkung äußerer Kräfte und ohne Wechselwirkung mit anderen Teilchen, so 
können wir es mit Bewegungszuständen zu tun haben, die sich sowohl der Größe wie 
der Richtung des Impulses nach unterscheiden. Jeder dieser Zustände kann für sich 
realisiert werden. Es gibt jedoch auch kompliziertere Fälle. Als Beispiel kann der 
Beugungsversuch von DAvIısson und GERMER dienen, in dem der auf den Kristall 
einfallende Strahl in ein System abgebeugter Bündel aufgespalten wird. Nach der 
Wechselwirkung mit dem Kristall verläuft die Bewegung zwar wieder im Vakuum, 
stellt aber jetzt schon eine Gesamtheit pe BrocLizEscher Wellen dar, die sich durch 
ihre Fortpflanzungsrichtung voneinander unterscheiden. 

Richten wir auf die Kristalloberfläche ein Strahlenbündel von einer bestimmten 
Richtung und einer bestimmten Wellenlänge A, so werden wir nicht nur eine der ab- 
gebeugten Wellen erhalten, sondern bekommen gleichzeitig die ganze Gesamtheit 
dieser Wellen (einschließlich der einfallenden), die sich außerdem in bestimmten 
Phasenbeziehungen zueinander befinden und daher miteinander interferieren können. 
Diese ganze Gesamtheit von Wellen stellt ein einziges Wellenfeld dar und wird durch 
eine Wellenfunktion » beschrieben. Ein solches Wellenfeld ist eine Summe einfacher 
DE BrogLIzscher Wellen y,. Jede von ihnen beschreibt für sich einen möglichen Be- 
wegungszustand des Teilchens im Vakuum. Man kann sich davon überzeugen, 
indem man mit Hilfe einer Blende aus dem ganzen Wellenfeld ein einziges der ab- 
gebeugten Bündel herauslöst und es dann einer zweiten Beugung unterwirft. 

Wir sagen, daß der Zustand, der bei der Beugung der Teilchen an der Kristallober- 
fläche eintritt, eine Überlagerung (Superposition) von freien Bewegungszuständen dar- 
stellt, die durch ebene pe BrocLIzsche Wellen beschrieben werden. Dieser Fall der 
Überlagerung ist ein Spezialfall des allgemeinen Prinzips der Zustandsüberlagerung, 
das eines der Grundprinzipe der Quantenmechanik darstellt. 

Dieses Prinzip kann folgendermaßen formuliert werden: Ist irgendein System (ein 
Teilchen oder eine Anzahl von Teilchen) imstande, einen Zustand einzunehmen, der 
durch die Wellenfunktion y, ausgedrückt wird, außerdem aber auch noch einen anderen 
Zustand %,, so vermag es sich auch in einem Zustand zu befinden, der durch eine Wellen- 
funktion w dargestellt wird, derart, daß: 


y=CYıT C2Ya» 


ist, worin c, und c, beliebige Zahlen sind (die Amplituden der Teilzustände von y, und 
y,). Daraus folgt, daß bei einer gegebenen Reihe möglicher Zustände eines Systems, 


die sich voneinander in den durch die Wellenfunktionen %,, %g9 - -  , Yn, . . . dar- 
gestellten Werten einer mechanischen Größe (Impuls, Energie, Drehimpuls usw.) 
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unterscheiden, nach dem Überlagerungsprinzip ein zusammengesetzter Zustand ein- 
tritt: 
y=CcYyTt Yet tm (11,1) 


Worin Cy, Co - - -; %n, - - - beliebige Amplituden bedeuten. 

Sind die Zustände, die sich überlagern, unendlich wenig voneinander verschieden, 
so erhalten wir an Stelle der Summe (11, 1) ein Integral. 

Ein wichtiges Beispiel einer Überlagerung letzterer Art ist die Darstellung eines be- 
liebigen Wellenfeldes ı (x, y, z, t) durch Überlagerung DE BrocLisscher Wellen?): 


DE 11,2 
ya ® n . ( ‚2) 


Und zwar läßt sich die Wellenfunktion für einen beliebigen Zustand wie folgt schreiben: 


+ oo 
y (© y,2,0)= [|| (Pa, Ps Pr» 1) yo (®, Y, 2, 1) dpa dp, dp,, (11, 3) 


worin € (Pz, Py; Pz, t) die Amplitude der DE BrocLizschen Welle mit dem Impuls 


p (Pz, Py> P:) bedeutet. 

Diese Behauptung ist offensichtlich zutreffend, denn (11, 3) ist nichts anderes als 
die Zerlegung von % (z, y, 2, t) in ein dreifaches FourIEr-Integral. Um sich davon zu 
überzeugen, setzen wir an:. 


„Et 
® (Pr; Py: Pi) = € (Pe; Py; Pz,t)e' h. (11,4) 


Dann kann auf Grund von (11, 2) die Formel (11, 3) geschrieben werden: 


+o 


| _„Px2 + PyY + Pz2 dp dp dp 
y(®, „n0= | [[e@mmm0« ; h Er (11,5) 


— oo 


Daraus finden wir nach dem FourieErschen Satz über die Umkehrung des Integrals 
(11, 5) für jede Funktion y die Amplituden und damit auch c, und zwar: 


os 


‚Pp2+mYy+Pp2 de dydz 
® (Pr; Py; Pz , t) -//fv 62 Yy:?; i) e R (270 hyalz " (11, 6) 


— 00 


Wir sehen somit, daß jeder beliebige Zustand als eine Überlagerung pe BRocLisscher 
Wellen, d. h. von Zuständen mit gegebenem Teilchenimpuls p (Pz, Py, P2) betrachtet 
werden kann. 


1 
(2 7 h)9/2 
in Kürze erweisen wird [(vgl. (12, 6)]. 
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$ 12. Die Wahrscheinlichkeit für den Impuls der Partikel 


Wir haben gezeigt, wie auf der Grundlage einer statistischen Deutung der DE 
Broauieschen Wellen die Ortswahrscheinlichkeit des Teilchens gefunden werden 
kann. Wir werden jetzt zeigen, daß mit Hilfe des Überlagerungsprinzips die stati- 
stische Auslegung erweitert werden kann, so 
daß esnicht nur möglich wird, die Wahrschein- < / i 
lichkeit für die verschiedenen Werte der Teil- 2 / 
chenkoordinaten, sondern auch die Wahr- GL, | % 
scheinlichkeit für die verschiedenen Werte GL & 
seines Impulses zu bestimmen. GG, 

Wir betrachten die Formel DE BROGLIES: 


ph (a -7) 


als Bestimmung der Größe p, die wir in der 
Quantenmechanik als Teilchenimpuls bezeichnen 
werdent). Demzufolge sind die Meßvorgänge, 
die p bestimmen, die gleichen wie die Meßvor- 
gänge, die für die Ermittlung der Fortpflan- 
zungsrichtung der Welle und ihrer Länge } 
erforderlich sind. Als Vorrichtung, die den 
Teilchenimpuls mißt, kann daher ein Beugungs- 
gitter dienen. Tatsächlich zerlegt das Beu- 
gungsgitter in ein Spektrum, trennt die Wellen 
mit verschiedenen f und führt folglich damit 
auch eine ‚„Sortierung‘‘ der Partikel nach 
verschiedenen Impulsen p = hf durch. | s 
Den Beugungsversuch, der die Ermittlung von d KON Ned 
Fermöglicht, werden wir als einen ‚direkten‘ 
Versuch ansehen, der zugleich auch den Teil- 


Blende 


Kristalloberfläche 


SS 


chenimpuls P ermittelt. BR Abb. 8. Bei begrenztem Primärstrahl © 
Um nun die Frage der Wahrscheinlichkeits- trennen sich die einzelnen Teilwellen r, d 
ermittlung für einen bestimmten Wert des usw. räumlich voneinander. 


Teilchenimpulses zu untersuchen, betrachten | 
wir die Beugung von Teilchen, z. B. von Elektronen, an einer Kristalloberfläche. Die 
Überlagerung der pe Broctizschen Wellen, die bei der Beugung an der Kristall- 


!) Im Zusammenhang mit der von uns gegebenen Definition des Impulses der Partikel könnte 
die Frage auftauchen: warum muß die Größe p = hfals Impuls bezeichnet werden? Die Antwort 
auf diese Frage lautet, daß die auf diese Weise definierte Größe tatsächlich Eigenschaften auf- 
weist, die denen des klassischen Impulses analog sind (vgl. $$ 32, 33, 101). Im $ 34 wird gezeigt, 
daß der klassische Impuls p;; (der aus der NewTonschen Gleichung folgt), der Mittelwert des quan- 
tenmechanischen Impulses ist: | 


Pu=P. 


Insbesondere haben wir für einen Zustand mit einem bestimmten Wert von p: pxı= p. Infolge- 
dessen läßt sich p ebenso (beispielsweise am Rückstoß) messen, wie das in der klassischen Mecha- 
nik für die Bestimmung von p;ı geschieht. 


g+ 35 


IL. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 


‚oberfläche ein Wellenfeld % (x, %, z, t) bilden, ist in Abb. 8 schematisch dargestellt, 
wobei (i) die einfallende, (r) die reflektierte und (d) eine der gestreuten Wellen sind. 
Entsprechend den realen Bedingungen wird angenommen, daß die Primärwelle von 
einem durch eine Blende begrenzten Strahl dargestellt wird. Als solche Strahlen- 
bündel treten auch die Sekundärwellen auf. 

Jedes dieser Strahlenbündel können wir als DE BrocLIEsche Welle », (x, %, 2, t) 
mit der Amplitude c (p) auffassen, die sich in Richtung senkrecht zum Strahl nur 
langsam verändert!). Das ganze Wellenfeld y stellen wir als eine Überlagerung von 
Feldern dar, die zu den einzelnen Strahlen gehören: 


Y— ze) Yp; (12,1) 


wobei die Summe über sämtliche Strahlenbündel zu erstrecken ist. 

Im ganzen ist der Zustand ein Zustand mit unbestimmtem Impuls der Teilchen, 
da er eine Überlagerung von Zuständen %, darstellt, in denen die Teilchenimpulse 
verschieden sind. Führen wir daher eine Messung des Teilchenimpulses durch, so 
können wir bei jeder einzelnen Messung einen der Werte von p erhalten, die in der 
Überlagerung (12, 1) enthalten sind. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir einen Impulswert erhalten, der 
gleich p ist? Das Beugungsgitter zerlegt uns das Wellenfeld in monochromatische (in 
Wirklichkeit nahezu monochromatische) Strahlenbündel genau so, wie es das weiße 
Ticht in die einzelnen reinen Spektralkomponenten zerlegt. Um die Zahl der Teilchen 
zu zählen, dieden fraglichen Impuls besitzen, stellen wireinen FArapAvYkäfigauf und be- 
stimmen die in ihn einfallende Zahl von Teilchen bei verschiedenen Stellungen des Kä- 
figs. In der Nähe der Kristalloberfläche haben wir ein zusammengesetztes Wellenfeld. Es 
stellt das Ergebnis der Interferenz sämtlicher Strahlenbündel dar. In einer gewissen 
Entfernung vom Kristall trennen sich jedoch die Strahlen. Die Wahrscheinlichkeit, daß 
im Käfig ein Teilchen festgestellt wird, ist nach der statistischen Interpretation der 
Wellenfunktion » (x, %, 2, t) proportional | Y (x, y, 2, t) |?. Stellen wir den Faranay- 
käfig hinreichend weit vom Kristall auf, so erscheinen die einzelnen Strahlenbündel 
für sich getrennt und | y (®, Y, 2, £) |? reduziert sich (für eines der Strahlenbündel) auf 


va)’. (12, 2) 
Berücksichtigen wir den Wert von y, aus (11, 2), so bekommen wir: 
_ Im! 


Folglich ist | c(p) |? proportional der Wahrscheinlichkeit, im Farapaykäfig ein Elek- 
tron festzustellen, wenn der Käfig so steht, daß die Welle y, auf ihn gerichtet ist. Zu 
dieser Welle gehören die Elektronen, die den Impuls p besitzen. Daher ist die Größe 
| e(p) |® proportional der Wahrscheinlichkeit, ein Elektron im Zustand y mit dem 
Impuls p zu finden. 


1) Außerhalb des Bündels ist c(p) = 0. Zum Unterschied von (11, 3) treten also jetzt die unter- 
suchten Amplituden als Koordinatenfunktionen auf. Aber infolge ihrer langsamen Änderung 
nähern sie sich den wahren FOURIERschen Amplituden (11, 3). 
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Berücksichtigen wir (10, 2), ferner, daß die Wahrscheinlichkeit, einen im Intervall 
Das Pat WPz; Pys Py + IPy; Pz> Pz + 4, liegenden Impuls zu finden, proportional 
dpz dpy dp, ist, so gelangen wir zu folgendem Ausdruck für die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit: 

dW (Pr, Py: Pe: t) = | 6(Pz, Py» Pz, t) |? dp» dpy dp: (12, 4) 


und für die Wahrscheinlichkeitsdichte: 
w (Pz, Py Pl) = | (Pa, Py: Pa: t) % (12, 5) 


Die angeführten Formeln enthalten einen bestimmten Hinweis, wie die Wahrscheinlichkeit 
für den Impuls normiert werden kann. 

Benutzen wir den Umstand, daß 9 (Pz, Py; P2; t) nach (11, 6) der Koeffizient bei der Zerlegung 
der Wellenfunktion v (x, %, z, t) in ein FOURIERintegral ist, so ist nicht schwer zu beweisen, daß 


+ oo + 
[I 1e (om Pu 9.) 1? dp ap, ap. =| [| 1v(w 2,0]? dedyaz. (12, 6) 


. Die linke Seite ist die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Wert für den Teilchenimpuls zu 
finden (ein mit Gewißheit eintretendes Ereignis), die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit, ein Teil- 
chen in einem beliebigen Raumpunkt zu finden (ebenfalls ein mit Gewißheit eintretendes Ereig- 
nis). Die durchgeführte Auswahl der Normierung der Wahrscheinlichkeiten ist somit zweckmäßig 
erfolgt: die Wahrscheinlichkeiten der zuverlässigen Ereignisse sind einander gleich. Wenn also im 
Einzelfall die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen an einem bestimmten Ort zu finden, gleich Eins ge- 
setzt wird, so muß auch die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Impuls zu finden, gleich Eins 
sein. 


$ 13. Die Mittelwerte der Koordinaten- und der Impulsfunktionen 


Wir fanden in den vorhergehenden Paragraphen die Wahrscheinlichkeit für den 
Ort des Teilchens (10, 3) im Zustand » und die Wahrscheinlichkeit für den Impuls 
des Teilchens (12, 5) im gleichen Zustand. Damit können wir die Mittelwerte für 
eine beliebige Funktion der Teilchenkoordinaten F (x, y, 2). und für eine beliebige 
Funktion F (p,, ?,, pz) des Teilchenimpulses für den durch die Wellenfunktion % 
dargestellten Zustand aufschreiben. Aus (10, 3) und (12, 5) folgt entsprechend der 
Definition des Mittelwertes einer beliebigen Größe: 


F(&,y,2)= [F (x, 9,2) | y (w, 9,2) |? de dydz 
| (13, 1) 
— [y* (92) F (x, 9,2) y (8, y,2) dx dydz 
mit der Bedingung 
va)’ dedyd=1, (13, 2) 
und 
F (Pa; Py  Pz) = /F (Pz: Py» Pz) | € (Pz; Py P2) |? dp: dp, dp; | (13,3) 
= /c* (Pzs Py: Pz) F (Pz> Py: Pz) C (Pz> Py, Pz) dPa dpy dPz 
mit der Bedingung 
Fe (Rz, Py: 2.) P dpsdp, dp, = 1. (13, 4) 
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(Hier sind die Integrale über den ganzen Variabilitätsbereich der Veränderlichen 
x, y,z bzw. der entsprechenden ?,, ?,, P; zu erstrecken.) 

Die Formeln (13, 1) und (13, 3) ermöglichen mit Hilfe der Eigenschaften der 
FovrIErschen Integrale eine sehr wichtige Umformung. Nehmen wir an, F(x, y, 2) 
sei eine ganze rationale Funktion von x, y, z und F (p,, Py, ?;) eine ganze rationale 
Funktion von 9,, ?y, Pz, dann können die Formeln (13,1) und (13, 3) in folgender 
Form dargestellt werden!): 


Ban Ze Ze +0 2 U td 
F . = + 2: F h——, Hz. TREE v 5 9 d d ’ 1 3 
(X, %, 2) c* (92, Py, Pz) ( d5- % a 73 C(Pz, Py, Pr) dPzdpydp;, (13,5) 


1 


ea , 0) ) fe, 
Pe *x yr — PER — — , — — , re, A r . 
Fe 0 = | (2 Fr in,,)venad: dydz. (13,6) 


« 


Diese Formeln bedeuten, daß die Argumente der Funktion F durch die mit + ih 
multiplizierten Differentiationssymbole der angeführten Argumente zu ersetzen 
und die Differentiation der dahinter stehenden y-Funktion durchzuführen ist. So 
gehen wir z. B. zur Berechnung des Mittelwertes der Impulskomponente 7, fol- 
gendermaßen vor: man setzt F (P,, ?y; Pz) = Pz; und 


P2= | * (Pa, Py» Pe) 926 (Pz, Py; Pe) dPz dpy dp; (13,7) 
oder nach der Formel (13, 6), indem wir p, durch — ih 5 ersetzen, 
P, = —| vr (x, %, 2) IT ga dydz. (13,8) 


In gleicher Weise kann der Mittelwert von p2 entweder nach der Formel (13, 3) 
berechnet werden, also: 


72 = | c* (Pa, Py» Pe) PC (Pr, Py, Pr) dpa dpy Apz. (13, 9) 
oder nach der Formel (13, 6), indem man F (p,) = p2 durch 
0) 0 \° 0° 
REEL TU BEIHRBEN, DEI DREIER, 17 TSROHEIIENE, BES TERBEEN > BENRSEBENNE: 
r( ir | in) h ER (13, 10) 
ersetzt. Dann erhält man 
ee ; 2 x 
Do | v* (x, Y, 2) an AUENER? dyda. (13, 11) 


$ 14. Die statistischen Gesamtheiten der Quantenmechanik 


Die Voraussagen, die sich aus der Kenntnis der Wellenfunktion ergeben, können, 
wie überhaupt alle statistischen Voraussagen, nur durch vielfache Wiederholung 
des gleichen Versuchs bestätigt werden. 


1) Die Gleichberechtigung von (13,1) und (13,5) bzw. (13,3) und (13,6) ist im Anhang I 
bewiesen. 
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Wenn man daher sagt, daß ein Teilchen (oder im allgemeinen Fall ein System) 
sich in einem durch eine Wellenfunktion charakterisierten Zustand befindet, so 
haben wir uns eine große Zahl (N > 1) solcher Teilchen (oder Systeme) vorzustel- 
len, die sich unabhängig voneinander im gleichen Zustand befinden und daher zur 
Wiederholung einer großen Zahl identischer Versuche dienen können. 

Eine solche Menge von Teilchen (oder Systemen) werden wir als eine reine Ge- 
samtheit bezeichnen. 

Alle Wahrscheinlichkeiten und alle Mittelwerte, die aus der Wellenfunktion be- 
rechnet werden, beziehen sich auf Messungen innerhalb einer solchen Gesamtheit. 

So bedeutet z. B. die Behauptung, daß die Wahrscheinlichkeit, die x-Koordinate 
eines Teilchens in der Umgebung von x’ zu finden, gleich | y (x’) |? dx’ ist, daß wir 
bei Wiederholung einer großen Zahl (N) von Koordinatenmessungen innerhalb der 
Serie gleicher Versuche (bei gleichem y!) x bei x’ in N’-Fällen vorfinden werden, 
wobei 


I —=|y(a’) |? de’. (14,1) 


In ähnlicher Weise finden wir, wenn wir in der gleichen Gesamtheit den Teilchen- 
impuls p, messen und insgesamt M Messungen vornehmen (M >]1), pz in der Nähe 
von p, in M’-Fällen, wobei 


! 


M 
Ze) ar. 14,2) 


c (pz) ist hier die Amplitude, die bei der Zerlegung von y(x) nach pe Broauizschen 
Wellen auftritt (vgl. $ 12). 
Kennen wir die Verteilung der Meßergebnisse für x (14,1) und 9», (14, 2), so 


können wir die Mittelwerte beliebiger Funktionen: F(x), ® (p,), z.B. den Mittelwert 
#7, den Mittelwert ?,, die mittleren Schwankungsquadrate 2 = — 72, 


Ap2 = P2% — 92° usw. berechnen. 

Wir werden später zeigen, daß man bei Kenntnis der Wellenfunktion y nicht nur 
die Wahrscheinlichkeiten für x und ?,, sondern ganz allgemein die Wahrscheinlich- 
keit irgendeines Meßergebnisses für eine beliebige mechanische Größe berechnen 
kann, die dem gegebenen Teilchen oder System eigen ist. 

Die Angabe einer Wellenfunktion entspricht also ihrem Wesen nach der Angabe 
jener statistischen Gesamtheit, zu der das uns interessierende Teilchen (oder, im 
allgemeinen Fall, System) gehört. | | 

Demzufolge ist der Zustand eines durch eine Wellenfunktion charakterisierten Teil- 
chens (oder Systems) als Zugehörigkeit des Teilchens (oder Systems) zu einer bestimm- 
ten reinen Gesamtheit aufzufassen. Eben in diesem und nur in diesem Sinne werden 
im folgenden die Ausdrücke ‚Teilchenzustand‘‘, „Zustand des quantenmechanischen 
Systems‘‘ usw. gebraucht werden. 

Jetzt müssen wir noch etwas darüber sagen, wie man eine reine Gesamtheit oder, 
was das gleiche ist, die Wellenfunktion selbst bestimmt. 

Die Wellenfunktion kann nicht gemessen werden!). Man kann jedoch die Wellen- 


t) Es sind in der Tat nur die Wahrscheinlichkeiten (| y (x) ]%, |c (?,) |? usw.) meßbar. Dabei 
bleibt die Phase der Wellenfunktion unbestimmt, da sie bei der Bildung des Quadrats des 
absoluten Betrages verschwindet. | 
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funktion ermitteln, indem man einen bestimmten Satz dynamischer Variablen vor- 
gibt, die dem gegebenen System eigen sind. Den Satz mechanischer Größen, die 
eine Wellenfunktion bestimmen, werden wir als vollständigen Satz mechanischer 
Größen bezeichnen. Wir werden später zeigen, daß die Größen, die zu einem voll- 
ständigen Satz gehören, gleichzeitig meßbar und voneinander unabhängig 
sind und daß ihre Zahl gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist. 

Die Messung eines vollständigen Satzes werden wir als vollständige Messung 
bezeichnen. 

Wir bringen einfachste Beispiele vollständiger Sätze mechanischer Größen. Es 
mögen z. B. Teilchen mit den drei Impulskomponenten 7,, ?,, P, ausgewählt sein. 
Dadurch ist die Wellenfunktion 


— (Pz% + Pay + Ps2) 
Ypz By 93 (X Y, 2) = Tg ho (14,3) 


bestimmt, die eine reine Gesamtheit von Teilchen mit einem bestimmten Impuls 
darstellt. | 

Sind Teilchen mit Koordinaten ausgewählt, für die = x, y= y', z= z’ ist, 
so läßt sich der entsprechende Zustand in ähnlicher Weise durch eine Wellenfunk- 
tion ausdrücken, die nur im Punkt x = r’, y= y’,z = z’ von Null verschieden ist, 
d.h. durch ein Produkt von ö-Funktionen gegeben ist: 


Yarya la sl — a)öly— yY)örR— 2). (14, 4) 


Sie stellt eine reine Gesamtheit von Teilchen mit bestimmten Koordinaten dar. 

Die Gesamtheit der Größen (p,, P,, pP.) bildet somit einen vollständigen Satz 
mechanischer Größen, die Gesamtheit der Größen (x, y, z) einen anderen. 

In der klassischen Mechanik wird der Teilchenzustand durch Angabe sowohl der 
Impulse wie der Koordinaten bestimmt. Als vollständiger Satz im Sinne der klas- 
sischen Mechanik gilt daher die Gesamtheit der Größen (Pz, ?y; Pz, %, Y, 2). Das 
heißt, die Zahl der Größen, die einen vollständigen Satz mechanischer Größen dar- 
stellen, ist gleich der doppelten Zahl der Freiheitsgrade. In der Quantenmechanik 
ist der vollständige Satz stets um die Hälfte kleiner. 

Als konkretes Beispiel für eine reine Gesamtheit betrachten wir die Streuung 
eines Elektrons an einem einzelnen Atom. Der Impuls des Elektrons sei p. Dann 
stellt sich die Wellenfunktion wie folgt dar: 


v,Dnd=-vwer) tu, (14, 5) 


worin y, (t) die DE Broguizsche ‘Welle ist, die den Zustand des Primärelektrons 
darstellt, und % (r) die vom Atom gestreute Welle. Kennt man diese Welle, so läßt 
sich die Wahrscheinlichkeit der Streuung des Elektrons in einen bestimmten 
Raumwinkel voraussagen (vgl. die Theorie der Stöße, Kap. XIII). 

Auf welche Weise kann man diesen Versuch mehrfach wiederholen? 

Die Elektronen mögen von einem Glühdraht ausgesandt werden. Mit Hilfe von 
Blenden trennen wir ein Bündel einer bestimmten Richtung heraus und erteilen 
den Elektronen eine bestimmte Geschwindigkeit, indem wir eine Beschleunigungs- 
spannung anlegen. Wir lassen dieses Bündel in ein Gas eintreten und beobachten die 
Intensität der Elektronenstreuung unter verschiedenen Winkeln. Ist die Gas- 
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dichte gering, und die Schicht, in der die Streuung der Elektronen vor sich geht, 
nicht sehr dick, so kann die mehrfache Streuung eines Elektrons vernachlässigt 
werden. 

Ist ferner die Dichte der Elektronen im Primärstrahl so gering, daß ihre gegen- 
seitigen Wechselwirkungen vernachlässigt werden können, so haben wir es mit der 
Durchführung einer großen Anzahl unabhängiger Versuche über die Streuung 
eines Elektrons an einem Atom zu tun. 

Ist schließlich die Geschwindigkeit, die die Elektronen im Beschleunigungsfeld 
annehmen, sehr viel größer als ihre thermische Geschwindigkeit und wird das 
Bündel hinreichend gut ausgeblendet, so können wir sagen, daß wir es mit Elek- 
tronen eines bestimmten Impulses p zu tun haben, und können ihnen die Wellen- 
funktion %, zuschreiben, die mit der gestreuten Welle W, ergibt. 

Folglich verwirklichen wir in diesem Fall den Vorgang, der der vollständigen 
Messung entspricht, d.h. eine reine Gesamtheit. 

Man kann sich auch einen anderen, allgemeineren Fall einer quantenmechanischen 
Gesamtheit vorstellen. Nehmen wir an, die Messung sei unvollständig. Dann können 
wir dem Teilchen (oder System) keine bestimmte Wellenfunktion zuschreiben. 


Ist bei einem freien Teilchen nur die Energie £ = 35 (2 + » + p2) gemessen, 


so kann den Teilenen der Gesamtheit eine beliebige Wellenfunktion der Form 
1 |ier 
(tr) = | (27h) 32 |e * ausder Zahl jener zugeschrieben werden, fürdie p+ 2%-+ p% 


— 2uE ist. Dann können wir, wenn wir dafür überhaupt Gründe haben, über die 
Wellenfunktion selbst nur ein Wahrscheinlichkeitsurteil fällen (z. B. ‚alle Wellen- 
funktionen %, (r), für die pP? = 2uE ist, besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit‘‘). 

Somit muß eine Gesamtheit, die auf Grund einer unvollständigen Messung ent- 
steht, durch eine Serie von Wellenfunktionen %,, %g, - - -, 9%" und eine Serie von 
Wahrscheinlichkeiten P,, Pa, ., P„ charakterisiert werden, die anzeigen, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit wir eine der Wellenfunktionen erwarten können oder, 
mit anderen Worten, mit welchem Wahrscheinlichkeitsgrad in unserer zusammen- 
gesetzten Gesamtheit reine Gesamtheiten vorhanden sind. Eine solche zusammen- 
gesetzte Gesamtheit werden wir als gemischte Gesamtheit bezeichnen. 

Als Beispiel einer solchen Gesamtheit kann der Fall dienen, in dem die den Glüh- 
draht verlassenden Elektronen keinem Beschleunigungspotential ausgesetzt wer- 
den. Dann ist der Impuls der Elektronen nicht fixiert und nur die Temperatur T des 
Glühdrahts bekannt. 

Die Primärelektronen werden in diesem Fall eine Maxweverteilung haben. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß der Impuls eines Elektrons zwischen p,; P2 + dPz, Py: 
Py + EPys Pz: Pat dp, liegt, ist dann | 


Zen, 
dP,= Ce ?"kT dp, dp,dp., (14,6) 


worin u die Masse des Elektrons, k die BoLrzmannsche Konstante-und C der Nor- 
mierungsfaktor | dP,=1) ist. In diesem Fall ist die Messung unvollständig (be- 


kannt ist nur die Temperatur T!). Es liegt eine gemischte Gesamtheit vor, die durch 
eine Serie von Wellenfunktionen %, und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten 
dP, charakterisiert ist. Eine solche Gesamtheit kommt bei den Versuchen von 
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STERN und ESTERMANN über die Streuung von He an LiF zustande, wo die Ge- 
schwindigkeit der He-Atome im Primärstrahl durch die Ofentemperatur angegeben 
wird. Bei den Versuchen von Davısson und GERMER dagegen können wir die 
thermischen Geschwindigkeiten der Elektronen gegenüber den Geschwindigkeiten, 
die sie im Beschleunigungsfeld erfahren, vernachlässigen. Wir können, ohne einen 
großen Fehler zu begehen, annehmen, daß alle Elektronen den gleichen Impuls y 
besitzen. Daher wird in den letzten genannten Versuchen der Fall einer reinen Ge- 
samtheit verwirklicht, der durch eine Wellenfunktion %, beschrieben wird. 

Wir bemerken, daß häufig bei der Bestimmung des Ausgangszustandes der Teil- 
chen überhaupt keine Messungen vorgenommen werden, sondern bloß angenommen 
wird, daß eine bestimmte reine oder gemischte Gesamtheit gegeben ist. Die ge- 
machte Annahme wird dann auf Grund der aus ihr folgenden beobachteten und 
gemessenen Ergebnisse überprüft. 

Eine Wellenfunktion oder eine Gruppe von Wellenfunktionen (im Falle einer ge- 
mischten Gesamtheit) ist somit als eine objektive, vom Beobachter unabhängige Cha- 
rakteristik einer quantenmechanischen Gesamtheit zu betrachten. 

Zum Schluß weisen wir auf einen weiteren wesentlichen Unterschied zwischen der reinen und 
gemischten Gesamtheit hin, der unbeachtet bleiben könnte. Aus den gleichen Wellenfunktionen 
kann sowohl eine reine wie eine gemischte Gesamtheit gebildet werden. Denn sind die Teilzu- 
stände 9), Yas » + +, Yns » - . gegeben, so läßt sich aus ihnen eine Wellenfunktion y bilden, die eine 
Überlagerung dieser Zustände darstellt: 

y = ZcnYn (14,7) 
und eine reine Gesamtheit beschreibt. In diese Überlagerung treten die Teilzustände mit be- 
stimmten Phasen und Amplituden ein (c„, = |c, | er, &, ist die Phase). 

Ist andererseits bekannt, daß das System sich im Zustand y, mit der Wahrscheinlichkeit P, 
und im Zustand %, mit der Wahrscheinlichkeit P, usw. befinden kann, dann haben wir es mit 
einer gemischten Gesamtheit zu tun, für deren Charakteristik zwei Größenreihen erforderlich 
sind?): 

Yır Was + = ms» 
ne 1 


Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß sich das Teilchen um den Punkt x 
befindet. Im Falle einer reinen Gesamtheit erhalten wir dafür: 


vr) =|yla)?=r|nP|y(d) + EZ Fon cm Yn (%) Ym (%). (14, 9) 
nm m 


In einer gemischten Gesamtheit muß die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte wie folgt 
berechnet werden: Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daß sich das Teilchen um den Punkt x im Zu- 
stand %, (x) befindet, ist gleich | p„ (x) |. Die Wahrscheinlichkeit für den Zustand y, (x) dagegen 
ist gleich P„. Daher ist die Wahrscheinlichkeitsdichte für dieses zusammengesetzte Ereignis 
P„ | yn (x) |? und die gesamte Wahrscheinlichkeitsdichte 


w(a) = EPn|ym(z)P. (14, 10) 


Vergleichen wir (14, 9) mit (14, 10), so sehen wir: in einer reinen Gesamtheit tritt zwischen den 
einzelnen Teilzuständen (den Gliedern von der Form cy* Cm Yn(x)) eine Interferenz ein, während in 
gemischten Gesamtheiten diese Interferenz fehlt. 

!) Im $44 wird eine andere Methode zur Beschreibung einer gemischten Gesamtheit mit Hilfe 
der „Dichtematrix‘‘ erläutert, einer Größe, die der Verteilungsfunktion in der klassischen sta- 
tistischen Mechanik analog ist. 
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Der Unterschied zwischen reinen und gemischten Gesamtheiten kann also hinsichtlich der 
Partialzustände analog der Addition von kohärentem und inkohärentem Licht betrachtet wer- 
den: Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten in einer reinen Gesamtheit addiert man die 
Amplituden, in der gemischten Gesamtheit dagegen die Intensitäten. 


8 15. Die Unbestimmtheitsrelation 


Wir gehen jetzt zur Untersuchung der wichtigsten Eigenschaften von quanten- 
mechanischen Gesamtheiten über. Aus dem Vorangegangenen erkannten wir, daß 
die Quantenmechanik die Bewegung von Partikeln auf statistische Weise mit Hilfe 
der Wellenfunktion y untersucht. 

In der klassischen Mechanik können wir die Frage nach dr Teilchenbewegung 
anders stellen. Wir können uns für die Bewegungsbahnen der Teilchen und für die Be- 
wegungdieser Teilchenlängs bestimmter Bahnen interessieren. Mankönnteannehmen, 
daß auch im Bereich der Mikrowelt solche Bahnen vorhanden sind und die Quanten- 
mechanik nur ein gewisses statistisches Mittel aus solchen Bewegungen längs einer 
Bahn untersucht, etwa in der Art, wie das in der statistischen Mechanik der Fall ist. 
Einfache Überlegungen zeigen jedoch, daß dies nicht zutrifft. Im Bereich der Mikro- 
welt stehen die mechanischen Größen in anderen Beziehungen zueinander als im 
Bereich der Makrowelt, d.h. als in dem Bereich, in dem die klassische Mechanik 
hinreichend genau gilt. 

Mit der Bewegung eines Teilchens längs einer Bahn wird unvermeidlich voraus- 
gesetzt, daß das Teilchen in jedem Zeitpunkt eine bestimmte Koordinate x und 
einen bestimmten Impuls 7, besitzt. Die erstere zeigt den Ort des Teilchens an, die 
zweite Größe, wie sich dieser Ort innerhalb eines unendlich kleinen Zeitintervalls 
ändert 


<tde= a + Zd=aHto,dt, (15,1) 
mM 


worin m die Masse und v, die Geschwindigkeit des Teilchens sind. 

Innerhalb einer statistischen Gesamtheit können die Teilchen die verschieden- 
sten Impulse und Koordinaten besitzen. Handelt es sich dabei um eine klassische 
Gesamtheit, so können aus ihr stets Teilgesamtheiten mit sowohl genau bestimmten 
Impulsen wie genau bestimmten Koordinaten herausgetrennt werden. Eine solche 
Zerlegung gibt es im Bereich einer quantenmechanischen Gesamtheit nicht. Diese 
Tatsache deutet auf eine von der klassischen vollständig verschiedene Wechselbe- 
ziehung zwischen der Lokalisation des Teilchens und seinem Impuls hin. 

Um diese wichtigste Eigenart der Mikrovorgänge zu untersuchen, stützen wir uns 
auf die Versuche über die Beugung von Partikeln. Die grundsätzliche Schlußfolge- 
rung aus diesen Versuchen ist in der DE BroGLiIEschen Formel enthalten, die den 
Impuls mit der Wellenlänge verbindet: 


2rh 
reg 15, 2 
p 7 (15, 2) 
Wenn wir A als Wellenlänge auffassen, so kann diese Größe, welcher Art die Na- 
tur der Wellen auch sein mag, nie eine Funktion der Koordinate sein. Die Aussage 
„die Wellenlänge im Punkt x ist gleich A“ ist sinnlos, denn ihrer Definition nach ist 
die Wellenlänge das Charakteristikum einer sinusförmigen Welle, die sich unbe- 
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grenzt im Raum fortpflanzt (von = — obissr= +»). A ist also eine ‚„Funk- 
tion‘ der Form der Welle und nicht die Koordinatenfunktion irgendeines Punktes. 
Daher kann in (15, 2) die rechte Seite keine Funktion der Koordinaten von x sein, 
und daher ist auch die linke Seite der Gleichung (15, 2), d.h. der Impuls p, keine 
Funktion der Koordinaten von x. 

So kann man zum Beispiel auch die Frage: ‚Wie groß ist die Schwingungsfre- 
quenz eines Pendels im gegebenen Zeitpunkt ?‘“ nicht beantworten, da der Begriff 
der Frequenz schon voraussetzt, daß mehrere Pendelschwingungen beobachtet wer- 
den müssen!). 

Daraus folgt, daß unter der Gültigkeit der Beziehung DE BRocLizs (15, 2), der 
Teilchenimpuls p keine Funktion der Koordinate x des Teilchens sein kann. Im Be- 
reich der Mikrowelt hat die Aussage ‚‚Der Teilchenimpuls im Punkt x ist gleich p“ 
keinen Sinn. 

Dementsprechend gibt es im Quantenbereich keine Gesamtheiten, in denen der 
Impuls und die Koordinaten der Teilchen gleichzeitig einen genau bestimmten 
Wert besitzen. 

Wir. wollen diese höchst wichtige Behauptung zuerst für eine Gesamtheit bewei- 
sen, die durch eine in $7 untersuchte Wellengruppe dargestellt wird. Wie dort ge- 
zeigt wurde, kann die Wellengruppe 


kt 4k 
y(at)= [ e(h)eriwt—indk (15, 3) 
ko— Ak 


ausgedrückt werden (vgl. 7, 9) durch: 


sin (3 ) ar 
v(x,t) = 2c(k,) e'wi—ka). ee (15, 4) 
@-) 


Die Abb. 9 zeigt die Intensität |Y |? einer solehen Wellengruppe für einen be- 
liebigen Zeitpunkt t. 


11? 


Abb. 9. Die Intensität | Y |? der Wellengruppe als Funktion von x für einen 
bestimmten Zeitpunkt t. 


!) Dieser Vergleich stammt von MANDELSTAM. 
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Wir können den doppelten Abstand zwischen dem Maximum von | y |? und dem 
ersten Minimum, das die Ausmaße der Gruppe bestimmt, als charakteristische 


Größe nehmen. Wir bezeichnen ihn mit 2Ax. Aus (15, 4) folgt, daß Ar = TE Mit 


anderen Worten, 
Ax- Ak=n. (15, 5) 


Diese rein ondulatorische Beziehung, die für beliebige Wellen gilt, zeigt, daß das 
Produkt aus der Ausdehnung Az einer Wellengruppe und dem Intervall Ak der 
Wellenzahl jener Wellen, aus denen die Gruppe aufgebaut ist, eine konstante Größe 
und gleich x ist. 

Wollen wir z. B. ein sehr kurzes Funksignal (kleines Ax) senden, so werden in ihm mit merk- 
licher Intensität unvermeidlich einzelne in der Wellenlänge sehr verschiedene monochromatische 
Wellen vertreten sein. Ein solches Signal kann daher auch von Empfängern aufgenommen 
werden, die auf andere Wellenlängen abgestimmt sind. Wollen wir also, daß unser Signal nur von 
ganz bestimmt eingestellten Empfängern aufgefangen wird, so müssen wir nahezu monochroma- 
tische, d.h. nach (15,5) hinreichend lange Signale senden. 

Kehren wir jetzt zur Quantenmechanik zurück. Nach der DE BRocLIEschen 
Gleichung ist 9, = hk. Ändert sich daher k im Bereich Ak, so ändert sich der Im- 
puls im Bereich von 


Ap,—= hAk. (15, 6) 


Fassen wir die Wellengruppe (15, 3) als eine pe BrocLiesche Wellengruppe auf 
und multiplizieren wir die Gleichung (15, 5) mit der PLanckschen Konstante h, so 
erhalten wir auf Grund von (15, 6) 


Ap,-  Ax=nh. (15, 7) 


Der Sinn von Ap, und Az in der Formel (15,7) geht aus folgendem hervor: 
führen wir eine Messung der Koordinaten von Teilchen durch, die sich in einem von 
der DE BrocLIzschen Wellengruppe (15, 3) beschriebenen Zustand befinden, so 
wird im Zeitpunkt t der Mittelwert der Meßergebnisse der Koordinaten gleich sein 


= % z)* Die Werte der einzelnen Meßresultate dagegen werden zerstreut um 


liegen, und zwar vorwiegend im Intervall + Az. Die Größe Ax ist die Unbestimmt- 
heit in der Koordinate x. Messen wir jedoch im gleichen Zustand den Teilchen- 
impuls p,, so wird der Mittelwert gleich 9, = ?, = hk, sein. Die Einzelwerte wer- 
den sich um 9, im Intervall Ap, = + hAk, konzentrieren. Die Größe Ap, ist 
die Unbestimmtheit des Impulses 7,. 

Daher heißt die Beziehung (15, 7) die Unbestimmtheitsrelation für den Impuls p, 
und die ihm zugeordnete Koordinate x. Diese Beziehung wurde erstmals von HEISEN- 
BERG aufgestellt. Sie stellt eine der grundlegenden Folgerungen der modernen 
Quantenmechanik dar und zeigt, daß, je enger die Gruppe, d.h. je bestimmter der 
Wert der Teilchenkoordinaten (kleines Az) ist, um so weniger der Wert des Teil- 
chenimpulses (großes Ap.) bestimmt ist, und umgekehrt. 

Wir wollen zum Beweis der Unbestimmtheitsrelationen für einen beliebigen, 
durch eine beliebige Wellenfunktion Y beschriebenen Teilchenzustand übergehen. 
Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf eine Raumdimension; die Verall- 
gemeinerung für eine größere Dimensionszahl bietet nicht die geringsten Schwierig- 
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keiten. Es sei uns irgendein durch die Wellenfunktion % (x)!) dargestellter Teil- 
chenzustand gegeben. Wir nehmen an, daß die Wellenfunktion im Bereich von — 
bis + » auf Eins normiert ist. 

Um die Unbestimmtheitsrelationen in strenger Form aufzustellen, müssen wir 
vor allem ein Maß der Abweichung der einzelnen Meßergebnisse für den Impuls p 
und die Koordinate & von ihren Mittelwerten p,und x wählen, mit anderen Worten, 
genauer definieren, was wir unter den ‚Unbestimmtheiten‘‘ Ap., und Ax verstehen 
werden. 

Als ein solches Maß wählen wir die in der Statistik gebräuchlichen mittleren 
Schwankungsquadrate Ap?: und Ax??). Diese Größen werden wie folgt bestimmt. 
x sei der Mittelwert der Größe x. Erhalten wir bei einer Einzelmessung den Wert x, 
so ist Ax= x — = die Abweichung des Meßergebnisses vom Mittelwert x. Der 
Mittelwert dieser Abweichung ist offensichtlich stets gleich Null: 


At=ı —- I = Tr —- T=0. 


Darum wählt man als Maß für die Abweichungen der Einzelmessungen vom Mit- 


tel nicht Ax, sondern Ax?, das Mittel aus dem Quadrat der individuellen Abwei- 
chungen. Damit können wir schreiben: 


At=(«— T=r?— 7, (15, 8) 
Ap= (pr — Pa) =Pr— DR. (15, 9) 


Ohne die Allgemeingültigkeit des Beweises zu verringern, können wir für die 
weitere Berechnung ein passendes Koordinatensystem wählen. Wir wählen den 
Koordinatenursprung im Punkt x. Dann ist x = 0. Ferner möge sich dieses K.oor- 
dinatensystem gemeinsam mit dem Verteilungsmittelpunkt x fortbewegen. Dann 


ist auch 7, = 0. In diesem Koordinatensystem erhalten wir an Stelle von (15, 8) und 
(15, 9): 


As?= x, (15, 10) 
Api= pi. (15, 10) 


Nach den Gleichungen (13, 1) und (13, 11) haben wir 


nn ER + 
22 = 2? — [y* (x) 22 y (a) de, (15, 11) 
+ P 
Ip = p= 1 [ye (x) u de. (15, 11%) 


1) Die Zeit können wir nicht unmittelbar einsetzen, da alles Folgende für einen beliebigen 
Zeitpunkt gilt. 


2?) Die Größen YAp: ‚ Y4Aa2 nennt man Schwankung oder „Streuung“. 
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Unsere Aufgabe besteht darin, den Zusammenhang zwischen Ap? und Az? zu er- 
mitteln. Zu diesem Zweck betrachten wir das Hilfsintegral 


+ oo 
o-[ 


— 00 


2 
2 p(2) 4 . da 


, (15, 12) 


worin & eine reelle Hilfsvariable ist. Lösen wir das Quadrat des absoluten Betrages 
auf, so erhalten wir 


+ oo 
so=rjelytiete]> (Gert Zr )aa [ars Fax. (15, 13) 


Wir setzen zur Abkürzung: 


4A = yeda= Ar, (15, 14) 
u 
B=.. 2 (vrnde= [yryda=1, (15, 14°) 
I 
= Far -[w här = Ar (15, 14”) 


— 09 


(hier wurde eine partielle Integration durchgeführt!) und finden: 
J(&)= A®— BE+C>. (15, 15) 


Da J (€) überall positiv ist (bei reellem £), so bedeutet das, daß die Wurzeln der 
Gleichung 
J9)=0 (15, 16) 


komplex sind. Auf Grund der bekannten Theorie über die Wurzeln quadratischer 
Gleichungen kann das nur unter der Bedingung der Fall sein, daß 


4AC>B:. (15, 17) 


Setzen wir in diese Ungleichung die Werte für A, B, C aus (15, 14), (15, 14’) und 
(15, 14”) ein, so gelangen wir zur gesuchten Beziehung zwischen Ap2 und 4x? 
| 1 
4 


4p2- A > (15, 18) 


1) Wir benutzen auch den Umstand, daß infolge der Integrierbarkeit von y* » die Differential-. 
quotienten von y und %* selbst bei x = + » verschwinden. 
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Das ist die Unbestimmtheitsrelation in der allgemeinsten und präzisesten Form. Da- 
mit ist zugleich bewiesen, daß es keine quanienmechanischen Gesamtheiten gibt, bei 
denen das mittlere Schwankungsquadrat für den Impuls Ar: und die ihm entsprechende 
Koordinate Ax% gleichzeitig Null werden. 

Dagegen sehen wir, je geringer das mittlere Schwankungsquadrat für eine 
dieser Größen wird, um so größer ist sie für die andere. Daraus folgt, daß kein 
Versuch ersonnen werden kann, der eine physikalische Bestimmung des Paars x, pz 
zuließe, da die Möglichkeit für die Verwirklichung eines solchen Versuches die Exi- 
stenz von Zuständen voraussetzt, bei denen gleichzeitig Ap2 —0 und Ax® = 0. Das 
widerspricht der Unbestimmtheitsrelation, die letzten Endes auf der DE BROGLIE- 


schen Gleichung p = ni fußt. Daher müssen Verfahren, die im Gültigkeitsbereich 


der DE BroGLiEschen Beziehung (dem Bereich der Mikrowelt) zur Messung der 
Teilchenkoordinaten x oder des Teilchenimpuls pP; vorgenommen werden, einander 
ausschließen: die Teilchen lassen sich nur entweder nach ihren Impulsen oder nach 
ihren Koordinaten ordnen. | 

Dabei muß beachtet werden, daß die Unbestimmtheitsrelation, wie allein schon 
aus ihrer Ableitung hervorgeht, sich auf eine Teilchengesamtheit, nicht aber auf 
ein einzelnes Teilchen bezieht. In bezug auf das Einzelteilchen können aus dieser 
Beziehung nur indirekte Schlüsse gezogen werden. Man kann sagen, daB jede Lo- 
kalisierung eines Teilchens zu einer Änderung seines Impulses führt. Diese Ände- 
rung wird von der Quantenmechanik in statistischer Form vorausgesagt. Die Im- 
pulsstörung durch die Lokalisierung schließt den Begriff der Bahn für Mikroteilchen 
aus. Daher läßt sich nicht sagen, daß die Quantenmechanik nur einen gewissen 
Mittelwert aus solchen Bahnen untersucht, wie das in der statistischen Mechanik 
der Fall ist!). 

Die Quantenmechanik hat es folglich mit grundsätzlich neuartigen Objekten zu 
tun, die nicht den klassischen Bewegungsgesetzen für Massenpunkte unter- 
worfen sind. 

Damit im Zusammenhang muß vermerkt werden, daß der eingebürgerte Begriff 
„Unbestimmtheitsrelation‘“ unglücklich gewählt ist, da er als statistische Bezie- 
hung eine genau bestimmte Beziehung zwischen genau bestimmten Größen dar- 
stellt, nämlich den mittleren quadratischen Abweichungen. In der Bezeichnung 
„Unbestimmtheit‘‘ wird nur die negative Seite des Falls, die Nichtanwendbarkeit 
der klassischen Begriffe für die Bewegung von Partikeln hervorgehoben, d. h., die 
Vorstellung der ‚„Unbestimmtheit‘ entsteht nur bei der unzulässigen Anwendung 
klassischer Größen auf ihrer Natur nach neuartige Objekte. 


$ 16. Die Veranschaulichung der Unbestimmtheitsrelation 


Wir betrachten als erstes die Messung der Teilchenkoordinate mit Hilfe eines 
Spalts. Wir beschreiben den Ausgangszustand des Teilchens durch eine ebene DE 
Brocuizsche Welle %,. 


!) In einer Arbeit des Autors (Journ. of Phys. UdSSR, II, 71, 1940) wird gezeigt, daß es keine 
von (?, x) abhängige Verteilungsfunktion gibt, die eine quantenmechanische Gesamtheit dar-. 
stellen könnte. Vgl. auch $ 44 dieses Buches. 
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Die Welle möge sich in der Richtung der x-Achse fortpflanzen. Dann besitzt der 
Teilchenimpuls einen genau bestimmten Wert, und zwar: 


Pı=-P, Pr= 0, Pz = 0. (16, 1) 


Wir haben es somit mit einer Teilchengesamtheit von gegebenem Impuls zu tun. 
Die Lage der Teilchen (ihre Koordinaten) ist dagegen in dieser Gesamtheit unbe- 


kannt: | 7 |? = const. 


Damit sind alle Lagen der Teilchen gleich wahrscheinlich. Wir wollen nun ver- 
suchen, wenigstens eine der Teilchenkoordinaten, z. B. y, zu fixieren. Dazu stellen 


wir einen Schirm mit Spalt senkrecht zur 
Fortpflanzungsrichtungder Wellen so auf, wie 
es auf Abb. 10 gezeigt ist. Die Spaltbreite 
möge d sein. Geht ein Teilchen durch diesen 
Spalt, so wird im Augenblick des Durchgangs 
seine Koordinate durch die Lage des Spaltes 
mit der Genauigkeit der Spaltbreite fixiert. 
Da der Impuls längs der y-Achse bekannt 
ist (7, = 0), so scheint es im ersten Augen- 
blick, daß wir sowohl den Impuls p, wie auch 
die Koordinate y bestimmt hätten. Das trifft 
aber keineswegs zu. In der angeführten 
Überlegung wird nicht beachtet, daß am 
Spalt eine Beugung eintritt: die Wellen wer- 
den von der ursprünglichen Fortpflanzungs- 
richtung abweichen. Zugleich ändert sich 
beim Einschieben des Schirmes mit dem Spalt 
auch der Teilchenimpuls und wird anders, 
als er vor dem Einsetzen des Schirmes war. 


H 


Abb. 10. Zur Messung von p, und y: 
Beugung am Spalt eines Schirmes. 


Der Mittelwert des Impulses p, längs der y-Achse bleibt unverändert: p,= 0, 
da die Beugung am Spalt; symmetrisch erfolgt. Wir wollen die möglichen Abwei- 
chungen des Impulses von diesem Mittelwert Ap, der Größenordnung nach ab- 
schätzen. Lenken wir den Strahl von der x-Achse ab, so nimmt er bald eine Lage 
ein, die dem ersten Beugungsminimum entspricht (dann folgt das erste Beugungs- 
maximum usw.). Wir bezeichnen den Winkel, der von der x-Achse und dem er- 
wähnten Strahl gebildet wird, mit «. Dann fällt die größte Intensität der Wellen in 
den Bereich von — « bis + «. Der Winkel « ergibt sich aus der Bedinguug, daß 
in dieser Richtung die von den Spalträndern ausgehenden Strahlen einander 
löschen (Phasendifferenz x). Bezeichnen wir die Wellenlänge mit A, so erhalten wir 
für den uns interessierenden Winkel die bekannte Beziehung 


sin =—. 


2d 


(16, 2) 


Die Spaltbreite d ist nichts anderes, als die Ungenauigkeit Ay, die bei der Mes- 


sung der Koordinate y zugelassen wird. 


Ferner ist p sin « die Projektion des Impulses auf die y-Achse. Da die Grund- 
intensität der DE BrogLIEschen Wellen in den Bereich der Winkel zwischen — « 
und -+ « fällt, wird bei der Messung des Impulses p, die Mehrzahl der Meßergebnisse 


4 [22013] 


49 


1I. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 
im Intervall zwischen — psin« und + psin« liegen, d.h., die Streuung der ge- 
messenen Werte um den Mittelwert 2, = 0 ist gleich Ap, = psin«. 


, 22h. 3 R 
Da nach der DE BrocLigschen Beziehung ? = ist, so erhalten wir, wenn wir 


2nhsi Bu 
in (16,2) Ap, statt _— und Ay statt d einsetzen: 


Ap,- Ay=ah. (16, 3) 


Diese Beziehung zeigt, daß, je genauer der Teilchenort ermittelt wird (je kleiner 
Ay, d.h. je enger der Spalt ist), um so unbestimmter ihr Impuls (um so größer 
Ap,) wird, und umgekehrt!). 

Infolge der Beugung am Spalt wird durch die Messung der Koordinate y der Im- 
puls p, unbestimmt, d. h., beim Durchgang durch den Spalt erweist sich das Teilchen 
einer neuen Gesamtheit zugehörig, in der Ap, nicht mehr gleich Null ist. 

Als weiteres Beispielkanneine photographische Platte dienen. Betrachten wir eine 
idealisierte photographische Platte?). Die Idealisierung besteht darin, daß wir die 
Photoplatte mit einem System fixierter Atome und die Ionisierung eines solchen 
Atoms mit dem Entstehen einer Abbildung auf der Photoplatte identifizieren. In 
Wirklichkeit ist die Ionisierung eines der aktiven Atome erst der Beginn jener 
Prozesse, die schließlich zur Bildung eines auf der Photoplatte entwickelten Kornes 
(,„Fleckchens‘‘) führen, das im Versuch beobachtet wird. 

Das Atom kann als fixiert oder um eine gewisse Stellung herum langsam beweg- 
lich betrachtet werden, wenn es hinreichend schwer ist?). Eine ‚ideale‘ Platte 
muß aus unendlich schweren Atomen bestehen, die außerdem hinreichend kleine 
Maße a aufweisen, da die Atommaße a das Gebiet bestimmen, in dem die Ionisation 


erfolgt. 


1) Wir bemerken, daß wir bei unserer Schlußfolgerung den Umstand benutzt haben, daß sich 
die Wellenlänge A und damit auch der Gesamtimpuls p des Teilchens bei der Beugung nicht ver- 
ändern. Folglich ist bei dieser Betrachtung der größte Wert Ap, = p, was einem Teilchen ent- 
spricht, das sich den Schirm entlang bewegt. Es könnte daher scheinen, daß wir, nachdem wir uns 
auf die Genauigkeit Ap, = p beschränkt haben, eine beliebig große Genauigkeit bei der Bestim- 
mung der Koordinate % erreichen können, indem wir die Spaltbreite verringern. Das widerspricht 
natürlich der Beziehung (15, 6). In Wirklichkeit ist das nicht so. Unsere Betrachtung ist ange- 
nähert. Sie trifft nur für die Bedingung zu, daß die Wellenlänge A in der Größenordnung der Spalt- 
breite liegt. Mit Verringerung der Spaltbreite kompliziert sich der Charakter des Wellenfeldes 
hinter dem Schirm. Diesem kann dann nicht mehr eine bestimmte Wellenlänge A zugeschrieben 
werden, wie wir das tun. Die Untersuchung dieses Falles zeigt, daß die Beziehung (15, 6) gültig 
bleibt. 

2) Das hier beschriebene Schema einer Abbildung wird z.B. in den Versuchen SHDANOws 
(vgl. Allgemeine Sitzung d. Akad. d. Wiss. d. UdSSR vom 1. bis 4. Juli 1946) verwirklicht, der in 
der Schicht der lichtempfindlichen Emulsion Spuren von Teilchen der kosmischen Strahlung 
fixiert. Ins gleiche Schema fällt auch die Spurenbildung in der Wınsonkammer (s. weiter unten). 

3) Setzen wir in der Unbestimmtheitsrelation Ap, = M Av,, worin M die Masse des Atoms 
und v, seine Geschwindigkeit ist, so erhalten wir tatsächlich Av, = nn . Daraus folgt, daß auch 
Ax und Av, nur dann gleichzeitig klein sein können, wenn M unendlich groß ist. Ein unendlich 
schweres Teilchen kann folglich eine genau bestimmte Lage einnehmen und dabei auch eine genau 
bestimmte Geschwindigkeit haben (bzw. in diesem Fall sich in Ruhe befinden). 
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Später (vgl. $50) wird gezeigt werden, daß die Wellenfunktion einesin einem Atom 


1 
befindlichen Elektronsinnerhalb einer Strecke vonder Größenordnunga = h(2uJ)? 
von Null verschieden ist, worin J die Ionisierungsenergie des Atoms und u seine Masse 
bedeuten. Die Größe aist vonder gleichen Größenordnung wiedie Unbestimmtheit in 
der Lage des Elektrons im Atom. Folglich wird dieses Elektron eine Impulsunbe- 


stimmtheit Ap= z besitzen. Wir können in diesem Versuch nicht feststellen, in 


welchem Punkt die Ionisierung des Atoms erfolgte, sondern wissen nur, daß die Ab- 
messungdes Bereichs, innerhalb dessen der Zusammenstoß erfolgte, annähernd gleich 
aist. Daher kann die Koordinate x eines auf die Photoplatte einfallenden Elektrons 
bestenfalls mit der Genauigkeit Ax= «a bestimmt werden. Da aber andererseits der 
Stoß an einem Elektron des Atoms vor sich geht, das im Impuls eine Unbe- 


stimmtheit der Größenordnung Ap = z besitzt, so wird die gleiche Unbestimmt- 
heit im Impuls Ap, nach dem Stoß auch jenes Elektron aufweisen, dessen 
Koordinate wir bestimmen. Multiplizieren wir Ar=a mit Ap.= 2 ‚so erhalten 
wir wieder 


Apı- Axzeh. (16, 4) 


Die Messung der Koordinaten von Teilchen ist stets mit einer wesentlichen Beein- 
flussung der Teilchen durch die Meßvorrichtung verbunden. Im vorliegenden Fall des 
Photographierens von Teilchen stellt die Ionisierung des Atoms die Bedingung für 
die Möglichkeit dar, die Koordinate zubeobachten. Für diese Ionisierungist die Ener- 
gie J erforderlich, die der Energie des Teilchens entnommen wird. War der Primär- 
impuls der Teilchen gleich p,, so muß 


»2 ie ho mM 
2u  2ua 2uAx? 


(16,5) 


sein, sonst ist das Photographieren unmöglich. 

Die Beobachtung von Teilchenspuren in der WıLsonkammer entspricht diesem 
Schema des Photographierens, da die Spur als Ergebnis aufeinanderfolgender Ionisa- 
tionen der die Kammer füllenden Gasatome entsteht, d.h. eine Reihe aufeinander- 
folgender ‚‚Photographien‘ in der oben dargelegten Auffassung darstellt). 

Aus (16, 5) folgt, daß es zur Erzielung einer Spurin der Wırsonkammer erforder- 
lich ist, daß der Impuls p, des zu photographierenden Teilchens der Ungleichung 


> (2uJ)% genügt. 
Wir wollen uns jetzt der indirekten Bestimmung der Koordinaten von Par- 


1) In der Wırsonkammer beobachten wir die Partikelspuren nicht an Ionen, sondern an Tröpf- 
chen des sich an den Ionen kondensierenden Dampfes. Während der photographischen Aufnahme 
der Spur haben die Ionen genügend Zeit, ihre ursprüngliche Lage zu verändern. Daher ist die prak- 
tische Genauigkeit der Ermittlung der Teilchenlage in der Wınsonkammer unvergleich- 
lich gröber als die durch die Atomausmessung bedingte theoretische Genauigkeit. Sie wird in 
Wirklichkeit durch die Ausmessungen der Tröpfehen und ihrer Ortsveränderung während der 
Photoaufnahme bedingt. 
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tikeln zuwenden. Wir werden zeigen, daß auch in diesem Falle Gesamtheiten ent 
stehen, die der Unbestimmtheitsrelation genügen. Als Beispiel eines indirekte: 
Versuches kann die Ortsbestimmung von Teilchen mit Hilfe eines Mikroskops an. 
geführt werden (Abb. 11). Wir beleuchten ein Teilchen, das sich um x = 0 herum 
befindet, mit Licht der Wellenlänge 4. 

Das Lichtbündel sei parallel der x-Achse. In das Objektiv des Mikroskops gelangt 
das an dem Teilchen gestreute Licht. Aus der Theorie 
| des Mikroskopsist bekannt, daß die Lage des Teilchens 


® . . . A . 
mit einer Genauigkeit von etwa Are —— bestimmt 
sine 


werden kann, worin 2e der Winkel ist, unter dem das 
Objektiv vom Standpunkt des Objekts aus gesehen 
wird!). Somit läßt sich eine Teilchengesamtheit mit 


BEE A . « . 5 . r 
AJx&&8& -——- aussondern. Bei hinreichend kleinem 4 
sine 


kanndie Größe Ax im Prinzip beliebigklein sein. Aber 
bei jedem Streuvorgang ändert sich der Impuls des 
Photons und, wie ausder Zeichnungzu ersehen ist, wird 
die x-Komponente des geänderten Impulses innerhalb 


2 2rh 
der Grenzen 4 - sine liegen (hier ist u. ii 
| der Impuls des Photons). Dieser Impuls wird sich auf 
Abb. 11. Bestimmung der die Teilchen so übertragen, daß sie Impulse erhalten, 


Teilchenkoordinaten mit Hilfe 
eines Mikroskops. 


h 
die im Bereich Ap, & Zi sine verteilt liegen. 


Daraus ist ersichtlich, erstens, daß wir bei der Auf- 
stellung einer innerhalb eines kleinen Bereichs (A x) lokalisierten Teilchengesamt- 
heit eine sehr hohe Energie aufwenden müssen (kleine A, große Quanten!), und 
zweitens, daß die Gesamtheit mit kleinem Ax ein großes Ay, aufweisen wird. 
Multiplizieren wir Ap, mit Ax, so erhalten wir Ap, Ax = 2nh?). 

Im Falle gebundener Teilchen kann man nur indirekt messen. So wird z. B. die 
Koordinate eines Elektrons, das sich innerhalb eines Atoms befindet, aus der Streu- 
ung eines Bündels freier Teilchen (Elektronen, Röntgenstrahlen) ermittelt. Aber in 
allen diesen Fällen gelangt man nicht zu Auskünften über den Ort eines einzelnen 
Elektrons in einem einzelnen Atom, sondern über die Verteilung dieser Orte inner- 
halb einer großen Gesamtheit von Atomen, die sich im gleichen Zustand befinden, 
d.h., es wird unmittelbar ! » (x) |? gefunden (vgl. die Theorie der Stöße $ 78). 


4 


ne 


1) Die Ungenauigkeit Ar > entsteht infolge der Beugung am Objektiv des Mikro- 


skops, s.: [36]. | 

?) In der nichtrussischen Literatur (vgl. z. B.: [29]) ist es üblich, diesen Versuch als einen Ver- 
such an einem einzigen Teilchen aufzufassen. Man kann aber von einem Teilchen nur eine Streuung 
erhalten (wonach es einer anderen Gesamtheit angehören wird) und aus dem gestreuten Quant 
zu keinem Urteil über den Ort des Teilchens gelangen (in der Brennebene tritt kein Bild auf). 
Die richtige mathematische Theorie dieses Versuchs, die von der statistischen Deutung der 
y-Funktion ausgeht, wurde von MANDELSTAM in seinen Vorlesungen über Quantenmechanik 
gegeben. 


52 


816. DIE VERANSCHAULICHUNG DER UNBESTIMMTHEITSRBELATION 


Als Abschluß zur Frage der Teilchenkoordinate geben wir noch ein interessantes 
Beispiel für die Bestimmung solcher Koordinaten. Nehmen wir an, ein Teilchen 
wäre ineinem Kasten mit für das Teilchen undurchdringlichen Wänden eingeschlos- 
sen. Die Breite des Kastens sei !. Jetzt rücken wir die Kastenwände zusammen 
(!—> 0). Dann wird die Lage des Kastenmittelpunkts x auch die Lage des Teilchens 
bestimmen, Nach der Voraussetzung ist der Kasten für das Teilchen undurchdring- 
lich. Die Wellenfunktion des Teilchens ist somit nur innerhalb des Kastens von 


Null verschieden. Daraus folgt, daß Ax?& 12 ist. Entsprechend der Ve SDBeranE 


des Kastenvolumens wird die Impulsstreuung anwachsen, Ap: > vers In diesem 


2 


2 
Falle ist 9 = 0 und somit die mittlere Energie des Teilchens E = ET > En 7° Das 


Zusammenschieben des Kastens erfordert also Arbeitsaufwand, der mit wachsender 
Genauigkeit der Koordinatenmessung unbegrenzt zunimmt (Az = 1->0). Daraus 
folgt, daß die Energie um so größer wird, je kleiner die Raumabmessungen werden, 
in denen die Teilchen lokalisiert sind. Der Versuch bestätigt diese eigenartige 
Schlußfolgerung der Quantentheorie. So besitzen z. B. die Elektronen in den 
Atomen (Größe der Atomhüllen 10-3 bis 10-? cm) eine Energie von 10 bis 100 eV, 
die Nukleonen der Kerne aber (Größe der Kerne 10-1? cm) eine Energie von der 
Größenordnung 1 MeV. 

Wir wenden uns nun der Impulsmessung zu und untersuchen zuerst den Beu- 
gungsversuch, den wir der Impulsermittlung zugrunde gelegt haben. Auf Abb. 8 
(S. 35) sind ein Gitter, der Primärstrahl (i) und die abgebeugten Strahlenbündel 
(r,d,...) dargestellt. 

Die Breite des Primärstrahls möge ! betragen und die Gitterkonstante sei d. Die für 


den Versuch wirksame Anzahl der Gitterstriche ist dann N = . Aus der Theorie 
der Beugung ist bekannt, daß ein solches Gitter zwei Wellen A und A -+ AA auflöst, 
wenn 

(16, 6) 


ist. Das ist also das Auflösungsvermögen des Beugungsgitters!). Folglich trennt 
unser Gitter die ursprüngliche Gesamtheit in zwei Gesamtheiten mit verschie- 
denen Impulsen, die durch (r) bzw. (d) bezeichnet werden sollen, wenn sich diese 
Impulse um mehr als 


2rhAA 2rchd 
er: um) 


voneinander unterscheiden. Damit sich die Bündel trennen lassen (Bedingung 
für die Durchführbarkeit der Messung), müssen wir mit dem FırAapavkäfig einen 

| | I 
Abstand Ax einhalten (gemessen längs des Bündels (r) oder (d)), der größer als — — 


ist, worin « der Winkel zwischen den Bündeln (r) und (d) ist. Daher ist 


1) Vgl. z. B.: [36]. 
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ApAx > 2nh- < . —. Da d und A von gleicher Größenordnung sind!) und der 
Winkel « als klein angenommen wird, so ist 


Ap-Ax>2nh, (16, 8) 


d.h., das Produkt der Ausmessung Ax des Strahlenbündels (der Bereich der Lokali- 
sierung des Teilchens) und der Unbestimmtheit im Impuls Ap, der durch das end- 
liche Auflösungsvermögen des Gitters bedingt ist, muß größer als 2rrh sein. 

Wir bringen noch ein Beispiel, in dem der Teilchenimpuls durch die Frequenz des 
gestreuten Lichtes bestimmt wird. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf 
eine Dimension. p, möge der Teilchenimpuls vor dem Stoß mit dem Lichtquant 
sein, p, der nach dem Stoß. Die Frequenz des einfallenden Lichtes sei w, die des 
gestreuten w’. Dann folgt aus dem Energiesatz : 


1 
=. '_ __(m!2 _ mp2 
ho— hw 31 P: p2) (16, 9) 
und aus dem Impulssatz: 
—t—=p— 7. (16, 10) 


Daraus erhalten wir: 


5 zu en, 16, 11 
pP A + w Ic 02h) 
o— © h(w»-+ w) ‚ 

— + 16, 11 
Pz = M + w 2C ee) 


Kennen wir somit w und w’, so können wir den Teilchenimpuls p, bestimmen. Aber 

aus diesem Versuch erhalten wir keinerlei Auskunft über die Lage des Teilchens: 

der Ort der Streuung ist unbestimmt. Wir könnten diesen Ort.mit der Genauigkeit 

Ax ermitteln, würden wir an Stelle einer monochromatischen Welle ein begrenztes 

Signal von der Breite Ax aussenden. Aber wie wir wissen, enthält ein solches Signal 
dw _n 


ein kontinuierliches Spektrum von Frequenzen Ak, = ern Demzufolge wird 
der Impuls der Teilchen mit einer Genauigkeit Ap, =hAk, = en bestimmt, so 


daß App, Ax>nc ist. 

Zum Schluß wollen wir noch einen Versuch betrachten, der in der Praxis oft 
angewandt wird. Nehmen wir an, wir wollen den Impuls » eines Neutrons bestim- 
men, indem wir es mit einem Proton zusammenstoßen lassen: Den Impuls des Pro- 
tons wollen wir im Ausgangszustand gleich Null annehmen. Nach dem Stoß 
(wir setzen einen zentralen Stoß voraus) bekommt das Neutron den Impuls Null, 
während der Impuls des Protons gleich dem Ausgangsimpuls p des Neutrons sein 
wird (wir nehmen die Massen des Protons und Neutrons als gleich an). Dieser Im- 
puls kann z. B. mittels der Krümmung der Protonspur in einer Wırsonkammer in 
einem Magnetfeld gemessen werden. Damit wäre der Primärimpuls des Neutrons 


!) BeiA> d wird überhaupt keine Beugung beobachtet. 
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gemessen. Aber in diesem Versuch bleibt der Ort des Zusammenstoßes unbekannt. 
Verwenden wir die Wırsonkammer, so könnten wir freilich diesen Ort suchen — es 
wäre der Anfang der Spur des Protons, das den Stoß empfangen hat. Aber, wie 
früher klargelegt wurde, gestattet die Wınsonkammer die Ermittlung der Lage 
eines Teilchens und somit auch des Anfangs der Spur mit einer maximalen Ge- 
nauigkeit Ara (a die Atomabmessungen!)). Dabei wird der Teilchenimpuls 


h 
mit einer Genauigkeit Ap = z bestimmt, d. h., wir können den Impuls des Protons 


mit keiner größeren als der genannten Genauigkeit erfahren. Damit wird die gleiche 
Ungenauigkeit auch in die Ermittlung des Impulses des Neutrons hineingetragen. 
Multiplizieren wir die Unbestimmtheiten, so erhalten wir wieder: Ap- Ar >h. 

Diese Beispiele zeigen, daß zwischen der Behauptung der Existenz von Un- 
bestimmtheitsrelationen als Folge der allgemeinen Grundsätze der Quanten- 
mechanik und den Möglichkeiten der Meßvorrichtungen keine Widersprüche be- 
stehen. 


$ 17. Die Rolle der Meßvorrichtung 


Bei der Untersuchung beliebiger Erscheinungen mittels statistischer Methoden 
müssen die Meßvorrichtungen, die sowohl zur Fixierung statistischer Gesamtheiten 
wie auch zur Analyse der Verteilung innerhalb dieser Gesamtheiten dienen, selbst 
außerhalb der Grenzen dieser Gesamtheiten stehen. Mit anderen Worten, ihnen 
müssen die Elemente des Zufälligen fehlen, die den mit ihrer Hilfe untersuchten 
statistischen Gesamtheiten eigen sind ?). 

Dabei besteht aber jede Vorrichtung, wie jeder Körper, aus Atomen, Molekülen 
und ähnlichen Mikrogebilden, die irgendwelche Bewegungen ausführen, d.h. vom 
Standpunkt: der Quantenmechanik aus offensichtlich irgendeiner Quantengesamt- 
heit angehören. Daraus entsteht auf den ersten Blick eine gewisse Schwierigkeit, 
aus der die Quantenmechanik einen glänzenden Ausweg weist: Die Meßvorrichtung 
muß so eingerichtet sein, daß bei derselben letzten Endes nur ihre klassischen Eigen- 
schaften zur Anwendung gelangen, d. h. solche Eigenschaften, in denen die PLancksche 
Konstante h keine Rolle spielt. | 

Eine solche Vorrichtung nennen wir ‚klassisch‘ oder ‚„makroskopisch‘“. Ihr 
Wesen liegt darin, daß sie weitgehend von den quantenhaften stätistischen Merk- 
malen frei ist. 

Jede der im $16 beschriebenen Vorrichtungen zur Ermittlung von p, und x 
kann als Beispiel für die ‚Klassizität‘‘ der Vorrichtungen dienen. Als solche dienten 
unbewegliche Schirme mit Spalten, das schwere Atom der idealen Photoplatte, ein 
Kasten mit undurchdringlichen und unbeweglichen Wänden, ein Beugungsgitter 
mit genau fixierten Strichen oder ein beliebiges Spektroskop für die Bestimmung 
der Wellenlänge des gestreuten Lichts. 

Wir betrachteten alle diese Apparate als Objekte der klassischen-Physik, d.h., 
bei Untersuchung ihrer Wirkung ignorierten wir in einem wesentlichen Punkt die 
Prancksche Konstante A. Daraus folgt der Schluß, daß das Merkmal, wonach eine 


t) Das ist die ‚‚ideale‘“ Genauigkeit, die in der Praxis niemals erreicht wird; vgl. Fußnote auf 
‚8.51. 
2) Über den Begriff des „‚Zufälligen‘‘ in der materialistischen Dialektik, s.: [18]. 


II. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 


quantenmechanische Gesamtheit bestimmt wird, nämlich der vollständige Satz von 
Größen, ein Satz klassischer korpuskularer Größen ist. Nun aber unterscheiden 
sich die vollständigen Sätze der klassischen Mechanik von denen der Quanten- 
mechanik grundsätzlich. 

In der klassischen Mechanik besteht die vollständige Messung in der Messung der Impulse 
und Koordinaten der Teilchen. Da in der klassischen Mechanik, wenigstens grundsätzlich, alle 
Größen gleichzeitig meßbar sind, so kann man sagen, daß in der klassischen Mechanik nur 
eine vollständige Messung besteht. 

Haben wir z. B. die rechtwinkligen Koordinaten der Impulse und Koordinaten (p, x) der 
Teilchen gemessen, so können wir alle anderen Größen, darunter auch die verallgemeinerten 
Impulse und Koordinaten (P, Q), berechnen, die ebenfalls einen vollständigen Satz von 
Größen darstellen, und ebensogut die Bewegungen wie auch (7, x) bestimmen. Es hindert uns 
nichts daran, durch Komplikation der Messung gleichzeitig sowohl (7, x) wie auch (P,Q) zu 
messen. Infolge der Eindeutigkeit der klassischen Mechanik werden die berechneten Werte für 
(P, Q) mit den gemessenen übereinstimmen. Daher ist der Übergang von einem System voll- 
ständiger Zuordnung zu einem anderen innerhalb der klassischen Mechanik bedeutungslos. 

Im Bereich der Quanten ist die Auswahl eines Satzes von Größen, die y und 
damit zugleich eine quantenmechanische Gesamtheit bestimmt, ebenso wie in der 
klassischen Mechanik nicht nur auf eine Art möglich. 


Der grundsätzliche Unterschied zwischen der Quantenmechanik und der klas- 
sischen liegt darin, daß die verschiedenen Zuordnungen, ganz allgemein gesagt, 
einander gegenseitig ausschließen. Dementsprechend existieren in der Quanten- 
mechanik viele verschiedene Messungen, die miteinander unvereinbar sind. 

So existiert eine quantenmechanische Gesamtheit, die die Teilchenkoordinaten 
x, y, 2 bestimmt, welche in bezug auf eine Vorrichtung eindeutig ist. Das ist einer 
der möglichen vollständigen Sätze. 

Eine solche Gesamtheit ist durch eine Wellenfunktion » (x, y,2) (vgl. $14) 
charakterisiert, die die Tatsache ausdrückt, daß alle Teilchen der Gesamtheit die 
Koordinaten x =x, y=y’,z =z’ besitzen. Ein anderes Beispiel ist eine Gesamt- 
heit mit genau festgestelltem Impuls p, =}, pP, = Py: Ps = Pi. Die Wellenfunk- 
tion dieser Gesamtheit wird y72 7) p/ (% %, z) sein. Diese Gesamtheit ist vom Stand- 


punkt der Quantenmechanik vollständig, unterscheidet sich aber grundsätzlich 
von der vorhergehenden. 

Der Charakter einer quantenmechanischen Gesamtheit ist somit verschieden je 
nach den Kennzeichen, durch die er bestimmt wird (d. h. je nach der Art des voll- 
ständigen Satzes von Größen) und wird sich wesentlich ändern, wenn wir Messungen 
eines neuen vollständigen Satzes vornehmen, die mit der ursprünglichen unverein- 
'bar sind. Daher darf der Zustand einer quantenmechanischen Gesamtheit nicht als 
beziehungslos zu jenem vollständigen Satze von Größen aufgefaßt werden, durch 
die er festgestellt wurde. 

Im Zusammenhang damit müssen die Meßvorrichtungen, die die verschiedenen 
vollständigen Sätze feststellen, als „Zählsysteme‘‘ aufgefaßt werden, mit deren Hilfe 
der Zustand einer quantenmechanischen Gesamtheit fixiert wird!). 

Das Wesen dieses tiefgreifenden Unterschiedes zwischen der Zustandsbestim- 
mung im klassischen Bereich und im Quantenbereich liegt darin, daß in den klas- 

1) Das bedeutet natürlich nicht, daß bei Abwesenheit eines Meßgeräts auch keine Quanten- 
gesamtheit vorhanden ist. Situationen, die eine Gesamtheit fixieren, d.h. einer Messung ent- 
‚sprechen, bestehen in der Natur. 
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sischen Konzeptionen kein absolutes Maß für die Kleinheit existierte. Die Erfor- 
schung der Mikrowelt hat das Bestehen einer Reihe von Atomkonstanten enthüllt, 
die ein solches Maß geben; die Elementarladung e, die Elementarmasse u, des 
Elektrons und Positrons, die Massen der einfachsten schweren Teilchen, des Protons, 
M,, und Neutrons, m,, die PLancksche Konstante 3 und andere. 

Wir kennen zur Zeit nicht genau jene Grenzen der klassischen Auffassungen und 
jene neuen Begriffe und Vorstellungen, die sich aus der Existenz der Elementar- 
ladung und der Elementarmasse ergeben müssen, aber wir wissen genau, was aus der 
Existenz des Wirkungsquantums folgt. 

Die Existenz des Wirkungsquantums führt zur Beugungserscheinung von Teil- 
chen, die die gleichzeitige Anwendung solcher Größen, wie z.B. p und x, auf die Be- 
wegung der Mikroteilchen unmöglich macht. 

Wir untersuchen jetzt, in welcher Weise die Messung auf eine quantenmechanische 
Gesamtheit einwirkt. 

Nehmen wir unsere Gesamtheit als durch die Wellenfunktion y (x) gegeben an 
(reine Gesamtheit)!). Untersuchen wir zuerst die Impulsmessung. Dazu entwickeln 


‚DE 
| ve 
wir 9 (x) in ein Spektrum ve BrocLiIzscher Wellen %, (2) = 
y (2) = [c(p) 9 (x) dp. (17,1) 


Es mögen N 1 ‚Messungen vorgenommen sein. Man finde in N’ Fällen einen Wert 
für ; p, der bei p’ liegt, in N’ Fällen bei p’”’ und in N’”’ Fällen bei 9” usw. (N=N’ 
+ N”-+...) Dann haben wir (vgl. $14): 


N ! ' N” „ „ N: m wi 
Fye@)Par, Z=le@")ap, — = le”) |2dp”, ee) 


Als Ergebnis der durchgeführten Messungen N’ bilden die Teilchen. eine neue 
reine Gesamtheit mit p = p’, die durch eine neue Wellenfunktion y, (x) gekenn- 
zeichnet ist. Daher sondert die Messung aus der ursprünglichen Gesamtheit mit 
unbestimmtem Impuls Untergesamtheiten mit bestimmten Impulswerten p’, p”, p” 
aus, die entsprechend durch neue Funktionen 9, (x), yzr (2), yyr (x), . . . charakte- 
risiert sind. 

Der Anfangszustand % (x) geht in einen der Zustände %, (x) über. Diese Verände- 
rung nennt man die „AReduktion‘‘ (Rückführung) des Wellenpakets. Physikalisch 
bedeutet die Reduktion, daß das Teilchen nach der Messung einer neuen reinen Ge- 
samtheit zugehörig erscheint. 

Die ganze Gesamtheit, die als Ergebnis der Messungen entständen ist, wird durch 
eine Reihe von Wellenfunktionen Yy (%), Ypr (8), Yo (X), .... mit den entsprechen- 
den Wahrscheinlichkeiten | c (p’) Ei dp’, © c( (p") |? dor le (pr) ?dp”’,... gekenn- 
zeichnet, d.h. stellt eine gemischte Gesamtheit dar. 

Die gleiche Situation ergibt sich auch in anderen Fällen. Wir führen noch zwei 


!) Nur der Einfachheit halber betrachten wir einen reinen Fall und beschränken uns auf eine 
einzige Raumdimension x, was aber für die Klärung des Wesens der Frage bedeutungslos ist. Über 
die Wirkung der Messung auf eine gemischte Gesamtheit vgl. $ 44. 
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Beispiele an. Es möge sich um die Messung der Koordinate x handeln. Wir zerlegen 
» (x) in ein Spektrum von Wellenfunktionen, die einen Zustand mit einem bestimm- 
ten Wert von x charakterisieren. Eine solche Funktion besitzt die Form y, (%) 
—= 6 (x’ — x). Daher lautet die Entwicklung 


(x) = [ec (x) pr (2) de. (17, 3) 
Infolge der Eigenschaften der ö-Funktion folgt daraus sofort c (x) = y (x). 
Wurde in N’ Fällen x bei x’ gefunden, in N” Fällen bei x’ usw., so ist 


N (4 14 [4 ' 
y—le@) Pax = |y(e) ?de’, 


[2 


N 


m 


See eis | Ce (x’”) |? dx’ = | v (x’'”) 1? de”, 


N 


= | (2”) Ede” = | yla”) dr”, (17, 4) 


Bei jeder Messung wird die ursprüngliche Funktion y (x) auf eine der Form 
vr (2) = 6 (x — x’) zurückgeführt. 

Diese Reduktion zeigt die Abb. 12 }). | 

Wir sehen, daß bei der Koordinatenmessung wieder eine gemischte Gesamtheit 


entsteht, indem neue reine Untergesamtheiten der Form %z (2), Yzr (x), ... mit. 
den Wahrscheinlichkeitsdich- 
(b) ten |y (a), Iy(a) |... 


gegeben sind, d. h. die Wahr- 
scheinlichkeit wie im Falle 
der Impulsmessung durch die 
Intensität |c(x’) |? bestimmt 
wird, mit der der reine Zu- 
stand y. (x) im ursprüng- 
lichen reinen Zustand 9 (x) 
vertreten ist (in diesem spe- 
Abb.12. Die Reduktion eines Wellenpakets » (x) ziellen Fall ist c (2) = y (x’)). 
(Kurve a) auf % 2’ (x) (Kurve b) nach Messung der Wir werden später ($ 22) 
Koordinäte x, die «= x" ergeben hat. zeigen: Wenn eine beliebige 
mechanischeGröße_L gemessen 
werden soll, welche nur die Werte L, , L,, L,,... In, ... annehmen kann, muß zur 
Ermittlung der Wahrscheinlichkeit für L= L,„ y(x) nach den Zuständen y,(x) 
entwickelt werden. Jeder dieser Zustände ist dadurch gekennzeichnet, daß in ihm 
die Größe L den einzigen Wert L = L, besitzt?). 


x 


x=x' 


1) Wir erinnern (s. $ 16), daß die Messung der Koordinate Energie erfordert, die entweder der 
Meßvorrichtung oder dem Teilchen selbst entnommen. wird. 

?) Um die Beispiele zu variieren, nehmen wir hier.an, daß die Größe L diskrete Werte L,, L,, 
... besitzt zum Unterschied von den früher betrachteten Fällen p und x, die kontinuierliche 
Werte hatten. | 
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Eine solche spektrale Zerlegung kann in der Form 
v(2)= 2 00 Yn (R) (17,5) 


geschrieben werden. Dann ist die Zahl der Fälle, in denen L = L, ist, proportional 
zu |c„]%, d.h. 


N. 
on | 
Nu 
he | vn 
N „m 
N = Cm | RN 


und wir erhalten wieder die Reduktion des ursprünglichen Wellenpakets » (x) auf 
einen der Zustände %, (x), und die gesamten Messungen bilden wieder eine ge- 
mischte Gesamtheit. 

Das untersuchte Verhalten von quantenmechanischen Gesamtheiten beiMessungen 
ist also allgemeingültig und kann so formuliert werden: Die Messung verwandelt 
eine reine Gesamtheit in eine gemischte. - 

Diese Umwandlung einer reinen Gesamtheit in eine gemischte ist nichts anderes 
als. die praktische Verwirklichung der spektralen Zerlegung der ursprünglichen Ge- 
samtheit in das Spektrum der: reinen Gesamtheiten, die durch die Meßvorrichtung aus- 
gesondert werden. 

Die ursprüngliche Gesamtheit, die durch die Vorrichtung ‚„hindurchgeht‘‘, wird 
in zugehörige „Untergesamtheiten“ zerlegt, die auf die betreffende Vorrichtung be- 
zogen sind. Daher ist in der Quantenmechanik das Zählsystem — die klassische 
Meßvorrichtung — nichts anderes als ein Spektralanalysator von Quantengesamt- 
heiten, mit dessen Hilfe die Natur der letzteren untersucht wird. 

Die wichtigste Eigenart dieser Analysatoren besteht darin, daß die verschie- 
denen Analysatoren (und das liegt in der Natur der Mikrowelt selbst) einander aus- 
schließende Spektralzerlegungen liefern, so daß die gleichzeitige Anwendung er- 
gänzender Merkmaie auf die Mikroteilchen der Wirklichkeit nicht adäquat ist. 

Man darf sich diese Spektralanalysatoren nicht ausschließlich als Laboratoriums- 
geräte vorstellen. Im Gegenteil, der Forscher oder Techniker, der ein bestimmtes 
Gerät untersucht, kombiniert nur das, was in der Natur bereits vorhanden ist, und 
es wäre unsinnig, zu denken, daß bei Abwesenheit eines ‚‚Beobachters‘‘ die quan- 
tenmechanischen Gesamtheiten ihren Sinn verlieren würden. 

Wo immer in der Natur eine solche Situation verwirklicht wird, in der die spek- 
trale Zerlegung einer ursprünglichen Gesamtheit eintritt, kommt es zur Bildung 
neuer Gesamtheiten, die durch neue Merkmale bestimmt sind, d.h., es geht das vor 
sich, was man als ‚Einmischung der Messung‘ zu bezeichnen pflegt. Ob dieser Vor- 
gang von einem Beobachter verfolgt wird oder nicht, steht in keinem Zusammen- 
hang mit der objektiven Erscheinung als solcher. 
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8 18. Lineare selbstadjungierte Operatoren 


Wie wir sahen, ist es im Gebiet der Quanten nicht möglich, Impuls und Koordi- 
nate von Teilchen gleichzeitig genau zu bestimmen. Dieser Umstand kommt auch 
in der formalen Seite der Theorie zum Ausdruck: Das mathematische Rüstzeug der 
Quantenmechanik unterscheidet sich stark von dem der klassischen Mechanik, in 
der die Angabe eines Größenpaars p, x für ein Teilchen sinnvoll war. Wenn wir jetzt 
zur genaueren Behandlung dieses Rüstzeugs schreiten, wählen wir als Ausgangs- 
punkt die Ausdrücke für die Mittelwerte der Koordinaten- oder Impulsfunktionen 
im Zustand » (x, y,2), die im $13 eingeführt wurden. Dort hatten wir für den 
Mittelwert der Koordinatenfunktion eines Teilchens die Formel (13, 1) 


F(x,y,2) = [v* (2,92) F(x,y,2)v (x, y,2) dadydz (18, 1) 
und für den Mittelwert der Impulsfunktion die Formel (13, 6) 


“ 


F (Paz, Py: P2) - /w (2,%, F(- nn _ ne. — in.) y (x, y,2) de dydz 
erhalten. 
Diese Formeln erhalten ein gleiches Aussehen, wenn wir die rechtwinkligen Koordi- 
naten des Impulses 9,, ?,, p; durch die Operatoren: 


., 0 ., 6 ., Ö 
P=—ihz;: Din, Pp= —ihz- (18, 3) 


darstellen und dementsprechend (18, 2) in folgender Form schreiben: 


F (Pz, Py» 22) = |Y* (8, Y,2) F(Pz,Py: Po) y(z, y,2)dedyde. (18,4) 


Wir gelangen auf diese Weise zur Darstellung einer Funktion des Impulses 
F (Pz, Py, Pz) durch den Operator F (P., P,: P2). 

Dieses Ergebnis legt den Gedanken nahe, daß auch andere, kompliziertere me- 
chanische Größen L (p,, P,, Pz, %, Y, 2), die sowohl von den Koordinaten wie von 
den Impulsen abhängen, durch Operatoren ausgedrückt werden können. Man kann 
allgemein zeigen, daß alle Wechselbeziehungen zwischen mechanischen Größen in 
der Quantenmechanik durch Operatoren einer bestimmten Klasse dargestellt wer- 
den können. Darin liegt die grundsätzliche Bedeutung der Einführung von Opera- 
toren in die Quantenmechanik. 
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Um die Klasse der Operatoren zu bestimmen, die in der Quantenmechanik vor- 
kommen, wenden wir uns zunächst der allgemeinen Definition eines Operators zu. 
Unabhängig von der konkreten Form werden wir unter einem Operator L ein 
Symbol verstehen, das anzeigt, auf welche Weise einer jeden Funktion u (x) der 
untersuchten Klasse eine andere Funktion v (x) zugeordnet ist. Das wird symbo- 
lisch als Produkt von u und L dargestellt: 


ve=Lu. (18, 5) 


In dieser Gleichung kann L z.B. eine Multiplikation mit x (L =), ein Difteren- 
zieren nach x |L= > ‚das Ziehen einer Wurzel (L=y )}u.a.m. bedeuten. 


Aus der Vielfältigkeit der für die Darstellung mechanischer Größen denkbaren 
Operatoren wird im Gebiet der Quantenmechanik nur eine bestimmte Klässe von 
Operatoren angewandt, und zwar die sogenannten linearen selbstadjungierten 
(anders ausgedrückt: hermiteschen) Operatoren. 

Der Operator L heißt linear, wenn er folgende Eigenschaft besitzt: 


L (c%, + Coüo) =c, Lu, + 09° Lus, (18, 6) 


worin %, und uw, zwei beliebige Funktionen und c, , c, beliebige Konstanten sind. Es 


ist klar, daß das Zeichen / keinen linearen Operator darstellt, dagegen ist — ein 


linearer Operator. 

Die Beschränkung auf lineare Operatoren geht aus dem Prinzip der Zustands- 
überlagerung hervor. Die in (18, 6) ausgedrückte Eigenschaft der Linearität eines 
Operators bedeutet, daß die Ausübung des Operators auf die Überlagerung zweier 
Funktionen u, und %, gleich ist der Überlagerung L (c,4, + Cg%) = 1%, + (ads: 
(worin v, = Lu,, t, = Lu,), d. h., wir fordern, daß bei Anwendung des Operators 
das Überlagerungsprinzip nicht verletzt wird. 

Ein linearer Operator L heißt selbstadjungiert (hermitescher Operator), wenn die 
Gleichung gilt: 


Jar (x) -Lu,(x)dx — [ü, (x) L*uf(x)dx, (18,7) 


worin das Integral über den ganzen Bereich der Variablen zu erstrecken ist und u,* 
und u, zwei beliebige Funktionen sind, die einer recht ausgedehnten Funktions- 
klasse angehören können!). Sind mehrere Variablen vorhanden, so ist unter dr: 
dxdydz ...zu verstehen. 

Die. Bedeutung des Selbstadjungiertseins liegt, wie wir später sehen werden, 
darin, daß nur die dieser Bedingung gehorchenden Operatoren fähig sind, reelle 
(nicht imaginäre), also physikalisch sinnvolle Größen darzustellen. 


1) Sie müssen quadratisch integrabel sein, und an den Grenzen des Integrationsbereichs 
müssen die Differentialquotienten verschwinden. 
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II. DIE DARSTELLUNG MECHANISCHER GRÖSSEN DURCH OPERATOREN 


Wir wollen die Eigenschaft (18, 7) am Beispiel des Impulsoperators p, = — ih n2 


erläutern. Wir haben 


fer pr uda -— in [ut Gear 


+ +0 oo 
=|-inuf u +ih nl de- Ug* Px* u de, 
(da U I (+) =w(+%) =0]. Somit ist p, ein linearer und selbstadjungierter 


Operator. Es ist leicht zu erkennen, daß der Operator — linear, aber nicht selbst- 


0x 
adjungiert ist, da 
ou dur dur 
+ 27 ——_ = L fu, —ı 
fa 3.50% U,7, ee ar dx. 


Der eingeführten Terminologie folgend, können wir die Grundidee, auf der die 
Anwendung von Operatoren in der Quantenmechanik fußt, wie folgt formulieren: 
Einer jeden mechanischen Größe L ist in der Quantenmechanik ein linearer selbst- 
adjungierter Operator L zugeordnet. Symbolisch drücken wir das folgendermaßen 

aus: 
L—L. (18, 8) 


Haben wir mehrere Operatoren zur Verfügung, so können wir aus ihnen weitere 
bilden. Die Methoden des Aufbaus komplizierterer Operatoren aus einfachen gehen 
aus der Bedeutung der Operatoren selbst hervor und können in Form einfacher 
algebraischer Relationen festgelegt werden: Betrachten wir zwei lineare selbstad- 
jungierte Operatoren A und B. Als Summe dieser beiden Operatoren wollen wir 
einen Operator © bezeichnen, so daß 


Cy =Ay-+ By. (18, 9) 
Symbolisch schreiben wir das wie folgt: 
C=A+B. (18, 10) 


Ist z.B.A= a. und B=x, so folgt aus (18, 9) 


. 0 
ren C. 


Etwas komplizierter ist die Multiplikation zu definieren. Unter dem Produkt aus 
zwei Operatoren A und B werden wir einen solchen Operator C verstehen, daß 


Cy=A(By), (18, 11) 
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d. h., auf » muß zuerst der Operator B und darauf auf das Resultat der Operator A 
angewandt werden. Kann das gleiche Endergebnis durch einen Operator © erzielt 
werden, dann ist C eben das Produkt von A und B. Symbolisch setzen wir also fest: 


C=AB. (18, 12) 


Beispiel: A =: En ‚B=x, dann ist 


Ox 


er , ne ._Oy 
Cy=A(By) =i,, (ev) =iy-+ Zr ve 


woraus folgt: 


1... 0 0) 
E=itieg,=ill+ 252). 


Wesentlich ist, daß das Produkt aus Operatoren von der Reihenfolge der Faktoren 
abhängt. Im angeführten Beispiel haben wir: 


em _,, 9% ‚_;, 0 
Cy=Bi4y) =i12Z,; d.h. re 


Sind daher zwei Operatoren A und B gegeben, so kann außer dem Produkt C 
noch ein anderes Produkt gebildet werden: 


C—=BA. (18, 12°) 


Die festgelegten Regeln gestatten die Durchführung von Additionen, Subtrak- 
tionen und Multiplikationen von Operatoren genau so, wie das in der gewöhnlichen 
Algebra geschieht, mit Ausnahme eines Punktes: im allgemeinen darf die Reihen- 
folge der Faktoren nicht geändert werden. Zum Beispiel ist 


C=(A—-B)\(A+B)=4?—- BA+AB-B>, 
aber nicht A? — B°. 


Eine solche Algebra, in der die Reihenfolge der Faktoren nicht verändert werden 
darf, heißt Algebra nichtvertauschbarer Größen, und die Größen selbst nichtvertausch- 
bar (nicht kommutativ). 


Sind die beiden Produkte C und (© einander gleich, also: 
AB—-BA=0, (18, 13) 


so nennt man die Operatoren A und B vertauschbar (kommutativ). Im gegenteiligen 
Fall heißen sie nichtvertauschbar. Bei der Multiplikation linearer selbstadjungierter 
Operatoren muß berücksichtigt werden, daß im allgemeinen das Produkt nicht auch 
ein selbstadjungierter Operator sein wird. Es gilt: 


1 
AB-,(AB+BA)+,(AB- BA). (18, 14) 
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Unter Verwendung des Selbstadjungiertseins eines jeden der Operatoren A und B 
kann mit Hilfe von (18, 7) bewiesen werden, daß der Operator 


-_(4B+ BA) (18, 15) 


selbstadjungiert ist, und der Operator 
1 
G=;(AB-— BA) (18, 16) 


diese Eigenschaft nicht besitzt, ausgenommen den Fall vertauschbarer Ope- 
ratoren, wo @ = 0 wird. Da ein jeder Operator mit sich selbst vertauschbar ist, so 
folgt aus dem Gesagten, daß eine beliebige (ganze und positive) Potenz eines line- 
aren selbstadjungierten Operators 
Ar=A-A:.... A (18, 17) 
n 
ein Operator der gleichen Art sein wird. 

Unter Anwendung der aufgestellten Regeln können wir, ausgehend von den uns 
bekannten Operatoren p., P,, pP. der rechtwinkligen Impulskoordinaten (18, 3) und 
den Operatoren der Teilchenkoordinaten x, y, 2!) kompliziertere Operatoren L 
bilden, die in der Quantenmechanik den klassischen Koordinaten- und Impuls- 
funktionen L (Pz, Py; P: , X. Y, 2) entsprechen. 

Die Frage, welche physikalische Größe irgendein Operator darstellt, wird durch 
die Eigenschaften dieser Größe und die Methoden ihrer Beobachtung entschieden. 
In jenen Fällen, wo die durch den Operator L dargestellte quantenmechanische 
Größe Eigenschaften besitzt, die denen einer klassischen Größe L analog sind, wird 
für beide Größen der gleiche Ausdruck angewandt. 

Selbstverständlich werden nicht alle linearen und selbstadjungierten Operatoren, 
die aus Pz, P,, P; und &, y, z gebildet werden können, Größen darstellen, die einen 
einfachen physikalischen Sinn haben und einfachen Gesetzen gehorchen. Genau so 


| 2 
liegt der Fall auch in der klassischen Theorie. So besitzt die Größe I die Bedeutung 


der kinetischen Energie und gehorcht (bei Abwesenheit äußerer Kräfte) dem Erhal- 
tungsgesetz, während der Größe px? keine ähnlich allgemeine Bedeutung zuzu- 
messen ist. Sie spielt daher in der Mechanik keine Rolle. 


$ 19. Die allgemeine Formel für den Mittelwert einer Größe 
und für das mittlere Schwankungsquadrat 


Die Formeln (18, 1) und (18,2) geben den Mittelwert in bezug auf die Koordi- 
naten- und Impulsfunktionen für einen willkürlich gewählten Zustand w an. In der 
Quantenmechanik wird angenommen, daß die Formeln allgemeine Gültigkeit be- 
sitzen, d.h. für jede beliebige mechanische Größe Z zutreffen, die durch den Operator 


1) Da die Wellenfunktion als Funktion der Koordinaten x, y, z des Teilchens aufgefaßt wird, 
läuft die Ausübung der ‚‚Operatoren x, y, z“ auf eine einfache Multiplikation mit.x, y oder z hin- 
aus, die Ausübung des Operators F (x, y, z) auf die Multiplikation mit F (z, y, 2). 
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L ausgedrückt ist. Dementsprechend wird der Mittelwert aus den Messungen der 
Größe Lim Zustand y mit Hilfe der Formel | 


L=/y*-Lyde (19, 1) 


bestimmt, wo unter dx das Volumelement im Raum der unabhängigen Variablen 
zu verstehen ist und das Integral über den ganzen Variabilitätsbereich von x ge- 
nommen wird. Es ist klar, daß (18, 1) und (18, 2) Spezialfälle von (19, 1) sind. Um 
(18, 1) aus (19, 1) zu erhalten, muß L=F (x, y, z) gesetzt und unter de: dx dydz 
verstanden werden. Um (18, 2) zu erhalten, muß 


0 ., 0 .„ 0 
L =r(- dry = rm u ir.) 


gesetzt werden. Auf Grund der Eigenschaft der Selbstadjungiertheit des Operators 
L können wir (19, 1) in der äquivalenten Form 


E=fy- Ir yrda 19,7) 


schreiben. (Dazu nehmen wir in (18,7) u* = y*, u, = y). Durch Vergleich von 
(19, 1) mit (19, 1’) folgt, daß | 


L=L*, (19, 2) 
d.h., der Mittelwert der durch einen selbstadjungierten Operator dargestellten 
Größe ist reell. 


Wir erlangen nähere Kenntnisse über Z, wenn wir außer dem Mittelwert Z auch 


noch das mittlere Schwankungsquadrat AL? berechnen, das anzeigt, inwieweit 
im Mittel die einzelnen Meßergebnisse vom Mittelwert abweichen. Wollen wir 


AL? berechnen, so müssen wir einen Operator aufstellen, der die Größe AL? dar- 


stellt. Die Abweichung vom Mittel wird durch AL =L — L definiert. Folglich ist 
der Operator, der sie darstellt, 


AL=L-L. (19, 3) 
Da das Schwankungsquadrat AL? = (L — L)2ist, so wird der Operator für AL? 


(AL”’ =(L- 1} (19, 4) 


sein. Unter Verwendung der allgemeinen Bestimmung (19,1) des Mittelwertes 
finden wir 


AL=(y*- (AL) yde. (19, 5) 


Kennen wir also den Operator L, so können wir auch AL? berechnen. 
Die Größe AL? muß positiv sein. Das ist leicht zu beweisen, wenn wir die Selbst- 
adjungiertheit des Operators L heranziehen. Da L eine Zahl ist, so ist der Operator 
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AL ebenfalls selbstadjungiert. Benutzen wir daher (18, 7) und setzen, wir in (19, 5) 
y* =uf, ALy = u,, so finden wir: 
AD = ((ALy) (AL* yr)de =[|ALyl2de; (19, 6) 


da aber |ALy]|? = 0, so folgt aus (19, 6), daß 
AL>0, (19, 7) 


d.h., wie es auch sein muß, das mittlere Schwankungsquadrat ist stets positiv oder 
gleich Null. 


$ 20. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Operatoren 
und ihr physikalischer Sinn. Das ‚„‚Quanteln“. 


Die Formeln des vorhergehenden Paragraphen geben die Ausdrücke für den 
Mittelwert L und das mittlere Schwankungsquadrat AL? wieder. Diese Formeln 
sagen nichts darüber aus, welche Werte die Größe L bei den einzelnen Messungen 
annehmen wird. 

Um die möglichen Werte für L zu finden, betrachten wir solche Zustände y7,, in 
denen die uns interessierende Größe nur einen Wert L besitzt. In solchen Zuständen 
ist die mittlere quadratische Abweichung AL? =0. Folglich haben wir auf Grund 
von (19, 6) für diese Zustände 


fldLyı?dz =0. (20, 1) 
Da unter dem Integral eine reelle positive Größe steht, so folgt aus (20, 1): 
| A L VL > =. 


Aber der absolute Betrag einer komplexen Zahl ist nur dann gleich N ull, wenn die 
Zahl selbst gleich Null ist. Daher erhalten wir: 


ALvı —=( 


oder, unter Berücksichtigung des Wertes (19, 3) für den Operator (19,3) und des 
Umstandes, daß im untersuchten Zustand Z =L ist, endgültig 


Lyır = Lvı. (20, 2) 


Da L ein Operator ist, stellt die von uns gefundene Gleichung eine Differential- 
gleichung zur Ermittlung der Wellenfunktion y, jenes Zustandes dar, in dem die 
vom Operator dargestellte Größe den Wert L besitzt. 

Bekanntlich ist die Lösung einer Differentialgleichung nur dann eindeutig be- 
stimmt, wenn Randbedingungen gegeben sind}). 

Andererseits gibt bei gegebenen Randbedingungen eine lineare Differential- 
gleichung Ly = Ly im allgemeinen nicht für alle Werte des Parameters L eine 
nichttriviale (d.h. von Null verschiedene) Lösung, sondern nur für einige beson- 


1) Gemeint sind Gleichungen, die keine zeitlichen Ableitungen enthalten, so daß die Angabe von 
Anfangswerten fortfällt. 
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dere: L=L,, La, Ls; - . ., Zn, - . : Die entsprechenden Lösungen y,, %g, Yas - - -, 
Y%n,... nennt man die Eigenfunktionen und die Parameterwerte L,, L,, Ly,..., 
In ..., mit denen diese Lösungen gefunden werden, die Eigenwerte des Parameters 
L der Gleichung. 

Das bekannteste Beispiel einer solchen Aufgabe ist die Frage nach den Schwin- 
gungen einer an beiden Enden befestigten Saite. Die Bewegungsgleichung hat in 
diesem Falle die Form 

deu 


| 2 
sodaß L= und L = —k? ist. Der Bereich, in dem die Lösung gesucht wird, 


ist0 s x sl, worin ! die Länge der Saite ist. 
Die Randbedingungen sind dann u =0 bei x =0 und x =!. Die Eigenfunk- 


tionen für eine solche Aufgabe sind v„ (x) = sin "IE unddie Eigenwerte , = — k2 
un? ı 
=- 9,9% =12,3...). 


In der Quantenmechanik wird die Wellenfunktion stets im ganzen Variabilitäts- 
bereich ihrer Argumente bestimmt (z. B. für » (x, y,2)im Bereich: — o <x<-+ o, 
_-—o<y<+t»,—o<2z<-+ 0»; im Falle räumlicher Polarkoordinaten wird 
v(r,d,o) im Bereich 0Osr <»,0 sd <n, 0 sp s2r u.ä. bestimmt). Wir 
können aber in der Quantenmechanik die Randbedingungen nicht so unmittelbar 
formulieren, wie das in den klassischen Aufgaben über die Schwingungen von 
Körpern geschieht. 

Es läßt sich jedoch zeigen?), daß aus der Forderung nach der Erhaltung der ge- 
samten Teilchenzahl einige natürliche Bedingungen für die Wellenfunktionen her- 
vorgehen, die den Randbedingungen gleichbedeutend sind. Diese Forderung be- 
steht darin, daß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, 
nicht von der Zeit abhängen darf, d.h. daß 


—[y* yär=0, (20, 4) 


wobei hier das Integral über den ganzen Variabilitätsbereich der Argumente der 
»-Funktion genommen wird, so daß es gleich der Wahrscheinlichkeit ist, daß das 
Teilchen sich irgendwo befindet. Wesentlich ist dabei, daß die Bedingung (20, 4) nur 
dann erfüllt werden kann, wenn die Wellenfunktion hinreichend ‚‚vernünftig‘‘ ist, 
und zwar: l. wenn sie im ganzen Variabilitätsbereich der Veränderlichen endlich 
ist, abgesehen vielleicht von einigen (singulären) Punkten, wo sie aber nicht allzu 
stark®) unendlich wird; 2. wenn sie hinreichend oft stetig differenzierbar ist, wobei 


1) Das Problem der Ermittlung von Eigenwerten ist eingehend behandelt in [15] und [53] 
III. und IV. Band. 

2) Siehe Anıhang VIII. 

3) Verschwindet die Wellenfunktion nicht im Unendlichen (z. B. eine ebene DE BROGLIEsche 
Welle), so müssen an Stelle von 9 zur Berechnung des Integrals (20, 4) die sogenannten „‚Eigen- 
differentiale‘‘ eingesetzt werden [siehe Anhang III (12) und (12°), wo die Regel für die Normie- 
rung nicht unendlich werdender Wellenfunktionen aufgestellt ist]. 
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die Differentialquotienten ebenfalls in. einzelnen Punkten nicht allzu steil dem 
Unendlichen zustreben sollen; 3. wenn sie eindeutig ist. Schärfer, aber für die 
Zwecke der nichtrelativistischen Quantenmechanik hinreichend, können diese 
Forderungen wie folgt formuliert werden: 

1. Endlichkeit, 2. Sietigkeit und 3. Eindeutigkeit der Wellenfunktion im ganzen 
Variabilitätsbereich ihrer Argumente. 

Diese höchst bescheidenen Ansprüche, die an die Lösungen der Gleichung (20, 2) 
gestellt werden, führen schon dazu, daß in vielen Fällen Lösungen mit den ange- 
führten Eigenschaften nicht bei allen Werten von L, sondern nur bei einigen aus- 
gesuchten Z=L,, Lg, La, . . ., In, . . . vorkommen. Wir gelangen damit zur Auf- 
gabe, die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Gleichung (20, 2) auf Grund der 
natürlichen Forderungen zu ermitteln, die aus der Bedingung nach der Erhaltung 
der Teilchenzahl hervorgehen (20, 4). 

Statt von den ‚„Eigenfunktionen einer Gleichung‘ und ‚Eigenwerten des Para- 
meters der Gleichung‘‘ werden wir in der Regel von den Eigenfunktionen und Eigen- 
werten des Operators L sprechen, der die Form der Gleichung (20, 2) bestimmt. 

Wir werden annehmen, daß keine anderen Werte der Größe Lim Versuch beob- 
achtet werden können als solche, die Eigenwerte des Operators darstellen. Mit 
anderen Worten, in der Quantenmechanik wird postuliert, daß die Gesamtheit der 
Eigenwerte L, , La, - . -, Uns - . . des Operators L identisch ist mit der Gesamtheit aller 
möglichen Meßergebnisse der mechanischen Größe L, die durch den Operator L dar- 
gestellt wird. 

Das ist gerade jenes Postulat, mit dessen Hilfe-die Verbindung zwischen der Dar- 
stellung von Größen durch Operatoren und dem Versuch hergestellt wird: Die 
Mathematik ermöglicht es, ein System von Eigenwerten vorauszusagen, und der 
Versuch ermöglicht die Überprüfung, ob die Voraussage der Theorie der Wirklich- 
keit entspricht. 

Die den Eigenwerten L, , L,,... ., In, . . . entsprechenden Zustände werden durch 
die Eigenfunktionen %,, %9,... ., Ya, . .. definiert. In jedem dieser Zustände ist 


AL?=0 und die Größe L besitzt nur einen ihrer entsprechenden Werte Z,, 
Less = 

De Spektrum kann diskret sein, wenn nur einzelne Werte L,,L,,..., Ins: . 
möglich sind, oder aus einzelnen Strecken bestehen, so daß die möglichen Werte für L 
in den Intervallen L,sL<sL,l, sL<sL, allgemein IL „<_L< L,;ı liegen. 
Es kann schließlich kontinuierlich sein, wenn alle Werte von L möglich sind. Sind 
die möglichen Werte diskret, so sagt man, daß die Größe geguantelt ist. 

In der primitiven Theorie Bonss fehlten die Methoden, die es gestatteten, die 
Frage der möglichen Werte einer bestimmten Größe in allgemeiner Form zu lösen, 
d.h. die Quantenwerte dieser Größe zu finden. Die moderne Quantenmechanik löst 
diese Frage vollständig, indem sie sie auf die rein mathematische Aufgabe der Be- 
stimmung der Eigenfunktionen und Eigenwerte von Operatoren, die mechanische 
Größen darstellen, zurückführt, 

Aus der Selbstadjungiertheit des Operators L folgt, daß die beobachteten Werte 
von L reell sind: 


IL=L; oder L=L*. (20, 5) 


In der Tat kann der Eigenwert L, (oder L) als Mittelwert der Größe L im Eigen- 
zustand %, (oder entsprechend %;) betrachtet werden. Der Mittelwert einer Größe, 
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die durch einen selbstadjungierten Operator dargestellt wird, ist aber reell [s. (19,2)]. 
Damit ist die Bedeutung der Selbstadjungiertheit von Operatoren erklärt: 
selbstadjungierte Operatoren stellen reelle Größen dar. 


8 21. Die Grundeigenschaften der Eigenfunktionen 


Wir betrachten nun die wichtigsten Eigenschaften von Funktionen selbstadjun- 
gierter Operatoren. Wir beschränken uns zunächst auf den Fall des diskreten Spek- 
trums. Es seien zwei Funktionen u, und %, gegeben. Diese Funktionen werden 
orthogonal genannt, wenn 

| fuawde=0, (21,1) 


worin das Integral über den ganzen Variabilitätsbereich der Veränderlichen ge- 
nommen ist. Der Einfachheit halber wollen wir alle Variablen mit dem einzigen 
Buchstaben x bezeichnen. 

Wir beweisen nun den Satz, daß die Eigenfunktionen y, und y„ eines selbstad- 
jungierten Operators L, die zu verschiedenen Eigenwerten L, und L,„ gehören, 
zueinander orthogonal sind, d.h. 


[vum vn dz =0. (21, 2) 


Wegen der Voraussetzung, daß y, und y„ Eigenfunktionen sind, können wir 
schreiben: | 
Lym = Im Ym; LYyn = Lan Yn- (21, 3) 


Aus der ersten Gleichung erhalten wir die komplexe Adjungierte 
L* pn = Im ym. (21, 3°) 


(Wir erinnern daran, daß nach (20, 5) L„ = L ist.) Multiplizieren wir die zweite 
der Gleichungen (21, 3) mit um und (21,3’) mit y„ und ziehen wir das zweite so er- 
haltene Produkt vom ersten ab, so bekommen wir: 


um’ Lynn — Un’ L*yn —— (L, — Lnm) vum Un: 


Integrieren wir diese Gleichung über den ganzen Variabilitätsbereich, so erhalten 
wir 


[un Lyndz — [yn* L* ymdz = (In — Im) [ ym nie. 


Infolge der Selbstadjungiertheit von Z ist die linke Seite gleich Null (in der Glei- 
chung (18,7), diedie Selbstadjungiertheit definiert, ist zusetzen: ym — U, Yn = Us). 
Folglich ist 


(In — In) [Ym de =0. (21,4) 


Da L„+ L„, so ist der Satz und damit die Richtigkeit von (21, 2) bewiesen. 
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Die Eigenfunktionen eines diskreten Spektrums werden stets quadratisch inte- 
grabel sein, wir können sie daher auf Eins normieren: 


[vi mdr=1. (21,5) 


Diese Gleichung kann mit der Gleichung (21, 2) vereinigt werden: 


[um vn dx = Ömn, (21,6) 


worin das Zeichen ö„„n bedeutet: 


Öönn—=]l wenn n=m; | @1,7) 


Ömn=0, wenn n+m. 


Die Systeme von Funktionen, die (21, 6) erfüllen, werden wir als orthogonale und 
normierte Funktionssysteme bezeichnen. 

. In der überwiegenden Mehrzahl von Fällen, die in der Quanteninechanik vorkom- 
men, gehören zum Eigenwert L,„ eines Operators L nicht eine Funktion y,, sondern 
mehrere Eigenfunktionen %9,,, Yna» - - © Unks + + +» Yapı - . . Solche Fälle heißen ent- 
artei. Wenn dem Wert L =[L, f Eigenfunktionen entsprechen (f > 1), so spricht 
man vom Bestehen einer f-fachen Entartung. Der physikalische Sinn der ‚„Ent- 
artung‘‘ liegt darin, daß ein bestimmter Wert der Größe L = L„in verschiedenen 
Zuständen verwirklicht werden kann. 

Der von uns bewiesene Satz von der Orthogonalität der Eigenfunktionen bezieht 
sich nur auf Funktionen, die verschiedenen Eigenwerten zugehörig sind. Im Falle 
der Entartung beziehen sich die Funktionen 9,5 (k =1,2...f) auf den gleichen 
Eigenwert L,: 

Lin = In ya; k=12,...,f. (21, 8) 


Sie werden daher im allgemeinen nicht orthogonal sein. Es läßt sich jedoch be- 
weisen!), daß diese Funktionen stets so gewählt werden können, daß auch sie ortho- 
gonal zueinander sind: 


[Y*nr YnkIX = Örr. (21,9) 


Daher kann die Bedingung (21, 6) stets als erfüllt angenommen werden, wenn man 
unter m und n im allgemeinen Fall nicht einen Index versteht, sondern die Gesamt- 
heit der Indizes, die die Eigenfunktion charakterisieren (z. B. an Stelle von m zwei 
Indizes m und X’, an Stelle von n ebenfalls zwei Indizes n und %). 

In dem Falle, wo der Operator L kontinuierliche Eigenwerte besitzt, sind die 
bewiesenen Sätze nicht unmittelbar anwendbar. Aber auch in diesem Falle besitzen 
die Eigenfunktionen Eigenschaften, die denen der Funktionen des diskreten Spek- 
trums analog sind. 

Die Eigenfunktionen eines kontinuierlichen Spektrums lassen sich nicht durch- 
numerieren. In diesem Falle hängen die Funktionen vom Eigenwert L wie von 
einem Parameter ab, sodaß wir setzen können. 


vı()=y(sL), (21, 10) 
1) Vgl. Anhang II. 
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worin mit x die Variablen bezeichnet sind, in denen der Overator L ausgedrückt ist. 

Die Eigenschaften der Orthogonalität der Eigenfunktionen eines kontinuier- 
lichen Spektrums lassen sich am einfachsten mit Hilfe des besonderen Symbols 
ö (L’ — L) ausdrücken, daß die Drracsche Ö-Funktion oder kürzer 6-Funktion ge- 
nannt wird. Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften: 


b 
fransw—-DauV=0, 
a 
wenn der Punkt L’ = L außerhalb des Intervalls (a, b) liegt, (21, 11) 
b 
jr —-Dal’=f(L), 
[77 


wenn der Punkt L’ = L innerhalb des Intervalls (a, b) liegt, worin f(L’) eine be- 
liebige (hinreichend glatte) Funktion ist. Es läßt sich beweisen!), daß die Funk- 
tionen y (X, L) eines kontinuierlichen Spektrums so normiert werden können, daß 


fe I) y(s,D)de=ö(0’ —L). (21,12) 


Diese Gleichung ist analog der Gleichung (21, 6), denn aus (21, 11) folgt (unter der 
Annahme, daß f(L’) =]1) überall ö(L’— L) =0, mit Ausnahme des Punktes 
L' =L, wo ö unendlich wird. Somit spielt das Symbol ö (L’ — L) die gleiche 
Rolle, wie das Symbol ö„„ im Falle des diskreten Spektrums. 

In der Mathematik wird bewiesen, daß das System der Eigenfunktionen einer 
sehr ausgedehnten Klasse von Operatoren nicht nur ein System orthogonaler 
Funktionen, sondern auch ein vollständiges System darstellt. 

Das bedeutet, daß eine beliebige Funktion % (x), die im gleichen Gebiet der 
Variablen definiert und den gleichen Grenzbedingungen unterworfen ist wie die 
Eigenfunktionen %, (x), als Reihe dieser Eigenfunktionen dargestellt werden kann: 


va=L apa). (21, 13) 


Unter Zuhilfenahme der Orthogonalität der Funktionen y, können wir die Koeffi- 
zienten c„ bestimmen und damit die Reihe finden, die y (x) darstellt?). 


Zu diesem Zweck multiplizieren wir (21, 13) mit um (x) und integrieren über den 
ganzen Bereich: 


[vm (2) v(@) dx = I 0m | Ym (2) yn (2) de. 


1) Vgl. Anhang III. 

2) Wir beschränken uns auf den Hinweis der Methode zur Auffindung der Koeffizienten c, der 
Reihe (21, 13). Bezüglich der Vollständigkeit des Systems der orthogonalen Funktionen und 
der Konvergenz der dargestellten Reihe zur Funktion % (x) vgl.: [15]. Der Ausdruck ‚‚Vollstän- 
digkeit des Systems‘ (mitunter sagt man „Abgeschlossenheit” des Systems) kann leicht durch 
folgende Überlegung verdeutlicht werden. Nehmen wir an, wir haben eine Folge orthogonaler 
Funktionen, die mit der Folge y„ übereinstimmt, aber beispielsweise die Funktion y, (n = 1) 
nicht enthält. Dieses System von Funktionen (ya, %g, - .-, %n; . ..) wird wie das System (9,, 
Wgee.nen Yns «. .) Orthogonal sein, aber nicht vollständig, da in ihm eine beliebige Funktion (und 
zwar hier y,) nicht als Reihe dargestellt werden kann. Der Beweis der Vollständigkeit eines 
Systems besteht gerade darin, das Fehlen solcher Auslassungen nachzuweisen. 
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Infolge der Orthogonalität und Normierung der Funktionen y, werden die Inte- 
grale, die unter dem Summenzeichen stehen, gleich ö,„,„ (vgl. 21, 6) und somit 


[vn (*) Y (%) de = > CH Önn = Cm: 
Rn 
Daraus erhalten wir, indem wir den Index m durch n ersetzen: 


Cn — (yn* (2) y(a)der. (21, 14) 


Wenn wir also y und das System der orthogonalen Funktionen %, kennen, kön- 
nen wir alle Amplituden c, bestimmen, die in der Reihe (2], 12) vorkommen. Ein 
Spezialfall solcher Entwicklung nach orthogonalen Funktionen sind die FOURIER- 
schen Reihen. 

Im Falle eines kontinuierlichen Spektrums findet die Entwicklung durch ein 
Integral statt, daseinem FourIegschen Integral gleicht. Und zwar istin diesem Fall 


m fe (L)y(x,L)dL. (21, 15) 


Zur Ermittlung der Koeffizienten c (L) multiplizieren wir (21, 15) mit y* (x, L) 
und integrieren über x: 


[v* (x, L) y(x) dx = /e (L)dL [pr (z,L’)y(x,L)dx 
=/[c(DdL-&(U’—-D=e(l). 


Vertauschen wir hier die Bedeutung der Zeichen L und L’, so erhalten wir end- 
gültig: 
— (y* (@, L) y (a) de. (21, 16) 


Die von uns gefundenen Darstellungen einer beliebigen Funktion in Form der 
Entwicklungen (21, 13) und (21, 15) nach Eigenfunktionen von Operatoren führen 
zu einer sehr wichtigen Schlußfolgerung: Ein beliebiger Zustand, der durch eine 
Wellenfunktion y (x) ausgedrückt ist, kann in der Form (21,13) und (21, 15) 
durch Überlagerungen von Zuständen dargestellt werden, die bestimmten Werten 
irgendeiner mechanischen Größe entsprechen. In der Tat sind die Zustände %% 
oder » (x, L) ihrer Definition nach Zustände, in denen eine gewisse mechanische 
Größe L einen bestimmten Wert 7, besitzt (oder L entspricht). Und die Ausdrücke 
(21, 13) und (21, 15) stellen y (x) als Summe (oder Integral) dieser Teilzustände dar. 


$ 22. Die allgemeine Methode zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten 
von Meßresultaten 


Im Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man den Mittelwert einer beliebigen 
durch einen Operator dargestellten Größe findet und wie die möglichen Eigenwerte 
L,; La; : : :, In, - . . gefunden werden. Jetzt gehen wir dazu über, die Wahrschein- 
lichkeiten dafür zu berechnen, daß in einem Zustand % (x) als Ergebnis einer dureh- 
geführten Messung der mechanischen Größe L der Wert L = _L, festgestellt wird. 
Die Berechnung benutzt das Prinzip der Überlagerung von Zuständen. Die Eigen- 
funktionen des Operators L mögen , (x) sein. Auf Grund der Vollständigkeit und 
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Orthogonalität dieser Funktionen können wir die Wellenfunktion y als Überlagerung 


Y(2) = N nn (2) (22, 1) 
Rn 
darstellen. Für die konjugierte Funktion erhalten wir: 
y* (2) = ck y* (2) (22, 1’) 
N 


(worin m die gleichen Werte durchläuft wie n). 
Setzen wir diese Ausdrücke für y und »* in die Formel für den Mittelwert der 
Größe Lim Zustand % ein, so finden wir: 


L=/|y* -Lydz= II cm on| Ym’ Lynde. (22, 2) 
n m 
Da %, Eigenfunktion des Operators L ist, so ist 
LYyn = In Yn- (22, 3) 


Unter Verwendung von (22, 3) und der Orthogonalität der Funktionen Y,, und %, 
erhalten wir an Stelle von (22, 2) 


L=)YY, CH On In Öömn= N cn Gr; 
n m N " 
d.h. 
E=3 |m|?L,. (22,4) 
n 


Ferner erhalten wir, wenn wir (22, 1) mit (22, 1’) multiplizieren und über den gan- 
zen Bereich integrieren: 


1=/9* vd = ZZ cm Ym Ind DZ chin ömn= DB ||? 
oder 
Seel (22, 5) 


Bezeichnen wir andererseits mit w (Z,) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine be- 
liebige Größe Z einen der möglichen Werte L, annimmt, so erhalten wir auf Grund 
der allgemeinen Definition des Mittelwertes: 


L=3w(L,) I (22, 6) 
mit der Bedingung i 
Zv(L)=1. (22,7) 
Der Vergleich von (22, 6) und (22, 7) mit (22, 4) und (22, 5) zeigt!), daß 
w(L,) = |en |?. (22, 8) 


Die Wahrscheinlichkeit, den Wert einer Größe L gleich einem ihrer möglichen Werte L, 
zu finden, ist gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der Amplitude des Eigenzu- 


1) Für einen strengen Vergleich zwischen (22, 6) und (22, 4) muß ein Operator untersucht wer- 
den, der eine Funktion von L und bei L = Z„ gleich 1 und bei L = Z gleich 0 ist. Das Mittel eines 
solchen Operators ist nach (22,4) gleich | c, |? und nach (22, 6) gleich W,,, woraus folgt: |c„ |?= W„. 
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standes y„. Mit anderen Worten, diese Wahrscheinlichkeit wird durch die Intensität 
| Cn|? bestimmt, mit der der Eigenzustand %, im Zustand y vertreten ist. 

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit für einen gewissen Wert einer Größe, 
die ein kontinuierliches Spektrum besitzt, gehen wir völlig analog wie im Falle des 
diskreten Spektrums vor. Und zwar zerlegen wir den zu untersuchenden Zustand 
in die Eigenfunktionen » (x, L) des Operators L: 


y(@a)=[c(D)y(s,D)dL, (22, 9) 
wobei » (x, L) auf die ö-Funktion und | y|? auf Eins normiert sind. 
Berechnen wir wieder den Mittelwert Z im Zustand y: 
L=/|y*- Lyde = [[e* (D)y*(&, D)dL’-Lje(D) y(z, L)dLde; 
und da y (x, L) Eigenfunktion ist, so ist 
Ly(z,L)=Ly(x,L). 


Setzen wir dieses Ergebnis in den vorhergehenden Ausdruck für Z ein und ver- 
tauschen die Reihenfolge der Integration, so erhalten wir: 


L=[[ec*(L’)e(D)dL’dL-L[y*(&,L’)y(,L)d« 
und nach (21, 12): 
L=[[e*(D’)e(LD)dV’dLLö(U—L). 
Auf Grund der Eigenschaften der ö-Funktion folgt hieraus: 
Z=[|e(Z)® LaL. (22, 10) 
Auf ähnliche Weise erhalten wir 
1=/[y* yar=[dx[c* (D’) y* (&, D’)dL’-[e(L)y(z,L)dL = 


=/[[e* (I)e(L)dL’dL-5(U’—L)=[|c(L)|?dL, 
d.h. 


fleDPaL=1. (22, 11) 
Ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Wert einer beliebigen kontinuierlich 


veränderlichen Größe zwischen Z und L+ dL liegt, gleich w (L) dZL, so ist auf 
Grund der allgemeinen Definition des Mittelwertes | 


L=/w(L)LdL (22, 12) 
mit der Bedingung 
fu (DdL=1. (22, 13) 
Vergieichen wir (22, 12) und (22, 13) mit (22, 10) und (22, 11) so erhalten wir: 
w(L)dL=|e(L)|dL. (22, 14) 


74 


$23. DIE BEDINGUNGEN FÜR DIE MÖGLICHKEIT EINER GLEICHZEITIGEN MESSUNG 


Auf diese Weise gelangen wir auch im Falle eines kontinuierlichen Spektrums zu 
einer statistischen Interpretation der Intensitäten | c (L) |? der Eigenzuständet). 

Die oben angeführten Formeln gelten nur für eine reine Gesamtheit, die durch 
eine Wellenfunktion y» (x) charakterisiert ist. Für eine gemischte Gesamtheit 
müssen diese Formeln allgemeiner gefaßt werden. 

Wir nehmen eine gemischte Gesamtheit an, die aus reinen %,, Ya, .- -, Yas--- 
gebildet ist, dieim Verhältnis P,, P,,..., Px,... vermischt sind. Wenn die Wahr- 
scheinlichkeit, einen Wert L, einer gewissen Größe L zu finden, in der reinen Ge- 
samtheit %, gleich w, (L„ ) ist, so wird die Gesamtwahrscheinlichkeit, L =_L, in 
der gemischten Gesamtheit zu finden, gleich 


w(I.)=2 P«w. (DL). (22, 15) 


Auf ähnliche Weise erhalten wir für eine Größe, die ein kontinuierliches Spektrum 
besitzt 


w(L)dL=N P,w,(L)dL, ‘(22, 16) 
wobei “ 
Wx (In) =| Can 1°; Wu (Z) = |Cz (L) [? (22, 17) 


ist. Darin sind c.„ bzw. c, (L) die Amplituden der Eigenfunktionen %, (x) des Ope- 
rators bzw. der Funktionen % (x, L) in der Zerlegung von y, (x). Nach den Formeln 
(22, 15) und (22, 16) ist der Mittelwert L in einer gemischten Gesamtheit gleich 


L=N P,L,. (22, 18) 
worin L, den Mittelwert von L in der reinen Gesamtheit y, bedeutet: 


L,=[yeLy.de. (22, 19) 


$ 23. Die Bedingungen für die Möglichkeit einer gleichzeitigen Messung 
verschiedener mechanischer Größen 


Wir sahen, daß in der Quantenmechanik keine Teilchenzustände existieren, in 
denen der Impuls und die ihm entsprechende Koordinate gleichzeitig einen be- 
stimmten Wert haben. In einer gleichen, sich gegenseitig ausschließenden Bezie- 
hung stehen auch viele andere Größen zueinander. Denn: damit gleichzeitig Zu- 
stände bestehen, in denen zwei Größen L und M gleichzeitig bestimmte Werte be- 


sitzen, d.h. daß AL? und AM? —=0 ist, ist es erforderlich, daß die Wellenfunk- 
tion eines solchen Zustands eine gemeinsame Eigenfunktion der Operatoren L und 


1) Wir bemerken, daß die Formel (22, 14) die Formel (12, 4) für die Impulswahrscheinlichkeit 
als Spezialfall enthält. In der Tat ist c (p,, P,, ?z) die Amplitude des Zustandes mit einem be- 
stimmten Impuls, d.h. mit anderen Worten des Eigenzustandes des Impulsoperators. Daher be- 
sitzen c (Pz. ?y, 92) und c(L) in (22, 14) einen analogen Sinn. Zum Übergang von (22, 14) zu 
(12, 4) genügt es, unter L die drei Impulskomponenten 9,, ?y, ?; und dementsprechend unter dL 
das Produkt dp, dp, dp; zu verstehen. 
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M ist. Aber die Gleichungen für die Eigenfunktionen der Operatoren L und M: 
Lyn=Ly; und Myy—=Myu (23,1) 


besitzen im allgemeinen verschiedene Lösungen y; + yn- 

Daher wird in den Zuständen y; mit einem bestimmten Wert von L (AL? =0) 
die Größe M keinen bestimmten Wert haben (AM? >0) und umgekehrt im Zu- 
stand yy mit einem bestimmten Wert von M (AM? =0) die Größe L keinen be- 
stimmten Wert (AL? > 0). 

Nur in besonderen Fällen haben zwei Größen Z und M gleichzeitig je einen be- 
stimmten Wert (dazu muß yy = vr sein). Es läßt sich zeigen, daß die Bedingung 
dafür, daß zwei Größen L und M stets gleichzeitig bestimmte Werte besitzen, in der 
Vertauschbarkeit ihrer Operatoren L und M besteht. Anders gesagt, muß die Opera- 
torgleichung!) 


LM=-ML (23, 2) 
gültig sein. Ist dagegen 
LM=+ML, (23, 3) 


so können die Größen Z und M (von Ausnahmefällen abgesehen) nicht gleichzeitig 
bestimmte Werte besitzen. 

Zwei Größen, die durch vertauschbare Operatoren dargestellt sind, können, wenigstens 
im Prinzip, gleichzeitig gemessen werden. Zwei durch nichtvertauschbare Operatoren 
dargestellte Größen sind nicht gleichzeitig meßbar. Die Messung der einen dieser bei- 
den Größen, der Größe L, führt zum Zustand y,. Messen wir in diesem Zustand M, 
so erhalten wir einen neuen Zustand yy, der mit dem Ausgangszustand 7; nicht 
übereinstimmt. Anders gesagt: Die Messung der einen der beiden Größen verändert 
den Zustand des Systems so, daß der Wert der anderen Größe unbestimmt wird. 

Wir sehen, daß auch im allgemeinen Fall ein Einfluß der Meßvorrichtung auf den 
Zustand des Systems besteht, ähnlich dem von uns früher (vgl. $$ 14, 15) unter- 
suchten Beispiel der Messung von Impuls und Koordinate. Daher muß jede Vor- 
richtung, die in der Quantenmechanik zur Messung mechanischer Größen von 
Partikeln, verwendet wird, sorgfältig untersucht werden, und zwar hinsichtlich der 
Bedeutung der mit ihrer Hilfe gewonnenen Meßergebnisse und hinsichtlich jener 
Zustandsänderungen des Systems, zu denen sie führen kann. Alle Urteile dogma- 
tischer Art, die nicht auf einer exakten Analyse der benutzten Apparatur beruhen, 
können zu Fehlschlüssen führen. 


$ 24. Die Operatoren der Koordinaten und der Impulse von Partikeln 


Wenn wir die Wellenfunktion als Funktion der Teilchenkoordinaten auffassen, 
so ist der Operator der Teilchenkoordinate x die Zahl x selbst. Wenn man die Aus- 
sage der Funktion F (x, y,z) über die Teilchenkoordinaten als Operator ausübt, so 
reduziert sie sich einfach auf eine Multiplikation von F (x, y, z) mit y (z, %, 2). 

Bei dieser Wahl der Variablen?) in der Wellenfunktion werden die Opera- 


1) Siehe Anhang IV. 
2) Die Möglichkeit einer anderen Wahl unabhängiger Variablen in der Wellenfunktion wird in 
Kap.VII untersucht. 
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toren der rechtwinkligen Koordinaten des Teilchenimpulses nach $ 13 folgende 
sein: 
{) 9) 


., 0 
Pı = ih Sn Py = Zum pP: = en, (24, 1) 


oder in vektorieller Form: 
b= —-ihv, (24, 1’) 
worin v der Operator des Gradienten (,,Nabla-Operator‘‘) ist. 
Die Operatoren der Impulse und Koordinaten folgen bestimmten Vertauschungs- 
relationen, die das Rechnen mit ihnen sehr erleichtern. 
Es sei y (x, y, z) eine Wellenfunktion. Dann haben wir: 


_ . Oy u ...Oy 
x (P: Y) u u —ihazn 

a ® 0 Br . Oy . 
pP: (xy) = sn (ty) = ihr — hy. 


Subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten, so finden wir: 


(2Pz — Pı?)y=tihy, 


d.h.: | 
ZPz: —Pıx =ih, (24, 2) 
und auf analoge Weise 
YPy —Pyy ih, (24, 2°) 
2P; —Pı2 —ih. (24, 2°) 


Diese Vertauschungsrelationenheißen die HEISENBERGSschen Vertauschungsrelationen. 
Es ist leicht zu sehen, daß 


zp, —Ppyx —0, (24, 3) 
YPz: — P:y =9, (24, 3°) 
2P: — Pr? u) (24, 3”) 


USW. 

Auf ähnliche Weise lassen sich die allgemeineren Vertauschungsrelationen für 
eine beliebige Funktion F(x, y,2) und die Impulsoperatoren finden. Und zwar 
ergibt sich: 

OF 


FPp: — D:F = ihn; (24, 4) 

„OF ; 
Fp, — p,F wire (24, 4°) 
Fp. — p:F = n (24, 4”) 


Aus diesen Beziehungen folgt, daß der Impuls nicht gleichzeitig mit einer Koordi- 
natenfunktion meßbar ist, wenn letztere jene Koordinate enthält, in deren Richtung 
man den Impuls messen will. 


1) Siehe Anhang III, Formel (20). 
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Bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators der Impuls- 
koordinate in Richtung einer Achse (z. B. der x-Achse)! Nach dem in $ 20 Gesagten 
besitzt die Gleichung für die Eigenfunktionen des Impulsoperators folgende Form 


Pı:% = Pı%, (24, 5) 


worin 9, den Eigenwert darstellt. Berücksichtigt man den Ausdruck für 9,, so er- 
hält man 


.,0y 
=ıNZ7 = PıV. (24, 5 ) 


Diese Gleichung ist leicht zu integrieren, und wir erhalten: 


. PxzT 
Ym(%) =Ne rn, (24, 6) 


worin N eine konstante Zahl ist. Damit diese Lösung überall endlich ist (Stetigkeit 
und Eindeutigkeit dieser Lösung sind offensichtlich), genügt es, daß 7, eine be- 
liebige reelle Zahl ist. Daher erhalten wir ein kontinuierliches Spektrum der Eigen- 
werte von Pr: 


Der Faktor N kann so gewählt werden, daß die Funktion y,, auf die ö-Funktion 


normiert ist. Dazu muB N = (2rch) 3) gesetzt werden, so daß wir als endgültige 
normierte und orthogonale Eigenfunktionen des Operators p, erhalten: 


l ;mz 
Ypz (%) re ho, (24, 8) 
[y%.() vn (2) dx =6(P} — Po); (24, 9) 


d.h., die Eigenfunktionen y,, des Impulsoperators sind ebene DE BroGgLiIEsche 
Wellen. Das kommt nicht unerwartet, denn daß die ps BrocLizsche Welle ein 
Zustand mit einem bestimmten Wert für den Teilchenimpuls ist, war der eigent- 
liche Ausgangspunkt der Quantenmechanik ($ 7, 12). 


8 25. Der Operator des Drehimpulses einer Partikel 


Unter dem Drehimpuls eines Teilchens (dem Moment der Bewegungsgröße) ver- 
steht man in der klassischen Mechanik das vektorielle Produkt aus dem Radius- 
vektor r, der von irgendeinem gewählten Punkt (z.B. dem Kraftmittelpunkt) zum 
Teilchen führt, und dem Impuls: 


m=rx?. (25, 1) 


In der Mechanik stellt diese Größe ein Bewegungsintegral im Zentralfeld dar. In 
der Quantenmechanik wird der Drehimpuls durch den Operator 


m=rxp (25, 2) 
1) Siehe Anhang III, Formel (20). 
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dargestellt, worin $ der vektorielle Operator des Impulses (24,1’) und r der Radius- 
vektor ist. Der Grund für diese Wahl für den Operator des Drehimpulses liegt nicht 
nur in der äußeren Analogie mit dem klassischen Ausdruck (25, 1), sondern auch 
darin, daß die vom Operator m dargestellte Größe ebenfalls ein Integral der Be- 
wegungsgleichungen in einem Feld von Zentralkräften ist (vgl. $ 33) und Eigen- 
schaften besitzt, die den Eigenschaften des Drehimpulses in der klassischen Me- 
chanik analog sind. | 


Die Operatoren der Projektionen des Drehimpulses auf die Koordinatenachsen sind 
dem Vektorprodukt (25, 2) entsprechend: 


M; = —=ih 2: % 
zı =P:Y — Py? = *dy 93 ’ 
m, =Pı? — Ppır =ih (235 — za (25, 3) 


Mm; =Py% — —ıh — % 2 
2: =Pı Pıy = \YZ, öy)’ 
und der Operator des Quadrats des Drehimpulses ist schließlich 


m? = m? + m} + m} 
6) 0 \? (0) 0 \° 0) 0 \? 
— — h2|llz — — y—— — — —c-—) |. (25,4 
(>, . a +(e2 2) + (v9 . 5) en 
Nunmehr bestimmen wir die Vertauschungsrelationen für die Komponenten des 
Drehimpulses. Wir werden diese Relationen später brauchen. Zunächst können sie als 
Beispiel für dieMethoden der Operatorenalgebra dienen. Wir berechnen den Kommu- 
tator G = m, m, —m,m,. Wir setzen hier an Stelle von nr, und m, ihre Aus- 
drücke nach (25, 3) ein. 
Berechnen wir zunächst m, m;: 
m, m. = (PX — Px2) (PzY — Py%) = Pz% PzY — Px% PaY — Pz% Py% + Pr 2 Pr? 
= YPz%Pp2—2 YyPa— 2 PzPy + 2Py Par 
(da y und 9,, Pz;2 und P,, P,; x und p,, p, vertauschbar sind). In ähnlicher Weise 
ist 
MM, = YPePıt —2YyPz — PePy +2 Ps Ps: 
Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so finden wir: 
MM. — MM, = YP: (EPz — Pat) + 2Pr (PzX — TP.). 
Unter Verwendung von (24, 2) bekommen wir: 
M,M; Erg m, m, = ch (YP; — Py 2) = ih Ma. 


Vertauschen wir x, y, z zyklisch, so erhalten wir alle drei Vertauschungsrelationen : 


m,m, — m, my=ih Me, (25, 9) 
MM: —- Mm, —=ihm,, (25, 5’) 
N; mM, mm; = ch m;. (25, 5’) 
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Die Operatoren der Komponenten des Drehimpulses sind somit nicht vertauschbar. 
Dagegen ist jede Komponente des Drehimpulses mit dem Quadrat des Drehimpulses 
vertauschbar: 


m, m: mm, —=0, (25, 6) 
m,w — mm, =0, (25, 6’) 
m,m — mm, —0. (25, 6°) 


Die Beweisführung überlassen wir dem Leser. 
Ausdiesen Vertauschungsrelationen folgt, daß die Komponenten m,, m,, m, des 
Drehimpulses nicht gleichzeitig gemessen werden können. In einem Zustand, in 


dem eine der Komponenten einen bestimmten Wert besitzt (Am? = 0), besitzen die 


beiden anderen Komponenten keinen bestimmten Wert (Amy > 0, Am? >0). Da- 
gegen können jede beliebige Komponente und das Quadrat des Drehimpulses 
gleichzeitig gemessen werden. 

Wir bestimmen jetzt die möglichen Werte der Komponenten des Drehimpulses in 
irgendeiner willkürlich gewählten Richtung und die möglichen Werte für die 
„Länge‘‘ des Drehimpulses (genauer, die Werte von m?). Zur praktischen Lösung 
dieser Aufgabe führt man Polarkoordinaten ein, indem man eine Richtung als 
2-Achse wählt. In diesem Koordinatensystem ist 


x =rsind®cospg, y-=rsindsinpg, z2=r cost, (25, 7) 


worind den Winkel zwischen der z-Achse und dem Radiusvektor r und g denin der 
Ebene xy von der x-Achse aus gezählten Winkel bedeutet. 

Die etwas umständliche Umrechung der Formeln (25, 3) von kartesischen Koor- 
dinaten auf Polarkoordinaten führt zu folgendem Ergebnis: 


M.;.= -+ih (sn 5 + cotg®cos o +) ; (25, 8) 
m,= —in(cos 05 — cotgd sin v5) ; (25, 8’) 
. 0) [A 

m,— Br (25, 8°) 
mı— —h?V},; (25, 9) 


worin V 5,» der sogenannte LaPLAcksche Operator für die Kugelfläche ist: 
1 9 6) 1 0 
y2 m — — ] —— Su, 
ind dd (sn 5) Tas nn 


Da die Operatoren (25, 8) und (25, 9) nur auf die Winkel d, x wirken, so genügt 
es, die Wellenfunktion in Abhängigkeit von diesen Winkeln zu betrachten, d.h. 


y=yW,p). (25, 11) 
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$25. DER OPERATOR DES DREHIMPULSES EINER PARTIKEL 
Die Gleichung für die Bestimmung der Eigenwerte des Operators m? ist laut (20, 2) 
(wir nehmen darin L—=m?, L = m? an) 

my =m?’y. (25, 12) 
Entnehmen wir hier m? aus (25, 9), und setzen wir 


m? a 
= 72 3 (25, 13) 
so erhalten wir die Gleichung (25, 12) in der Form: 
1 0 Oy 1 ER 
sin d 09 (ns SE) + dp? tiv u 


Diese Gleichung müssen wir für den ganzen Bereich der Variablen d, 9g(Os®=sz, 
0 sop=2n) lösen, wobei die uns interessierenden Lösungen endlich, stetig und 
eindeutig sein müssen. Die Gleichung (25, 14) ist die Differentialgleichung für die 
Kugelflächenfunktionen. Näheres über diese Funktionen und die Auflösung der 
Gleichung (25, 14) ist im Anhang V gebracht. Hier beschränken wir uns auf eine 
kurze Zusammenfassung. 

Es ergibt sich, daß Lösungen dieser Gleichung, die den gestellten Bedingungen 
genügen, nicht bei allen Werten von A möglich sind, sondern nur, wenn 


ei, (25, 15) 


worin l eine ganze positive Zahl ist. 
Bei einem jeden solchen Wert von } existieren 22 +1 Lösungen, die Kugel- 
funktionen darstellen. Wir bezeichnen sie folgendermaßen: 


/[a— |m |) t@I+1) 
((+|m|)! 4n 
worin m eine ganze Zahl ist, die auf folgende Werte beschränkt ist: 

m=(0, 4], +2, ee et del 2.,3, 2 (25, 17) 


(insgesamt 2! -+- 1 Werte). Durch das Zeichen | m | ist der absolute Betrag der Zahl 
m angegeben. Die Funktion P/”! (cos ö) ergibt sich wie folgt: 


Yı,m(8, 9) = P/”| (cos 9) e!"?, (25, 16) 


ee „ml dml : 
PL) = 1-2 Em! P,ı(&), = c0s9, (25, 18) 
wobei P; (£) ein sogenanntes LEGENDREsches Polynom ist: 
Pi — 1. dE. In ” 
ı(5) = a gm ® =D]: (25, 19) 


Der Faktor, der vor pl steht, ist so gewählt, daß die orthogonalen Funktionen 
Yı,m auf der Kugeloberfläche auf Eins normiert sind, d.h. 


ı2r 


i / Y#.Y,„sinddddp = Ömbrm- (25, 20) 
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(Die Koordinaten 9 und ® bezeichnen Punkte auf der Kugeloberfläche. Das Ele- 
ment der Kugeloberfläche ist gleich sind dd dp). 

Wir verwenden nun diese Resultate für die Lösung unserer Aufgabe. Wie bereits 
gesagt, besitzt die Gleichung (25, 14) nur bei den Werten A =! (l +1) eindeutige 
und endliche Lösungen. Daher werden die Eigenwerte des Operators des Quadrats 
des Drehimpulses folgende sein: 


m=Al(l-+1) (25, 21) 
und die entsprechenden Eigenfunktionen 
Yım (d, p) = Yım (d, 9); m=0,+1l,...,-+]|. (25, 22) 


Dem Eigenwert m? (25, 21) entsprechen insgesamt 21 +1 Eigenfunktionen, die 
sich durch den Wert der Zahl m voneinander unterscheiden. Wir haben es also mit 
einem. Fall von Entartung (siehe $21) zu tun. Das Wesen dieser Entartung ist leicht 
zu erkennen, wenn man berücksichtigt, daß die Eigenfunktionen des Operators des 
Quadrats des Drehimpulses m? zugleich auch Eigenfunktionen des Operators m, 
der Komponente des Drehimpulses in der z-Richtung sind. Die Gleichung für die 
Eigenfunktionen des Operators m, ist ja 


Mm; Y = Mz V. (25, 23) 
Setzen wir m, aus (25, 8°) ein, so erhalten wir 
., 0% 
=Z ih Dr — MY . 


Setzt man hier yy m ein und berücksichtigt man, daß %7„, proportional em? ist, so 
findet man: 
—ih- im Ym = M:Yım; 


d. h., die Gleichung (25, 23) wird durch die Funktion %,„ erfüllt, wobei die Eigen- 
werte des Operators m, gleich sind: 


m=hm, m=0, +], ..., I. (25, 24) 


Daraus folgt, daß bei gegebenem Quadrat des Drehimpulses m? (list auch gegeben) 
die Zustände 97 , die sich durch den Index m voneinander unterscheiden, Zustände 
mit verschiedenen Projektionen des Drehimpulses auf die 2-Achse darstellen. 

Das von uns erhaltene Resultat zeigt, daß die möglichen Werte der absoluten 
Größe des Drehimpulses für eine beliebige z-Achse (25, 24) Eigenwerte sind. 
In der Natur können keine anderen als die angeführten Werte realisiert werden. In 
Zuständen, bei denen m? und m, bestimmte Werte annehmen, besitzen m, und m, 
keinen bestimmten Wert (mit Ausnahme des Falles ! =0, wo dann m? = m, = m, 
— m, —=0), da die Funktionen (25, 22) keine Eigenfunktionen der Operatoren m, 
und m, (25, 8), (25, 8°) sind, wovon man sich unmittelbar überzeugen kann. Das 
geht auch daraus hervor, daß m,, m, und m, nicht vertauschbar sind. 

'Selbstverständlich verhalten sich die für m, und m, möglichen Werte genau so 
wie die für m, (25, 24), denn die z-Richtung ist durch nichts ausgezeichnet. Um sich 
von der Richtigkeit unserer Behauptung zu überzeugen, braucht man sich nur vor- 
zustellen, daß die x-Achse oder y-Achse als Polarachse gewählt wurden. Wenn wir 
in diesem Falle m, bzw. m, messen würden, bekämen wir immer wieder einen der 
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Wertevonhm(m =0,£1, + 2,.-.., + !), aber dabei entstünde ein neuer Zustand 
mit einem bestimmten Wert, angenommen z.B. m,. Das wäre dann ein Zustand 
mit unbestimmten m, und m, ‚d.h., gleichzeitige Messungen der Komponenten des 
Drehimpulses schließen sich gegenseitig aus: Die Messung einer Komponente 
macht den Wert der anderen unbestimmt. 


8 36. Der Operator der Energie und der Hamm,ronoperator 


a) Der Operator T der kinetischen Energie. Experimentell ist erwiesen, daß die 
kinetische Einergie von Partikeln in gleicher Weise mit dem Impuls zusammen- 
hängt, wie das bei den mikroskopischen Körpern!) der Fall ist, d. h., die kinetische 
Energie T eines Teilchens mit der Masse u und dem Impuls p ist.gleich 


z l 2 2 
u Tee. +P, +P2)- (26,1) 


Diese Erfahrungstatsache veranlaßt uns, den Operator der kinetischen Energie 
wie folgt zu schreiben: 

su p“ 1 2 2 2 

u Pr +Py +P:2). (26,2) 


Setzen wir hier für die Operatoren 9,, ?, und p, die Werte aus (24, 1) ein, so finden 
wir: | 


SE LE 2, ’ 
Da, (26, 2’) 


2 2 2 | 
worin V? der LAPLACEoperator ist (7 — > + . + 35) . Auf Grund dieses 
Operators T werden seine Eigenwerte 7’ gleich (26, I) sein, wenn man p,, p,, P;, als 
die Eigenwerte der Impulsoperatoren 9;, P, und 9, betrachtet. 

Die Gleichung für die Eigenfunktionen % (x, y, 2) des Operators T lautet 


Ty=Ty. (26, 3) 


Sie wird durch eine Funktion erfüllt, die eine ebene ps BrocLissche Welle dar- 
stellt: 

‚Pext Pu Y + ?z2 

Tr 


1 
vr (z, Y; 2) = "(Anh (26, 4) 


Diese Funktion ist auch die Eigenfunktion der Impulsoperatoren, so daß die kine- 
tische Energie T gleichzeitig mit den Impulsen 9,, p, und p, meßbar ist (selbst- 
verständlich sind die Operatoren T, Pz, P, und p, untereinander vertauschbar). 
Der Operater T kann leicht ineinem beliebigen krummlinigen Koordinatensystem 


2) Dieser Umstand ist übrigens in den DE BRoGLIEschen Grundbeziehungen bereits ver- 
wertet (siehe $ 7). 
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dargestellt werden. Dazu genügt es, den LartAcEoperator Y?in dem betreffenden 
Koordinatensystem aufzuschreiben. Im Polarkoordinatensystem z. B. erhält der 


Operator V? die Form: 
1 09 d v5 
Denn ne 2. ‚ rm 
x rı Or ( 3) an re’ 120,9) 


wofür V5,, aus (25, 10) zu entnehmen ist. 
Setzen wir V?aus (26,5) in (26,2’) ein und berücksichtigen wir (25, 9), so er- 
halten wir: 


| m2 
reg: (26,6) 

worin m? der Operator des Quadrats des Drehimpulses und T, gleich ist: 
--,. 87 (*3r): (26, 7) 
Der Operator T, kann als Operator der kinetischen Energie betrachtet werden, 
die der Bewegung längs des Radiusvektors entspricht, während der Operator der 


kinetischen Energie der Transversalbewegung ist!). 


b) DerOperator H der Gesamtenergie. Wir bemerken vor allem, daß der Operator U 
der potentiellen Energie, da letztere eine Funktion nur der Teilchenkoordinaten 
x, y, zist, einfach gleich U (x, y, z) ist. In der klassischen Mechanik ist die Gesamt- 
energie gleich der Summe der potentiellen und der kinetischen Energie. 

In gleicher Weise ist in der Quantenmechanik der Operator, der die Gesamt- 
energie darstellt, die Summe der Operatoren der kinetischen und der potentiellen 


Energie, d.h. 
H=T Zu U (x, Y; 2). (26, 8) 


Die Form der potentiellen Energie U (x, y,z) wird wie in der klassischen Me- 
chanik experimentell bestimmt und kennzeichnet ein auf das Teilchen einwirken- 
des Kraftfeld. 

Wir bemerken, daß in der Quantenmechanik nicht gesagt werden kann, die Ge- 
samtenergie wäre die Summe der kinetischen und potentiellen Energie. Die kine- 
tische Energie ist eine Funktion der Impulse, die potentielle eine Funktion der 
Koordinaten. Koordinaten und Impulse können aber nicht gleichzeitig gemessen 
werden. Man kann daher die Gesamtenergie nicht messen, indem man die kinetische 
und die potentielle Energie getrennt mißt?). 


1) (26,6) entspricht der Vorstellung der kinetischen Energie in der klassischen Mechanik in der 
Form: 


P?’_ m 
1 KR EL ERBEN 
Zu 2ur? 


worin p, die Projektion des Impulses auf den Radiusvektor ist. 

?) Die Operatoren 7’ und U sind natürlich nicht miteinander vertauschbar, wovon man sich 
leicht überzeugen kann, wenn man die Vertauschungsregel (24, 4) anwendet. Daraus folgt, daß 
T und U nicht gleichzeitig für den gleichen Zustand y ermittelt werden können, 
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Die Gesamtenergie muß unmittelbar als Ganzes gemessen werden. Die möglichen 
Werte der Gesamtenergie eines Teilchens hängen von der Art von U (z, y,z) ab, 
d.h. von der Art des Teilchens und vom Kraftfeld, in dem es sich bewegt. Das Auf- 
finden dieser Werte stellt eine der wichtigsten Aufgaben der Quantenmechanik dar 
und wird später behandelt werden. 

Die gesamte, durch Impulse und Koordinaten ausgedrückte Energie nennt man 
in der klassischen Mechanik die Hamıtronfunktion. Wir haben den Energieopera- 
tor H durch Impulsoperatoren (mit Hilfe von (26, 2)) dargestellt und werden da- 
her den Operator H auch als Operator der HamıLTtonfunktion oder, kürzer, als 
HamıtToNnoperator bezeichnen. 


$S 27. Der Hamınronoperator 


Der Begriff des HAmmtronoperators läßt sich auch auf nicht konservative Sy- 
steme ausdehnen. Er ist daher etwas allgemeiner als der Begriff der kinetischen 
Energie. 

In der klassischen Mechanik bestehen einfache Regeln für die Aufstellung einer 
Hamıtronfunktion. Ihre Form wird durch die Natur des mechanischen Systems, 
d.h. die Natur der Teilchen und durch ihre Wechselwirkung untereinander und mit 
dem äußeren Feld bestimmt. Kennt man diese HamımwTtonfunktion, so lassen sich 
leicht die Bewegungsgleichungen für ein beliebiges Koordinatensystem finden. 

Ähnliche Regeln für die Aufstellung des Operators der Hamırronfunktion be- 
stehen auch in der Quantenmechanik. 

Wir beschränken uns vorläufig mit der Untersuchung der Bewegung eines ein- 
zelnen Teilchens in einem äußeren Kraftfeld und werden erst später ($ 100) die 
Hamıtrtonfunktion für ein Teilchensystem untersuchen. 

Zwei wichtige Fälle müssen unterschieden werden, daß die Kräfte nicht von der 
Teilchengeschwindigkeit abhängen und daß sie von ihr abhängig sind. Im ersteren 
Falle ist die Kraft nur eine Funktion der Teilchenkoordinaten und der Zeit und 
kann als der Gradient einer Funktion U (x, y, z, t) dargestellt werden, die wir als 
Kräftefunktion!) bezeichnen werden: 


5 =—- VU(s,y,22). (27,1) 


Hängen die Kräfte nicht von der Zeit ab, so ist U (x, y,z) nichts anderes als die 
potentielle Energie des Teilchens. In diesem Fall stimmt die Hamıttonfunktion 
mit der gesamten Teilchenenergie überein und ist gleich 7’ -+ U (x, y, z). Der ent- 
sprechende HAmıtLTonoperator ist dann (26, 8) und stimmt mit dem Operator der 
Gesamtenergie überein. Im allgemeineren Fall ist dis Hamıtronfunktion die 
Summe der kinetischen Energie T und der Kräftefunktion U:H =T-+U (y,2,2,t). 
Da U jetzt richt mehr die potentielle Energie ist, so ist auch H nicht mehr die Ge- 
Rn des Systems. 


1) Höufiger wird i in der Mechanik unter Kräftefunktion — U vertan. Wir bemerken noch, 
daß wir bei der Darstellung der Kraft als Gradient von U Wirbelfelder ausschließen (wo rot 5 + 0 
ist). Kräfte solcher Art, die nicht von der Geschwindigkeit abhängen, sind jedoch in der Mechanik 
der Partikel (Mikroteilchen) unbekannt. 
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In voller Analogie mit dem klassischen Ausdruck der Hammvroxfunktion bildet 
man in der Quantenmechanik den HAamItToNoperator in diesem Falle in der 
Form 

H=-T-+U(x,y,2,t), (27, 2) 


worin U die Kräftefunktion ist. 

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, in dem die Kräfte von der Teilchen- 
geschwindigkeit abhängen. Die einzigen in der Mikrowelt bekannten Kräfte dieser 
Art sind die im elektromagnetischen Feld bestehenden Kräfte (die Lorenizkraft). Es 
genügt daher, die HamıtLronfunktion für die Bewegung eines geladenen Teilchens 
(mit der Ladung e und der Masse u) in einem beliebigen elektromagnetischen Feld 
zu untersuchen. 

Wie aus der Feldtheorie bekannt ist, kann ein beliebiges elektromagnetisches 
Feld € (elektrische Feldstärke) und N (magnetische Feldstärke) mit Hilfe eines 
skalaren Potentials Y und eines Vektorpotentials 9 beschrieben werden, wobei 


104 
(-rrvrf7n’ (27, 3) 
H=rotl. (27, 4) 


Die klassische Hamittonfunktion Z, die zu richtigen Gleichungen für die Bewe- 
gung in einem elektromagnetischen Feld führt, hat die Form 


1 e _\2 
B=,,(» 22) +eV, (27,5) 
2u 


worin $ (Pz, Py, Pz) der Vektor des verallgemeinerten Impulses ist [sodaß p — — — u 
= u», wobei » die Teilchengeschwindigkeit, aber p + up ist!!)] 

Es ergibt sich, daß wir in derQuantenmechanik den richtigen EN 
erhalten, wenn wir unter p den Impulsoperator 9 = — ıh V verstehen, d.h., der 
HAMILToNoperator ist in diesem Falle 


1 e .\- 
=. 22) +eV. (27, 6) 


Sind außer den elektromagnetischen Kräften noch andere, durch die Kräftefunk- 
tion U gekennzeichnete Kräfte vorhanden, so wird der allgemeine Ausdruck für den 
H.AMILTONoperator 


1 e \2 
BEER, ı "VRBRBREE), 27 
H (6 U) +er +U. (27,7) 
2 
Wir entwickeln jetzt den Operator (» -- ") . Wir erhalten: 
2. ” 2 2 6: 2 
#43) -(p. A.) +(ps -24,) +(m-24.). (27,8) 


1) Siehe Anhang VI. 
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Auf Grund der Definition für die Multiplikation von Operatoren ist 
ea ai 
P: Pa 0 P:x ..) P: Fa =P:r pP: .77 ıPrx Fi 
Ferner haben wir auf Grund von (24, 4): 
Ps Az — AzPpı = —ih-— 


und daher 
De iheoA, 2 
——4 =pz — — Asp + — > 
e- .) —=p: ee FR 


Machen wir dasselbe mit den beiden übrigen Gliedern von (27, 8) und addieren wir 
die Resultate, so finden wir 


1 


— —_ 2 Er 
ie Up 


teV -+T. (27,9) 


Der Operator der HamıtLronfunktion oder der Energie wird, wie aus dem in diesem 

und vorhergehenden Paragraphen Besprochenen hervorgeht, durch zwei Umstände 

bestimmt: 1. durch die Natur des Teilchens (im allgemeinen Fall des- Teilchen- 

on (vgl. $ 100)) und 2. durch die Natur der auf das Teilchen einwirkenden 
elder. 

Dieser Operator ist für die Mechanik von grundsätzlicher Bedeutung, da wir im 
Grunde genommen bei seiner Wahlmathematisch alle Besonderheiten deszu unter- 
suchenden Systems formulieren. 

Insbesondere ist die Zahl der unabhängigen Variablen, die in der HAMILTON- 
ep vorkommen, der Definition nach gleich der Zahl der Freiheitsgrade unseres 

Ystems. 

Eine erfolgreiche Lösung der Aufgabe, in der die theoretischen Schlußfolgerungen 
mit dem Versuch übereinstimmen, wird bereits durch die richtige Wahl des HA- 
MILTONoperators vorherbestimmt (d. h. inwieweit alle wichtigen Wechselwirkungen 
berücksichtigt wurden!). 

Gewöhnlich nimmt man im Hamımwronoperator als unabhängige Variable die 
kartesischen Teilchenkoordinaten, da gerade bei dieser Wahl der Variablen die 
Operatoren der Wechselwirkung (z. B. die Potentialdifferenz) am einfachsten (zah- 
lenmäßig) ausgedrückt werden und der Operator der kinetischen Energie ein ver- 
hältnismäßig einfacher Differentialoperator zweiten Grades ist. Es sind aber auch 
andere Wahlen der unabhängigen Variablen möglich!). 

Um in einem verallgemeinerten Koordinatensystem 91: 92; 9, den Ausdruck für 
den Hamitronoperator zu erhalten, genügt es, den im kartesischen Koordinaten- 
system erhaltenen HAmILToNoperatorauf Grund derüblichen Regeln der Differential- 


1) Besitzt das Teilchen einen ‚‚Spin‘“ (vgl. $$ 58, 59, 60), so treten im HAMILTONoperator 
neben die Koordinaten noch die Spinvariable hinzu. 
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rechnung in dieses System umzuformen (ein Beispiel einer solchen Umformung gibt 
die Formel (26, 5)). Die Form des HAmıLToxoperators im krummlinigen Koordi- 
natensystem steht in keinem so einfachen Zusammenhang mit der klassischen 
Hanmıvtoxfunktion, wie das im kartesischen Koordinatensystem der Fall war (Eı- 
satz von pdurchden Operator). Dasist kein Zufall. Das kartesische Koordinaten- 
system ist in der Quantenmechanik vor allen anderen Koordinatensystemen da- 
durch ausgezeichnet, daß in ihm die kinetische Energie durch die Summe der 
Quadrate der Impulskomponenten 9,, P,, P, ausgedrückt wird, so daß wir durch 
Messung des Impulses die kinetische Energie berechnen können. 

In einem krummlinigen Koordinatensystem wird die kinetische Energie durch 
eine quadratische Funktion der verallgemeinerten Impulse p, ausgedrückt: 


3 
T = 3 ar(dı ‚99: 93) Pi Pr» (27,10) 
ik 


wobei die Koeffizienten a;, Funktionen der Koordinaten sind. Die Messung von 
pE (k = 1,2,3) bestimmt noch nicht die kinetische Energie, da außerdem noch die a;z 
bekannt sein müssen. Die letzteren sind Funktionen der Koordinaten g; (k =], 2,3) 
und können daher nicht gleichzeitig mit den Impulsen 9; bestimmt werden. Somit 
ist nur im kartesischen Koordinatensystem die Messung der Impulse zugleich eine 
Messung der kinetischen Energie!). 


1) Über die Gleichungen der Quantenmechanik in einem krummlinigen Koordinatensystem 
siehe Nachtrag VII. 


IV. Über die zeitliche Änderung von Zuständen 


8 28. Die ScHuröninsergleichung 


Es sei in irgendeinem Zeitpunkt (# = 0) eine Wellenfunktion y (x, 0) gegeben, die 
den Zustand. einer Teilchengesamtheit beschreibt (in dem einzigen Buchstaben x 
sollen im folgenden alle Teilchenkoordinaten zusammengefaßt sein). Mit Hilfe 
dieser Wellenfunktion können wir die Wahrscheinlichkeit der Meßergebnisse für die 
verschiedenen mechanischen Größen in einer Teilchengesamtheit im Zeitpunkt 
t = berechnen, die sich im Zustand % (x, 0) befindet. In diesem Sinne sagen wir, 
daß die Wellenfunktion y (x, 0) den Teilchenzustand im Zustand i = 0 definiert. 

Wir denken uns jetzt die Messungen nicht im Zeitpunkt £ = 0, sondern zu einem 
späteren Zeitpunkt t > O durchgeführt. Während des Ablaufs dieser Zeit wird sich 
der Zustand des Teilchens (im allgemeinen Fall des Teilchensystems) ändern. Er 
wird durch eine neue Wellenfunktion dargestellt werden, die wir mit y (x, t) be- 
zeichnen. Wie wir wissen, ändert sich die Wellenfunktion auch durch den Vorgang 
der Messung (,‚Reduktion des Wellenpäktes‘, vgl. $17). Jetzt setzen wir voraus, 
daB im Zeitintervall von ? =0 bis zu dem Zeitpunkt t keine Messungen vorge- 
nommen werden, sodaß es sich nur um Zustandsänderungen handelt, die ausschließ- 
lich durch die Bewegung des Teilchens (oder Teilchensystems) selbst, ohne Einwir- 
kung irgendeiner Meßvorrichtung hervorgerufen sind. 

Wie hängen in einem solchen Falle die Wellenfunktionen % (x,t) und y (z, 0) 
zusammen ? 

Da die Wellenfunktion eine reine Gesamtheit vollständig charakterisiert, so muß. 
sie auch ihre weitere Entwicklung beschreiben. Diese Forderung drückt das Kausali- 
tätsprinzip in seiner Anwendung auf die Quantenmechanik aus!). Mathematisch be- 
deutet das, daß aus der Wellenfunktion » (x, 0) für € =0 eindeutig die Wellen- 
funktion 9 (z, t) für einen späteren Zeitpunkt hervorgehen muß. 

Betrachten wir die Funktion y im Zeitpunkt At, der t =0 unendlich nahe ist. 


Dann ist 


At +... 


t=0 


1) Wir lassen die Frage offen, inwieweit diese allgemeinübliche Formulierung des Kausalitäts- 
prinzips die einzig mögliche ist. Möglich ist auch eine solche Fragestellung, bei der die Lösung 
nicht durch die Anfangsdaten definiert, sondern durch Bedingungen charakterisiert wird, die sich 
sowohl auf die Vergangenheit wie auf die Zukunft beziehen, sodaß wir die Aufgabe der Bestim- 
mung der Eigenlösungen in Raum und Zeit vor uns haben. 
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Ow(z,t) 


Nach dem Gesagten muß | 31 


durch % (x, 0) bestimmt sein, d.h. 
t=0 


Oylzh\ _z, 
er) =r (2,0) y (2,0), 


worin L (x, 0) einen gewissen Operator darstellt, der auf y (x, 0) ausgeübt werden 


muß, um an zu erhalten. 


Ot Jı=o 
Da der Zeitpunkt i = 0 ganz willkürlich gewählt ist, erhalten wir 


red =L(%,t)y(z,2). (28, 1) 
Die Form des Operators L, der als der Operator der zeitlichen Verschiebung be- 

zeichnet werden kann, läßt sich aus den früher dargelegten Grundsätzen der 

Quantenmecharik nicht ableiten und muß neu postuliert werden. 

Jedoch können wir sagen, indem wir uns dabei auf das Überlagerungsprinzip be- 
rufen, daß dieser Operator linear sein muß. Ferner kann der Operator L weder zeit- 
liche Differentialquotienten noch Zeitintegrale enthalten. Würde er den ersten Diffe- 
rentialquotienten nach tenthalten, so würde das bedeuten, daß der Operator Lnicht 
der Operator ist, den wir erhalten wollen: der Operator drückt den ersten Differen- 
tialquotienten nach ? von 9 (x, t) aus. Enthielte er höhere Differentialquotienten 
von t, so würde (28, 1) eine Gleichung höheren als ersten Grades für y sein, und 
folglich müßte man, für die Bestimmung des Zustands in späteren Zeitpunkten, 
bei £ = O0 nicht nur y (x, 0), sondern auch die zeitlichen Differentialquotienten von 


29 
yp: (3), (Fr), kennen, d.h.,dieWellenfunktion würde den Zustand des Systems 


nicht definieren. Das aber widerspricht unserer Grundvoraussetzung (y definiert 
den Zustand des Systems eindeutig). Das Auftreten eines Integrals über die Zeit 
würde bedeuten, daß für eine spätere Zeit der Wert von yim ganzen Zeitabschnitt 
maßgebend wäre, d. h., daß die Gesamtgeschichte des Prozesses eine Rolle spielt. 
Daher kann L die Zeitvariable i nur als Parameter enthalten. 

Die Gleichung (28, 1) ermöglicht es, aus der ursprünglichen Wellenfunktion 
» (x, 0) die Funktion y (x, t) zufinden. Damit kann die Wahrscheinlichkeit.der ver- 
schiedenen Meßresultate im Zeitpunkt t vorausgesagt werden, wenn im Intervall 
von t =0 bis tdas System keinerlei zusätzliche Einwirkungen erfuhr, insbesondere 
keiner Messung unterzogen wurde. 

Die Veränderung der Wellenfunktion, die bei Messungen eintritt (die ‚„Reduk- 
tion‘), wird nicht durch eine Differentialgleichung beschrieben, sondern geht un- 
mittelbar aus dem Meßresultat hervor (vgl. $ 17). 


!) So ist z. B. die Gleichung für die Schwingungen einer Saite eine Gleichung zweiten Grades 
in bezug auf die Zeit. Zur Ermittlung des Zustandes einer Saite im Augenblick t = 0 muß man 


da 
nicht nur die Abweichung a (2, t) der Saite für ?=0, sondern anch die Geschwindigkeit ar 
ihrer Punkte bei t =0 kennen. 
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Die richtige Wahl des Operators L ergibt sich aus der Untersuchung der freien 
Bewegung mit einem bestimmten Wert p für den Impuls. Für eine solche Bewegung 
ist die Wellenfunktion eine DE BrogLIEsche Welle: 


I (Ei— pe —Py Y—Pz2) 


y(r, y2,)=Ne & 2 
worin 
„_Rtmrtm 
2u 
Ein unmittelbarer Ansatz zeigt, daß diese Welle der Gleichung 
I9y — ih y2 
0 2u 


wenn man unter H den HamıtToxoperator für die freie Bewegung des Teilchens 
versteht: 


2 
H=T = mn Ya 
2u 
Daraus folgt, daß für die freie Bewegung der Verschiebungsoperator gleich 
ist: L= 2 H. 
ch 


In der Quantenmechanik wird dieses spezielle Ergebnis verallgemeinert. Es wird 
angenommen, daß der Verschiebungsoperator L stets gleich ist 


L = wH (28, 2) 
worin H der HAammtTonoperator ist, dessen Form für verschiedene Fälle in $ 27 
untersucht wurde. 
Unter Berücksichtigung dieser Forderung kann die Gleichung (28, 1) für die 
Wellenfunktion y wie folgt geschrieben werden: 


Oy 
= P "(28,3 
ih — E72 Hv ( ) 


Diese Gleichung heißt SchRönmGergleichung. Sie stellt eine der Grundlagen der 
Quantenmechanik dar!) und findet ihre Begründung weniger in den theoretischen 


und historischen Umständen, die zu ihrer Aufstellung führten, als in der Überein- 
stimmung mit der Erfahrung. 


1) In vielen Lehrbüchern ist man bestrebt, die SCHRÖDINGERgleichung ‚‚abzuleiten‘“. In Wirk- 
lichkeit wird diese Gleichung nicht abgeleitet, sondern bildet die Grundlage einer neuen Theorie. 
Wir ziehen es daher vor, diese Gleichung zu postulieren und beschränken uns auf die vorher ange- 
führten Beweisgründe zugunsten dieses Postulats. 
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Ausführlicher geschrieben lautet die Schrönmeergleichung (28, 3), unter der 
Voraussetzung, daß kein Magnetfeld vorhanden ist und unter Berücksichtigung 
des Ausdruckes für den Operator H (vgl. (27, 2) und (26, 2)): 


2 
GE=—,, U H U y,2,0)y. (28, 4) 


(Wenn ein Magnetfeld vorhanden ist, muß H aus (27, 9) entnommen werden. ) 
Die wichtigste Eigentümlichkeit der SCHRÖDINGERgleichung besteht darin, daß 


eine imaginäre Größe als Faktor von > auftritt. In der klassischen Physik be- 


sitzen Differentialgleichungen erster Ordnung und ersten Grades in der Zeit 
keine periodischen Lösungen, sie beschreiben irreversible Prozesse, z. B. Diffusion 


oder Wärmeleitung!). Infolge des imaginären Koeffizienten von = kann die 


SCHRÖDINGERgleichung als Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 
in der Zeit auch periodische Lösungen besitzen. 


Aus dem gleichen Grunde ist auch die Wellenfunktion y im allgemeinen eine komplexe Größe. 
In. der klassischen Wellentheorie verwendet man ebenfalls die komplexe Darstellung der Welle in 
der Form 

u = const #7), 
"hat es aber letzten Endes immer nur mit einem reellen oder imaginären Teil von u zu tun. So ist 
z. B. die tatsächliche Ortsveränderung von Teilchen (z. B. einer Saite): 


w = const sin (wt— kx). 


Die Einführung von : ist hier bloß ein bequemer Rechenkunstgriff. 
Anders steht es damit in der Quantenmechanik. Nimmt man an Stelle der DE BRogLisschen 
Welle % ihren reellen oder imaginären Teil, z.B. 


= Nein 24 —Pa® — Buy — Dez 

h 
so läßt sich für y’ keine Differentialgleichung erster Ordnung in t finden, die mit den Dz BRoGLieE- 
schen Beziehungen 


= —; 


= P 
h” Be 


vereinbar wäre. 


Die mit der SCHRÖDINGERgleichung verknüpfte Fragestellung, ‚‚y (x, t) zu fin- 
den, wenn » (2, 0) gegeben ist‘, besitzt nur dann einen Sinn, wenn y(x,0) ein- 
deutig bestimmten physikalischen Bedingungen zugeordnet werden kann. 

‚Eine solche Zuordnung ist jedoch nicht eindeutig, da wir aus dem Experiment nur 
die Wahrscheinlichkeit irgendwelcher Meßresultate, aber keineswegs die Wellen- 
funktion selbst bestimmen können. Die Wellenfunktion ist eine nicht meßbare 
Größe (wir erinnern daran, daß yund y =a  y, worin a eine beliebige Konstante 
ist, den gleichen Zustand darstellen). 


1) Natürlich hängt der Charakter der Lösung der Differentialgleichung noch von den Rand- 
bedingungen ab. Bei der Durchführung der angeführten Gegenüberstellung meinen wir solche Fälle, 
in denen weder U (x, y, z) noch die Randbedingungen von der Zeit abhängen. 
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Wir könnten daher nur damit rechnen, daß es möglich sein würde, auf Grund der 
Messungen der Wahrscheinlichkeiten die Wellenfunktion, abgesehen vom unwesent- 
lichen konstanten Faktor a, zu berechnen. Aber die Wahrscheinlichkeiten werden 
nur durch | % (x) |? oder überhaupt durch die Amplitudenguadrate | c, |? der Ent- 
wicklung von y nach Eigenfunktionen irgendeines Operators bestimmt. Die Kennt- 
nis von | y (x) |? oder |c„ |? begrenzt nur die mögliche Wahl der Wellenfunktion, 
bestimmt sie aber nicht, da die Phase von % (x) oder c, hierbei unbekannt bleibt#). 
Wir besitzen somit kein Verfahren, das es gestatten würde, die Wellenfunktion 
auf Grund der Wahrscheinlichkeitsmessungen eindeutig zu bestimmen. 

Der Ausweg aus dieser Situation besteht darin, daß der Anfangszustand nicht 
durch die Messung der Wellenfunktion, sondern die Messung mechanischer Variablen 
L, M, N fixiert wird, die einen vollständigen Satz darstellen. Kennt man ihre 
Werte, so läßt sich unter Verwendung des mathematischen Rüstzeugs der Quan- 
tenmechanik auch die primäre Wellenfunktion berechnen. 

Sind im Zeitpunkt t = O die Werte der Größen L, M, N gemessen, so können wir 
behaupten, daß die primäre Wellenfunktion eine gemeinsame. Eigenfunktion der 
Operatoren L,M,N, ... ist, die zu den Eigenwerten L, M, N gehöri?). 

Damit wird das ganze Problem, die Wellenfunktion zu bestimmen, darauf zu- 
rückgeführt, zu untersuchen, welche Größen einen vollständigen Satz darstellen. 

Unten wird gezeigt, daß diese Größen folgende Eigenschaften besitzen müssen: 
1. sie sind gleichzeitig meßbar, 2. ihre Zahl ist gleich der Zahl der Freiheitsgrade des 
Systems, 3. sie sind voneinander unabhängig. 


Mit Rücksicht auf spätere Verallgemeinerungen wollen wir annehmen, daß die Wellenfunktion 
eine Funktion. von f Variablen ist (ein System mit f Freiheitsgraden). 

Die uns interessierende Funktion ist eine Eigenfunktion und gehört daher auch zu einem voll- 
ständigen System orthogonaler Funktionen in einem Raum mit f Dimensionen. 

Eine jede solche Funktion ist durch f Parameter «,ß,y, ... (die ‚Nummern‘ der Funktion) 
gekennzeichnet?). | | 

Ist eine solche Funktion %,,8,,, - - - (2, 9, 2, ...) eine Eigenfunktion der Operatoren L, M, N, 
... so werden die Eigenwerte Z, M, N,... Funktionen dieser Parameter sein. Wir haben dann: 


Ly.,B,y,..- = L(a,ß,Y%, ...) Y%a,ß,Y ... MYya,ß,y,... = M(a, ß, Yı»» .) YPa,ß,y,..- (28 5) 
N Ya,B,7,... = N, By...) 9,B,y,... 
Diese Gleichungen können gleichzeitig nur bestehen, wenn 
[LM] = [LN]=[M,N]=...=0, (28, 6) 


1) In jenen Fällen, wo im voraus bekannt ist, daß die Wellenfunktion reell ist, kann sie aus den 
Wahrscheinlichkeitsmessungen ermittelt werden. In diesem Falle ist | y (x) |]? = y? (x) und somit 
yv(z)= + Yw(z) ‚ wo w(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet. 

2) Ist z.B. der Anfangszustand durch den gegebenen Teilchenimpuls p gekennzeichnet 
(in diesem Falle it L=2,, M=p,, N = p,), 80 ist p(t, 0) = yp(x) die ebene DE BrogLiEsche 
Welle, die zum Impuls p gehört. 

s) Diese Parameter können kontinuierlich oder diskontinuierlich sein. Im einfachsten Falle von 
Separationsvariablen erhält die Funktion die Form y«,8,y,...(2,%,2,...) = %a (x) ve(y) wy(2) ..-, 
vgl. [15]. 
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d.h., wenn die Größen L,M, N, ... . gleichzeitig meßbar sind. Ferner sind, um aus den gemessenen 
L,M,N,...die Parameter a, ß, y,.....zu finden, f solcher. Gleichungen erforderlich, 

L= Lia,ß,y,...)5 M = M(a,ß,Y;---)> N=N(a,ß,y,...); ...; 


wobei keine einzige von ihnen aus einer anderen hervorgehen darf, d.h. die Größen L, M, N, ... 
voneinander unabhängig sein müssen. 


$ 29. Die Erhaltung der Teilchenzahl 


Aus der Scuröpimaergleichung folgt das Gesetz der Erhaltung der Teilchenzahl, 
ausgedrückt durch die Kontinuitätsgleichung: 


 Ldiv3=0, (29, 1) 


worin w die mittlere Dichte der Teilchenzahl in den Punkten x, y, z und 3 die mitt- 
lere Dichte des Teilchenstroms ist. 

Um diese Gleichung zu erhalten, nehmen wir zunächst die SCHRÖDINGERgleichung 
für den einfachen Fall von Kräften mit einem Potential (28, 4): 


0% RE; . 
er 773, y+Uv. (29, 2) 
Die Gleichung für die konjugiert komplexe Funktion ist dann 
OD, Mon n ; 


Multipliziert man die Gleichung (29, 2) mit y* und (29, 2’) mit y, und subtrabiert 
man die zweite Gleichung von der ersten, so erhält man: 


ö I y* h2 
ih (r En er v3 = er — yv?y*). 


Diese Gleichung kann wie folgt umgeformt werden: 
2 (yry) = div (pr — yvyh); (29, 3) 
ot yy 9 u Y G yvyT); ’ 
9* p ist die Wahrscheinlichkeitsdichte w: 


v=y*Yy. (29, 4) 
Bezeichnet man mit 3 den Vektor 


ih 
= _— * __ pr 
a 2! (29, 5) 
so erhält die Gleichung (29, 3) die Form 
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Daraus folgt, daß der Vektor 3 der Vektor der Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist. 
Die Gleichung (29, 6) bekommt eine anschaulichere Deutung, wenn man berück- 
sichtigt, daB w = y*y auch als mittlere Teilchendichte aufgefaßt werden kann. 
Dann ist 3 als mittlerer Teilchenstrom durch die Einheitsfläche anzusehen. Dement- 
sprechend ist die Gleichung (29, 6) als das Gesetz der Erhaltung der Teilchenzahl zu 
betrachten. Integrieren wir (29, 6) speziell über ein beliebiges endliches Volumen V, 
und wenden wir den Gaussschen Satz an, so erhalten wir: 


9) 
er - [arzar- - [unds. (29, 7) 


worin das letzte Integral über die Oberfläche S genommen ist, die das Volumen V 
umschließt. Dehnen wir die Integration über den ganzen Raum aus (V —> ) und 
berücksichtigen wir, daß die Wellenfunktion » und damit auch die Stromdichte 3 
auf einer unendlich entfernten Oberfläche gleich Null werden!), so finden wir 


BEN 
fer =-4 vFydr=ßd, (29, 8) 


d. h., die Gesamtwahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgendwo im Raum zu finden, hängt 
nicht von der Zeit ab. Folglich bleibt die Teilchenzahl unverändert. Zugleich be- 
stätigt (29, 8), daß sich die Normierung von Wellenfunktionen nicht mit der Zeit 
ändert, eine Tatsache, die wir bereits im $ 10 erwähnt haben. 

Multiplizieren wir 3 und w mit der Teilchenmasse u, so kommt: 


ih | 
0, = uw = u|Yy |}, I,—= — (Pv pt pvp). (29, 9) 


Dann besitzt 0„ den Sinn der mittleren Massendichte und 3, den der mittleren 
Massenstromdichte. Aus (29, 6) folgt, daß diese Größen der Kontinuitätsgleichung 


a | div, = 0 (29, 10) 


gehorchen, d. h., die Änderung der mittleren Masse innerhalb eines unendlich 
kleinen Gebiets ist bedingt durch das Ein- oder Ausfließen der Masse durch die Ober- 
fläche, die dieses Gebiet umgrenzt. 

In ähnlicher Weise bekommen wir durch Multiplikation von w und S mit der 
Teilchenladung e die mittlere Dichte der elektrischen Ladung und die mittlere 
Dichte des elektrischen Stroms: 


= ew=elyP, 3.=7, Wr pop), (29, 11) 


1) In dem Falle, wo die Funktionen y nicht integrierbar sind, kann das Integral f J„ds auch 
auf einer unendlich entfernten. Oberfläche richt Null werden. Dann besteht ein Teilchenstrom aus 
dem Unendlichen oder ins Unendliche. 
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für die wir ebenfalls die Kontinuitätsgleichung 


00%, 
0: 


+divd,—0 (29, 12) 


erhalten. 

Die Gleichungen (29, 10) und (29, 12) drücken das Gesetz der Erhaltung der Masse 
und der Ladung in der Quantenmechanik aus. 

Stellt man die Wellenfunktion y in der Form 


y= uel® (29, 13) 
dar, worin u die reelle Amplitude und © die reelle Phase ist, so erhalten wir nach 
Einsetzen von (29, 13) in (29, 5): 

ee ') : 

S=-wvo. (29, 5’) 
u 


h 
Da u? die Dichte w ist, so kann die Größe — v© als mittlere Geschwindigkeit im 
u 


Punkt x, y, z aufgefaßt werden: 
v= 2 vo (29, 14) 
7 


und die Größe -e als das Geschwindigkeitspotential. 


Aus der Formel (29, 5’) geht besonders deutlich hervor, daß die Stromdichte 3 
nur dann von Null verschieden ist, wenn der Zustand durch eine komplexe Funk- 
tion beschrieben ist (sonst ist © = const). 

Wenn ein Magnetfeld $ vorhanden ist, das durch ein Vektorpotential X be- 
schrieben wird ( = rot 9), dann wird die Formel für die Stromdichte 3 etwas 
anders?). Und zwar erhalten wir für die Stromdichte bei vorhandenem Magnetfeld 
an Stelle von (29, 5) den Ausdruck 


a _ * __ ay* WER * „ 
ur (v7 y Yv*V%) a Yv. (29, 5°’) 


Um zu diesem Ausdruck zu gelangen, muß in die SCHRÖDINGERgleichung (28, 3) 
die Hamıtroxfunktion (27, 9) für die Bewegung in einem beliebigen elektromagne- 
tischen Feld eingesetzt werden. Führen wir das durch, so finden wir für die ScHRö- 
DINGERgleichung in diesem Fall: 


.,0y MR, ieh ieh .. BR az 
ra rl rn em ann 
(29, 15) 


1) Die Umformung ist dadurch bedingt, daß die Operatoren beim Vorhandensein eines Magnet- 
feldes Operatoren des allgemeinen Impülses und nicht des gewöhnlichen (Masse mal Geschwindig- 
keit) sind. Das gleiche ist auch in der klassischen Mechanik der Fall. Vgl. Anhang VI, Formel (10). 
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und für die konjugiert. komplexe Funktion: 


„oO MW ,, ieh « ich . 2 
e? 
2 4p* *LUy*. 1 
ur vr eV y*--Uy (29, 16) 


Multiplizieren wir wieder die erste Gleichung mit 9* und die zweite mit yund sub- 
trahieren wir den zweiten so erhaltenen Ausdruck vom ersten, so erhalten wir 


,0O(yry) BR „. 0 
a (yvy—yvy Dr (divYlyry) + 


+4 (y* vy+yvpR))}. 
Der Ausdruck in der geschweiften Klammer kann umgeformt werden: 
divApry+Alyvpy+ yvy!)=dvYpy+Avyrp)=divAlyp*y). 
I (y*y) 


Setzen wir dieses Ergebnis in den vorhergehenden Ausdruck für ae ein, und 
dividieren wir durch :%h, so erhalten wir: i 


0 (y* . [ih e 
+ we ya vryt=0. (29,17). 
Das ist die Kontinuitätsgleichung, wenn ein durch das Vektorpotential X be- 
schriebenes Magnetfeld vorhanden ist. Der Ausdruck in der geschweiften Klammer 
muß die Stromdichte sein, er stimmt mit (29, 5”’) überein. 

Daß unsere Kontinuitätsgleichung richtig ist, hängt auf das engste mit der Selbst- 
adjungiertheit des HAMmILToNoperators H zusammen. Wir haben diese Eigenschaft 
des HAmILTonXoperators stillschweigend bei der Ableitung von (29, 5) und (29, 17) 
benutzt. Im Anhang VIII wird diese Eigenschaft näher untersucht werden. Es 
wird gezeigt, in welcher Weise’aus der Forderung der Selbstadjungiertheit des Ope- 
rators H die Forderungen an das Verhalten der Wellenfunktion im Unendlichen 
und in ausgezeichneten Raumpunkten (vgl. $20) hervorgehen, die die Gültigkeit 
der Kontinuitätsgleichung im ganzen Raum sicherstellen, 


$ 30. Stationäre Zustände 


Wenn zeitlich veränderliche äußere Felder fehlen, dann hängt der HAMILToN- 
operstor HM nicht von der Zeit ab und fällt mit dem Operator der Gesamtenergie 
H (x) zusammen. In diesem Fall hat die SoHRÖDINGERgleichung 


Iy(z,t) 


Lösungen, die durch die Separation der Variablen x und { erhalten werden: 
yady=ylaatle) (30, 2) 
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Setzen wir (30, 2) in (30, 1) ein, und bezeichnen wir den Separationsparameter mit 
E, so erhalten wir: 


., Of 
ch rag Ef, (30, 3) 
H(z)y(x)=Ey(k). (30, 4) 
Die erste Gleichung läßt sich sofort lösen: 
Bi 
(tt) = const- er. (30, 5) 


Was die zweite Gleichung betrifft, so stimmt sie, wie ersichtlich, mit der Gleichung 
für die Eigenfunktionen des Energieoperators H!) überein. Bezeichnet man diese 
Funktionen mit y, (x) und die Eigenwerte mit E, (wir nehmen den Fall eines dis- 
kreten Energiespektrums an), so erhält die endgültige Lösung von (30, 2) die Form 


es (30, 6) 


ı 


wm wm(er)e 


Daraus folgt, daß Zustände mit einem bestimmten Energiewert E„.(AE?=0) peri- 
odisch von der Zeit mit einer Frequenz abhängen, die gleich ist: 
En 

h 

Dieses Ergebnis erweitert die ps BRoGLIEsche Beziehung E = hw,die anfangs nur 
für die freie Bewegung angewandt wurde, auf beliebige Systeme. Der Zustand 
(30,6) mit einem bestimmten Energiewert heißt aus Gründen, die sofort klar 
werden, stationär. Die Gleichung (30, 4) heißt Scarönınezrgleichung für stationäre 
Zustände. Da die Gleichung (30, 1) linear ist, kann ihre allgemeine Lösung y (x, i) 
als Überlagerung stationärer Zustände mit willkürlichen aber konstanten Amplituden 
dargestellt werden, und zwar: 


Va) Namdett. (30, 8) 


(30, 7) 


1 


Die Amplituden c„ sind durch die Ausgangsfunktion » (x, 0) bestimmt. Aus der 
Orthogonalität der Funktionen %, folgt: 


cn = [y*z, 0) ya (2) de. (30, 9) 


Wir wollen jetzt die Ortswahrscheinlichkeit des Teilchens w, (x, t) und die Strom- 
dichte 9, (x, t) im n-ten stationären Zustand berechnen. Nach (29, 4) und (29, 5) 
haben wir: 

Wr (2, £) —— | Un (z, t) ? = Un (z, t) Un (x, t) ’ 


u 
I, (2,1) = 2, [vn (8, 8) v YE (m, 1) — yE lat) vn (m, 0)]- 


=) Die Gleichung (30, 4) erhält man aus der allgemeinen Gleichung (20, 2), wenn man dort L=H, 
L = EB setzt. | 
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Setzen wir hier y, (x, t) aus (30, 6) ein, so finden wir: 
Ww, (8, t) = u, (X, 0), (30, 10) 
In(8%, 1) = 3n (8, 0), (30, 11) 


d.h., in stationären Zuständen hängen Ortswahrscheinlichkeit des Teilchens und 
Stromdichte nicht von der Zeit ab. 

Daraus folgt [unter Berücksichtigung von (29, 11)], daß in diesen Zuständen die 
mittlere Dichte 0, der elektrischen Ladungen und die mittlere Dichte 3, des elek- 
trischen Stromes von der Zeit unabhängig sind. 

Ein System, das sich in einem Zustand mit einer bestimmten Energie E,„ (4 AB? 
— 0) befindet, stellt somit vom elektrischen Standpunkt aus ein System statisch 
verteilter Ladungen und konstanter Ströme dar. 

Die Kennzeichnung stationärer Zustände wird vollständiger, wenn wir beachten, 
daß in stationären Zuständen die Wahrscheinlichkeit w (L) für die Messung des 
Wertes L irgendeiner mechanischen (nicht von der Zeit abhängigen) Größe von der 
Zeit unabhängig ist. Damit wird auch der Mittelwert L zu einer Konstanten. Als 
Beweis hierfür benutzen wir die Formel (22, 14) 


v(L)=|e(L)), 
worin c (L) die Amplitude in der Entwicklung von y (x, t).nach den Eigenfunk- 


tionen y; (x) des Operators L ist, der die Größe L darstellt. Nach (21, 16) haben 
wir für den stationären Zustand %, (z, t) (30, 6) 


_ Ent 
c(L) = [vi (2) an (w,t)de=e "h In: (2) pn (x) dx 
und folglich 
w(L)=|c(D) = I[vE(@) Yn (x) dx | = const. (30, 12) 
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V. Die Anderung mechanischer Größen mit der Zeit 


8 31. Die zeitlichen Ableitungen der Operatoren 


Die ScHRönDINnGERgleichung gestattet die Aufstellung einfacher Regeln, mit 
deren Hilfe sich die Änderung des Mittelwerts irgendeiner mechanischen Größe in 
einem unendlich kleinen Zeitabschnitt berechnen läßt, die also die Berechnung der 


L u 
zeitlichen Ableitung “des Mittelwertes Z irgendeiner Größe L ermöglichen. 


Um die physikalische Bedeutung dieses Differentialquotienten zu ermitteln, 
nehmen wir an, wir hätten im Zeitpunkt t einen Zustand, der durch die Wellenfunk- 
tion y (X, i) beschrieben wird. Wir führen Messungen der Größe L in diesem Zu- 
stand durch und erhalten als Ergebnisse der einzelnen Messungen L’, L', L’",.. 
Das Mittel aus einer großen Zahl von Messungen wird L (£) sein und errechnet sh 
nach der Formel 

L)=[y*(&,t)-Ly(z,i)de. (31,1) 


Eine andere Serie von Beobachtungen führen wir in einem um ein kleines Zeit- 
intervall verschobenen Zeitpunkt !’ = t+ At durch. Wir erhalten eine neue Serie 
von Ergebnissen!). Der Mittelwert dieser Ergebnisse wird ein anderer sein, da sich 
der Zustand innerhalb der Zeit # ändern und die gleichen Resultate L’, L’, L’”,... 
mit anderen Häufigkeiten auftreten werden. Außerdem kann der Fall eintreten, daß 
die Größe selbst explizite von der Zeit abhängt, so daß auch die möglichen Werte 
L'’,L'",L'"',... sich im Laufe der Zeit ändern. Bezeichnen wir den Mittelwert der 


Meßergebnisse im Zeitpunkt t+ At mit L(t + At), dann ist 


Er L) = lim Lt+)—-LW (31, 2) 
41>0 At 

!\ Die Messung des Wertes irgendeiner Größe zu einem genau gegebenen Zeitpunkt kann zu 
einer Zustandsänderung der Partikel führen. Daher muß man sich die Durchführung der zwei 
Serien von Messungen im Zeitpunkt und {+ At genauer so vorstellen, daß wir eine Gesamtheit 
aus einer großen Zahl unabhängiger Exemplare N besitzen, die sich im Zustand % (z, ) befinden. 
Wir trennen N in zwei große Gruppen N’ und N’. Im Zeitpunkt t messen wir in der ersten Teil- 


chengruppe N’ und erhalten L(t). (Dabei wird sich der Zustand dieser Exemplare im allgemeinen 
verändern und nicht mehr durch die Funktion % (x, t) beschrieben sein). Dann führen wir im 
Zeitpunkt t + At die Messung in der Gruppe der von der ersten Messung nicht betroffenen Exem- 


plare N” durch. Aus diesen Messungen erhalten wir L(t + At). 
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$31. DIE ZEITLICHEN ABLEITUNGEN DER OPERATOREN 


Um diesen Differentialguotienten zu berechnen, differenzieren wir (31, 1) nach der 
Zeit und erhalten: 


e en rat pas + [wol agar. (31, 3) 


Es ist offensichtlich, daß das erste Glied der Mittelwert von 2 istund verschwin- 


ot 
det, wenn L nicht explizite von der Zeit abhängt. Die zwei letzten Glieder verein- 
fachen wir unter Verwendung der SCHRÖöDIngERgleichung (28, 3). Aus (28, 3) er- 
halten wir: 


Oy 1 
mM: 

9 y* 1 

_—__ _ _ H:v* 
013 N 


Setzen wir diese Ausdrücke in (31, 3) ein, so finden wir: 


ana vr) Endet [vw (Eimar. 


Wir formen das erste Integral um, indem wir die Selbstadjungiertheit des Operators 
H benutzen. Setzen wir y* = ur, Lyv= u,, so erhalten wir infolge der Selbst- 
adjungiertheit (18, 7): 


[iH* y*) (Ey)dz = [%, -H*u”’dıe= IK2u -Hu,dı= [»* (HLy) dx. 


Setzen wir das in den Ausdruck für 22 ein, so finden wir: 


di 
ZI RN * (LH— HL) vd 31,4) 
dt = ot ih| Y ( 22 ) Y ® ( ’ 
Nunmehr schreiben wir: 
[2,2] = —- (LH— HI), (31, 5) 


‘wobei wir den Operator z (EH— HL) als Poıssonklammer bezeichnen werdent). 
Dies gestattet uns, (31, 4) in folgender Form zu schreiben: 
nt eu (31, 6) 


1) Dieser Ausdruck ist der klassischen Mechanik entlehnt. Siehe Anhang VI, Formel (4). 
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V.DIE ÄNDERUNG MECHANISCHER GRÖSSEN MIT DER ZEIT 


Wir sehen, daß die zeitliche Ableitung des Mittelwertes L der Mittelwert einer 
Größe ist, die durch den Operator 
OL 
dargestellt wird. 
ee | dL u dl 
Daher ist dieser Operator als der Operator Er der zeitlichen Ableitung 7, der 
Größe L anzusehen, welche durch den Operator L dargestellt wird: 


dL OL | 
unten. (31,7) 
Diese Definition des Operators, der die zeitliche Ableitung darstellt, führt dazu, daß 
d — dL dL 
Zt a Br 8 
di f» di De ) 


d.h., die zeitliche Ableitung des Mittelwertes ist gleich dem Mittelwert der zeitlichen 
Ableitung. 

Hängt die Größe L nicht explizite von der Zeit ab, so vereinfachen sich die For- 
meln (31, 6) und (31, 7) zu: 


— - [H,1], (31, 9) 
dL 
#1. (31, 10) 


Wir bemerken noch, daß man bei der Berechnung des Operators der zeitlichen 
Ableitung eines Produkts oder einer Summe von Operatoren mit der Poıssonx- 
klammer wie mit einem gewöhnlichen Differentialquotienten verfahren kann (wo- 
bei man natürlich die Reihenfolge der Multiplikatoren nicht ändern darf). Es ist 
leicht zu sehen, daß für L=A-+B: 

dL dA, dB 


=; = [8,A+ BJ = [H, A] + [H,B]= 


dt ' di mal) 


ist, und für L= A Bfolgt: 


= [H, AB] = [M,A]B+AH,BI-B+A — (31, 12) 


$ 32. Die Bewegungsgleichungen in der Quantenmechanik. Die EHuRENFESTschen Sätze 


Wir wollen jetzt die Gesetze für die Änderungen der Impulse und Koordinaten 
mit der Zeit aufstellen. 

Die Impulse und Koordinaten sind Größen, die nicht explizite von der Zeit ab- 
hängen. Daher wird nach (31, 10) die zeitliche Ableitung dieser Größen durch die 
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$32. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN IN DER QUANTENMECHANIK 


Poıssonklammer dargestellt, d.h. letzten Endes durch die Operatoren dieser 
Größen selbst und den Hamıtronoperator H, der das zu untersuchende mecha- 
nische System charakterisiert. Wir bezeichnen die Operatoren der kartesischen 
Koordinaten x, %, z und der entsprechenden Impulse 9,, p,, ?z mit &, y, z und 
P:, Py; P:!). Der HamıLtonoperator wird eine Funktion dieser Operatoren und 
auch im allgemeinen der Zeit t sein: 


H= H(p., Py; P:: % y,®,t). (32, 1) 


de dy ds 
| di’ dt’ dt 
tienten der Koordinaten nach der Zeit, d.h.die Operatoren derrechtwinkligen Kom- 
dPz dPı AP: 
dt ’ dt’ di 
lichen Ableitungen der Differentialquotienten der Impulskomponenten. 
Setzen wir in (31, 10) anstatt L die Operatoren 2, %, 2, Pz, Py, P: ein, SO er- 

halten wir die gesuchten Operatorengleichungen: 


Wir bezeichnen ferner mit die Operatoren der Differentialguo- 


die Operatoren der zeit- 


ponenten der Geschwindigkeit, und mit 


dx . dy da 

DET [H,&]; Fra: [H, y]; Fr [H, 2]; (32, 2) 
dp: _ s d.Ppy ae . dP: er ’ 
dt = [H, p:]; di —=[H, p,]; HE p]. (32, 2°) 


Diese Operatorengleichungen sind analog den Klassischen Hamıtronschen Glei- 
chungen und heißen daher die quantenmechanischen Humızrtonschen Gleichungen?). 
In der klassischen Mechanik stellt die erste Gruppe der Gleichungen (mit den 
Ableitungen nach den Koordinaten) den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit 
und Impuls her, während die zweite Gruppe (mit den Ableitungen nach den Im- 
pulsen) die Gesetze der Impulsänderung mit der Zeit ausdrückt. Die gleiche Bedeu- 
tung besitzen auch die quantenmechanischen HAamIrtTonschen Gleichungen. Um 
sich davon zu überzeugen, muß man die Poıssonklammern in (32, 2) und (32, 2’) 
auflösen. Wir betrachten der Einfachheit halber einen Fall, bei dem magnetische 
Kräfte fehlen. In diesem Fall hat der HAMILTONoperator (s. 27, 2) die Form 


1 
H=,,(PB+P+PD + Vena. (32, 3) 
Betrachten wir die Wellenfunktion als Funktion der Teilchenkoordinaten x, y, z in 
der Zeit i, so erhalten wir für die Operatoren folgende Ausdrücke: 
FI YzYyR m%, 
6) 6, 0) 
Pz ih 35 Pr ih By’ P: ch Ep (32, 4) 


1) Wir beschränken uns auf die Untersuchung der Bewegung im kartesischen Koordinaten- 
system. Über die Gleichungen in einem krummlinigen Koordinatensystem siehe Anhang VII. 
2) Vgl. Anhang VI, Gleichung (7). 


103 


V. DIE ÄNDERUNG MECHANISCHER GRÖSSEN MIT DER ZEIT 


Berechnen wir jetzt den Operator = ! Wir haben 


1 1 
[H, x] = Er (ce H — Hx) 77 = (2P} — P;%), (32, 5) 


so daß x mit p,, P2, U (x, Y,2,t) vertauschbar ist. Die Vertauschungsregel (24, 2) 
gibt für die Operatoren x und p;: 


Pz% = Ps (Pz%) = Pr (@ Pa — ih) = (Pr) Pr —ihp, | (32, 6) 
—= (2P; — ih) Pa -ihp, =2p} — 2ihPp.. 
Setzen wir diesen Ausdruck in (32, 5) ein, so finden wir: 

1 

[H, 2] = —P:. (32,7) 
[7 

Für y und z erhalten wir offenbar ein analoges Resultat. Daher ist 
IR ne „AU... de m (32, 8) 


d.h., derGeschwindigkeitsoperator ist gleich dem Impulsoperator, geteilt durch die Teil- 
chenmasse u. Mit anderen Worten, der Zusammenhang zwischen den Operatoren 
der Geschwindigkeit und des Impulses ist der gleiche wie der zwischen den ent- 
sprechenden Größen der klassischen Mechanik. 


Wir suchen jetzt den Operator > -. Aus (32, 2’) und (24, 4) haben wir: 
1 oU 
[H4,Pp:] = ch (pP. U — Up.) = I, (32, 9) 


d.h. 


Zr (32, 10) 


—__ 57. u sind nichts anderes, als die Operatoren der Kraftkompo- 


nenten!). Daher kann (32, 10) auch wie folgt geschrieben werden: 


dPz _ dpy _ dp _ m. 
a 92:11) 


d.h.,der Operator der zeitlichen Ableitung des Impulses ist gleich dem Operator der 
Kraft. Die Gleichungen (32, 10) können daher als Newronsche Gleichungen in 
Operatorform betrachtet werden. 


1) Diese Operatoren stellen einfach Koordinatenfunktionen dar. 
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$33. DIE INTEGRALE DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 
Berechnen wir den Mittelwert der Größen = 5 GPs usw. bei irgendeinem Zu- 
stand %, so erhalten wir aus (32, 8) und (32, 10) auf Grund von (31, 8): 


dt 


de: de 1 | 
u 32,12 
t dt 2) u Pa: \ 
dd, dd — BU. 


usw. Das aber bedeutet, daß die zeitliche Ableitung des Mittelwertes der Koordi- 
nate x gleich dem mittleren Impuls ist, geteilt durch die Masse des Teilchens, 
und die Ableitung des Mittelwertes ?, des Impulses gleich dem Mittelwert F, der 


Ausführlich geschrieben sehen die Gleichungen (32,12) und (32,13) wie folgt aus: 


Kraft ist. 
* 1 l 
f» zyaa = |p° Pıyda, (32,12’) 
d ‚OU 
ar Pz yda ik 3, v0 (32, 13°) 


Sie tragen die Bezeichnung: Eurexrestsche Sätze. Differenziert man (32, 12) nach 
der Zeit, und eliminiert man aus (32, 12) und (32,13) d(p,) /dt, so erhält man die 


quantenmechanische NewTronxsche Gleichung 
(32, 14) 


dx 0) — 
ar 77 x a 


$ 33. Die Integrale der Bewegungsgleichungen (Konstanten der Bewegung) 


Wir haben in der Quantenmechanik die gleichen Integrale der Bewegungs- 
gleichungen wie in der klassischen Mechanik. Eine Größe L wird ein Integral der 


Bewegungsgleichungen, wenn 
en Sr +[H,L]=D0. 


di 


Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die Größe L nicht explizite von der Zeit 
abhängt. Wir haben dann statt (33,1): 
Ce [A,L]=0, (33, 2) 


di 


d.h., für Bewegungsintegrale (die nicht explizite von der Zeit abhängen) wird die 
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Poıssonklammer Null. 


V,DIEÄNDERUNG MECHANISCHER GRÖSSEN MIT DER ZEIT. 


Aus den Formeln (33, 1) und (33, 2) folgt, daß der Mittelwert eines Integrals der 
Bewegungsgleichungen nicht von der Zeit abhängt: 


Fe 
Eu = 33, 3 


Wir wollen jetzt zeigen, daß auch die Wahrscheinlichkeit w (L,, ti), im Zeitpunkt i 
irgendeinen Wert des Bewegungsintegrals, sagen wir gleich Z, , zu finden, nicht von 
der Zeit abhängt!). 
Da die Operatoren L und H vertauschbar sind, so besitzen sie gemeinsame Eigen- 
funktionen y, (x): 
Lyn == Ln Un (33, 4) 


Hy, = En Un- (33, 4') 


Wir entwickeln einen beliebigen Zustand y (x, t) nach den Eigenfunktionen %,. 
Diese Funktionen entsprechen denen stationärer Zustände, daher ist [vgl. (30, 8)] 


. Ent 
Y(Rt) =D onyn (2) er (33, 5) 
n 
oder 
y(zt)=2 nl) yn(&), (33, 6) 
n 
worin 
Ent % Ent 
GÜ)=ne Rr—=.l)e’r. (33, 7) 


Die Zerlegung (33, 6) ist die Entwicklung von y (x, i) nach den Eigenfunktionen 
des Operators L, daher ist 


w (La, t) = |cn(t) |? = |cn(0) |? = const. (33, 8) 
Die Form der Bewegungsintegrale hängt von der Art desKraftfeldes ab, in dem sich 


das Teilchen bewegt. Für die kräftefreie Bewegung wird die potentielle Energie 
U (x, y,2,t) = 0 und der HAMILToNoperator gleich 


| 


1 } 
I 2 (PE+ Py+ P2). (33, 9) 


Wie in der klassischen Mechanik erscheint in diesem Falle als Bewegungsinte- 
gral,d.h. als Größe, die bei der Bewegung erhalten bleibt, der Impuls. Denn 


Ei: LH, p:] = [H,p,] = IH, p.]=®, (33, 10) 
| dp: _ , dm _. IPmr_, 
0 art (33, 11) 


!) Gemeint sind Bewegungsintegrale, die nicht explizite von der Zeit abhängen. 
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833. DIE INTEGRALE DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 


Im Feld einer Zentralkraft gilt der Flächensatz — der Drekimpuls ist ein Bewegungs- 
integral. In einem Zentralkraftfeld ist die potentielle Energie U eine Funktion 
des. Abstandes vom Kraftzentrum: U=T (r). Daher läßt sich der HAMILTON- 
operator H in diesem Fall [vgl. (26, 6)] in der Form 


H=T, + + Un (33, 12) 


schreiben. Die Operatoren des Quadrats m? des Drehimpulses und seiner Kompo- 
nenten m;,, m,, m, hängen nach (25, 8) nur von den Winkeln d, p ab und wirken 
daher nicht auf Funktionen von r. Außerdem ist der in (33, 12) erscheinende Ope- 
rator m? mit m., m, und m, vertauschbar (siehe 25, 6). Also sind alle vier genann- 
ten Operatoren. mit (33, 12) vertauschbar, so daß 


dm? 


2 
[H, m] = 0, Er 


—= 0; (33, 13) 
dm, dm, dm, 


H,m)= [Hm = [H,m]=09 u = = 


=0. (33, 14) 
Damit ist in einem Zentralfeld der Drehimpuls Bewegungsintegral. 

Wir wenden jetzt die Gleichung (33, I) auf den HAamItLTonoperator an. Setzen 
wir dort L= H, so erhalten wir: 


d(H H 
2-3 nn 7, tam= = (33, 15) 
Hängt die HamıLrtonfunktion nicht explizite von der Zeit ab, so ist 
dH 
ru) (33, 16) 


In diesem Fall stimmt der HamıtLTonoperator mit dem Operator der Gesamtener- 
gie überein. Daher drückt (33, 16) die Tatsache aus, daß die Gesamtenergie in einem 
Feld von Kräften, die von der Zeit unabhängig sind, ein Bewegungsintegral ist. Mit an- 
deren Worten, (33, 16) drückt den Energiesatz in der Quantenmechanik aus. 

Nach den angegebenen Eigenschaften der Bewegungsintegrale ist die Gleichung 
(33, 16) so aufzufassen, daß weder der Mittelwert E der Energie noch die Wahr- 
scheinlichkeit, die einzelnen möglichen Energiewerte EZ — E,„ zu finden, von der 
Zeit abhängen!). 


1) Über den Energiesatz in der Quantenmechanik siehe $ 109. 


VI. Der Zusammenhang zwischen Quantenmechanik 
und klassischer Mechanik und Optik 


8 34. Der Übergang von den quantenmechanischen Gleichungen zu den 
New'ronschen Gleichungen 


Die im $ 32 bewiesenen EHRENFESTschen Sätze behaupten, daß bei jedem Zu- 
stand y für den Mittelwert mechanischer Größen die Newronsche Bewegungs- 
gleichung gilt!): 

de _ U 
—— m u — | 34, 1 
Re =) dx 


Nehmen wir an, y sei nur in einem sehr kleinen Raumteil 4x merklich von Null ver- 
schieden. Einen solchen Zustand wollen wir als Wellenpaket bezeichnen. 

Würde sich der Mittelwert von x nach der klassischen Formel gemäß der NEw- 
tonschen Mechanik ändern und würde die Form des Pakets keine Veränderung er- 
leiden, dann könnten wir die Bewegung des Pakets |y|? als die Bewegung eines 
Massenpunktes ansehen, der der Newronschen Mechanik gehorcht. Im allge- 
meinen erhalten wir in der Quantenmechanik keine solche Bewegung, da erstens 
das Wellenpaket auseinanderfließt und zweitens die Gleichung 


oU OU (x) 
oz 0% wa 
‚gelten müßte, damit die Bewegung des Paketschwerpunkts mit.der Bewegung eines 
Massenpunktes im Feld U (x) übereinstimmt. 

Im allgemeinen gilt diese Gleichung nicht. Trotzdem wollen wir jene Bedingungen 
näher untersuchen, unter denen die Bewegung des Wellenpakets annähernd mit der 
eines Massenpunktes übereinstimmt. Der Mittelwert £ der Koordinate x, d.h. 
die Koordinate des Paketschwerpunktes wird durch die Formel 


== |y* zyde (34, 3) 
bestimmt. Der Mittelwert der Kraft ist 
OU U ou 
275 = [w 5, var. (34, 4) 


) Wir beschränken uns im folgenden auf eine Dimension. Die Verallgemeinerung auf den 
räumlichen Fall macht keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. 
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$34. DEB ÜBERGANG VON DEN QUANTENMECHANISCHEN GLEICHUNGEN 


Setzen wir x= 7% + £, so wird: 


Ivan tgHR, (+ EdE. (34, 4’) 


Nehmen wir an, daß U (x) eine sich in dem Bereich von x, wo | |? merklich von 
Null verschieden ist, langsam verändernde Funktion von z ist. Dann kann etE) 
in eine Reihe nach Potenzen von £ entwickelt werden. Führen wir diese Entwick- 
lung durch, so erhalten wir 


00 9UM) 1%U (x) y* IFUG@) |» 
a 
Dabei gil = 
abei gilt: [pr vs = /yydı= 1, 

[vr Eyas=[y* a2) yda=0, 

[er #®vas=[y* (8 — BD’ yda— Ar 
und daher: 

U _9Ule) 19®U(z) 

de 03 2 9% Aus: (34, 6) 
Mit Hilfe der Gleichung (34, 1) erhalten wir: 

25 3 

Zar... ION... (34, 7) 


Wenn sich das Kraftfeld räumlich genügend langsam ändert, so können wir bei 


Annahme einer hinreichend kleinen Breite Ax?des Wellenpakets in dieserGleichung 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten vernachlässigen. Unter diesen Voraussetzun- 
gen erhalten wir die Newronsche Gleichung für die Bewegung des Schwerpunkts 
(%) des Wellenpakets: 
d?x OU (x) : 
Fe og en 


die für ein Zeitintervall von 0 bis t gültig ist. Dabei bleiben die in der Gleichung 
(34, 7) vernachlässigten Glieder klein. D.h., es ist zumindest folgende Bedingung 
erfüllt: 


REN, Ax:. (34, 8) 


O% 


U (2) 
92 


2 ‘ 


Die Größe Az, die die Ausdehnung des Pakets bestimmt, ist eine Funktion der 
Zeit und nimmt im allgemeinen (siehe weiter unten) mit der Zeit zu: das Wellenpaket 
zerfließt. Daher kann die Ungleichung (34, 8), selbst wenn sie im Anfangszeitpunkt 
erfüllt ist, von einem gewissen Zeitpunkt i an ungültig werden. Aber auch die Er- 
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VI. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 


füllung der Ungleichung (34, 8) bedeutet noch nicht, daß die Bewegung des Teil- 
chens mit dem klassischen Fall übereinstimmt!). 


Nimmt man in der Tat ein sehr schmales Wellenpaket (A x? klein), so ist die mitt- 
lere potentielle Energie des Teilchens nach der Quantenmechanik praktisch gleich 
der potentiellen Energie eines Massenpunktes, der sich im Mittelpunkt des Wellen- 
pakets befindet: 


U=/[yUydrzz Ui). (34, 9) 


Dasselbe läßt sich aber nicht von der kinetischen Energie T sagen; denn es ist: 


= p l — Ap®? p2 
T— Eee RE ARE 34, 10 
DE 20 P—-p+P) du 77 ( ) 


Nach der HEISENBERGschen Unschärferelation gilt: 


Daher kann sich in (34, 10) das erste für die Quantentheorie typische Glied als be- 
deutend größer erweisen als die klassische Energie eines Teilchens, das sich mit dem 
Impuls p bewegt. 

Der typische quantenmechanische Term in (34, 10) kann vernachlässigt werden, 
wenn 
h2 


A 


p 


1 
In (34, 11) 


„ 4P° oder p®> 
2 u 


Demzufolge kann die Bewegung des Teilchens im Zeitabschnitt i so betrachtet 
werden, als ob sie den Gesetzen der klassischen Mechanik gehorcht. Dabei müssen 
im Laufe dieser Zeit gleichzeitig die Ungleichungen (34, 8) und (34, 11) erfüllt wer- 
den Können. 

Eine gleichzeitige Befriedigung dieser beiden Ungleichungen wird durch folgende 
Umstände begünstigt: 1. wenn das Teilchen eine große kinetische Energie 7 be- 
sitzt, 2. wenn das Feld U (x) eine sich mit x langsam ändernde Funktion: darstellt. 

Somit erhält man den Übergang der quantenmechanischen Bewegungsgleichungen zu 
den Newroxschen, wenn man zu großen kinetischen Energien der Teilchen und sich 
langsam ändernden Feldern übergeht. 

Wir untersuchen nun das Zerfließen des Wellenpakets bei der freien. Bewegung des Teilchens. 
Das mittlere Schwankungsquadrat A? ist das Mittel der Größe 


Ar = (c«— x)? 


1) Für alle Funktionen U (x) der Form U=a-+bx-+ ca? folgt aus (34, 7), daß die Bewegung 
des Paketschwerpunkts genau mit der klassischen Bewegung eines Massenpunktes im Feld 
U (x) übereinstin.mt. Zu diesen Fällen gehören: a) die freie Bewegung, b) die Bewegung in einem 
homogenen Feld, c) der harmonische Oszillator und einige andere (im homogenen Magnetfeld er- 
hält man z.B. die gleichen Resultate wie für den Oszillator). 
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534. DER ÜBERGANG VON DEN QUANTENMECHANISCHEN GLEICHUNGEN 

worin x die Koordinate des Zentrums des Wellenpakets ist. Nach (34, 7) haben wir: 
——=y, z=evit+S, (34, 12) 
d.h., das Zentrum des Wellenpakets bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit v. Die 


zeitlichen Ableitungen berechnen sich für die Größe A x? auf Grund der allgemeinen Formel (31, 7). 
Nehmen wir dort L= Az? an, so finden wir: 


dA: 94a 


dt FT 


"2 
+ [H, 422] Zn + [H, =], 


2 
und da für die freie Bewegung der Operator H = Br ist, so folgtt): 


1 1 sp+px 
21 — — [92 221 — 292 _ pn) = ——— IT 
IH, 22] = 5, [1P%, 22] = 5,7 (Pt Pre) = 
. d4a 
Somit ist der Operator re gleich 
dA x x d@ x x — 
IV Aa SE La 2 SE (34, 13) 


Für die zweite zeitliche Ableitung gilt: 


d242 09 /dA2 dA dx zp-+ px 
ET ea ee RE ER 
de 5 dt | ’ dt . .d® +|M, 


ap-+Ppr 1 | 2p? 
er = Dina (RP +P2)P?— pP? (xp +Pe)) = 2 ; 


d.h. 


de a de Bere (34, 14) 


Da pP? mit H vertauschbar ist, sind alle höheren zeitlichen Ableitungen von 42? gleich Null. 
Somit lautet die Entwicklung von Az? in eine TAYLorsche Reihe nach Potenzen von ? 


zp+ Pr Be. 1/2pP —,\ ; 
Au} = And + (PERF oa (— zz (34, 15) 


Gehen wir von den Operatoren zu den Mittelwerten über, so ergibt sich: 
Zus res, JEDE 2 
ee Au + (FRE oe ak GE (34, 16) 


As? ist natürlich eine stets positive Größe, daher folgt aus (34, 16), daß Aa2 mit wachsendem t 
unbegrenzt zunimmt (möglicherweise, indem es dabei ein Minimum passiert), d. h., das Wellen- 


1) Bei allen folgenden Rechnungen verwenden wir die Formel 
Prt= Xp — ih. 
ıll 
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paket zerfließt. In vielen Fällen (abbängig von der Form von %» (x, 0)) verschwindet das Glied 
mit i. Dann erhält (34, 16) eine besonders einfache Form: 


Aa? = AaR + AR, (34, 17) 


worin Av? die mittlere quadratische Abweichung der Geschwindigkeit vom Mittelwert ist: 


e—— nenn: SA 


X 


X »X+ v.t 


Abb. 13. Bewegung und Zerfließen eines Wellenpakets bei Abwesenheit äußerer Kräfte. 


Das Zerfließen eines solchen Pakets stimmt mit dem Zerfließen eines Teilchenschwarms in 
der klassischen Mechanik überein, wenn Anfangslagen und Geschwindigkeiten der Teilchen um 


Abb. 14. Streuung des 
Teilchens im Atomfeld. 
O Mittelpunkt des Atoms, 
e Radius der Kraftwir- 
une: AA’ Flugbahn des 
enpakets, das vonder 
Breite y = auf die Breite 
Az’ zerfließt. 
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ihre Mittelwerte mit den Schwankungsquadraten 422 und 
Av? verteilt sind. Aber in der klassischen Mechanik läßt sich ein 
Schwarm annehmen, in dem A Aa? und 42 gleich Null sind. In der 


Quantenmechanik ist das infolge der Unschärferelation nicht mög- 
lich. Abb. 13 kennzeichnet das oben über Bewegung und Zerfließen 
des Wellenpakets Gesagte. 

Als Anwendung der Theorie über die Bewegung eines Wellen- 
pakets fragen wir nach den Bedingungen, unter denen die Streuung 
eines Teilchens in einem Atomfeld mit Hilfe der Methoden der 
klassischen Mechanik untersucht werden kann. Der Radius der 
Wechselwirkungskräfte zwischen dem Atom und dem an ihm vor- 
beifließenden Teilchen sei a. Es ist augenscheinlich, daß die Aus- 
dehnung Ax des Wellenpakets um vieles kleiner als #2 sein muß, 
wenn von einer Flugbahn des Teilchens innerhalb des Atoms ge- 
sprochen werden soll (Abb. 14). 

Auf Grund von (34,10) und (34, 11) schließen wir, daß die 
kinetische Energie des Teilchens 

_ p8 he h2 

ae du? gu In Am? 8u r 
ist (da Ax <a). Unter dieser Bedingung wird das Paket während 
des Teilchendurchgangs durch das Atom keine Zeit zu einem merk- 
lichen Zerfließen finden, da die Durchgangszeit von der Größenord- 


nung: t=—= 5 ist. Es folgt weiter aus (34, 17), daß für die Ver- 
A A 
breiterung des Wellenpakets gilt; A! Av-t= (=) . (*)- = E z ) 


a, dann ist bei Erfüllung von (34,11) Ap<p: Ar <a. 


$235. DER ÜBERGANG VON DER ZEITABHÄNGIGEN SCHRÖDINGER GLEICHUNG 


Die Reichweite der Kraft ist größenordnungsmäßig gleich dem Atomradius. a = 10°® cm. 
Für ein a-Teilchen der Energie 7 = 1 MeV = 1,6: 10° erg, z. B., ist 9x = 24. T = 4,6 10-23 
. (die Masse u. des «-Teilchens ist gleich 6,7 - 1027 g). Andererseits ist = 1: 10-19, Somit ist 


für ein Teilchen die Ungleichung (34, 11) erfüllt. Folglich kann die Streuung eines «-Teilchens mit 
den Methoden der klassischen Mechanik untersucht werden (wie das auch zuerst von RUTHER- 
FORD in seiner berühmten Theorie über die Streuung von a-Teilchen getan wurde). 

Geht aber ein «-Teilchen in der Nähe des Kerns vorbei, so muß der Einfluß der Kernkräfte 


h 
berücksichtigt werden, für die die Reichweite «a & 10-13 cm ist und ae 1 - 10-15, Dann ist die 


Ungleichung (34, 11) schlecht erfüllt. Darum kann die Streuung der «-Teilchen durch Kernkräfte 
(die „anomale“ Streuung) nicht nach Methoden der klassischen Mechanik abgeschätzt werden. 
Für Elektronen (u. = 9 - 10-28 g) haben wir beispielsweise bei 7’ = 100 eV ein 9, = 5,4 - 10-19, 


so daß p, mit ey vergleichbar ist. Auch in diesem Falle ist die Anwendung der klassischen 


Mechanik nicht möglich. 


$ 35. Der Übergang von der zeitabhängigen Scnröpmerr Gleichung 
zur klassischen Gleichung von HAMILTON-JACoBI 


Wir haben im vorhergehenden Paragraphen den Zusammenhang zwischen den 
Bewegungsgleichungen nach der Quantentheorie und den Newroxschen Gleichun- 
gen und somit zwischen der Quantenmechanik und der klassischen Mechanik her- 
gestellt. Dieser Zusammenhang ergibt sich noch auf eine andere Weise. Man kann 
zeigen, daß die klassische HAMmILToNn-JAcoBIsche Gleichung ein Grenzfall der 
zeitabhängigen SCHRÖDINGER Gleichung ist. 

Wir beschränken uns im folgenden auf die Untersuchung der Bewegung eines 
Teilchens mit der Masse # in einem Potentialfeld U (x, y, z,t). Die HAMILToN- 
JacoBIsche Gleichung gilt für die Wirkungsfunktion $, (z, %, 2, t) mit den Eigen- 


schaften 


08, 08 08 
ug me me N 


worin Pz, Py, Pz die Komponenten des Teilchenimpulses sind. Die HAMILToN- 
Jacogische Gleichung lautet für diesen Fall: 


lernen. ann 


Da die Hamıttonfunktion H (Pz, Py, Pz; &%, %, 2, t) gleich ist: 
1 
H (Pe, Du Po u ya) =, (+ By +P)+U(%, 9,21), (35,3) 


folgt aus (35, 1) und (35,2), daß die Hamıtron-JacoBische Gleichung in der 
Form geschrieben werden kann: 


08, _ | OS, 08% 08, IB 
ra dy ’ 5 „, Yy2, 1 (35, 4) 
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VI. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 


Hängt die HAmmronfunktion nicht explizite von der Zeit ab, so ist sie gleich der 
Teilchenenergie E. Dann folgt aus (35, 4): 


= m, 8, = Bi — 3, (8, 9:2). (35, 5) 


Die Gleichunger (35, 1) zeigen, daß die Flugbahnen Linien sind, die zu den 
Oberflächen $S, = const orthogonal sind. Hängt H nicht explizit von der Zeit ab, 
so ändert sich die Form dieser Oberflächen 
nicht mit der Zeit. 

Abb. 15 zeigt diese Oberfläche und die 
möglichen Flugbahnen der Teilchen. Ein 
Teilchen, das sich im Zeitpunkt i = 0 im 
Punkt a befindet, wird sich im weiteren 
Verlauf auf der Flugbahn a, b bewegen. Wir 
stellen uns nun einen Schwarm von Teilchen 
vor, die verschiedene Anfangskoordinaten 
%> Yy» 2, besitzen. Im Volumelement AV 
mögen sich AN = o AV Teilchen befinden, 
wobei e die Teilchendichte ist. Zum Zeit- 
punkt £ werden sich alle diese Teilchen in 
ein anderes Raumgebiet verschieben, aber 
Abb. 15. Flugbahnen und Oberflächen einer ihre Zahl wird sich nicht ändern. Verfolgt 

konstanten Wirkungsfunktion. man die Bewegung des Volumelements 
AV, das diesen Teilchen zugeordnet ist, 
so bleibt in ihm die Teilchenzahl unverändert. Bezeichnen wir den lokalen 


Flächen 5, = const. 


Differentialquotienten mit ı ‚so erhalten wir: 


Dt 


Nun sind aber die lokalen Ableitungen von o und AV gleich 


D 
Ze 2 = divo- AV, 


worin » die Teilchengesch windigkeit ist. Kombinieren wir diese Ausdrücke mit der 
vorhergehenden Gleichung, so erhalten wir die Kontinuitätsgleichung 


= 1 div (oo) =0. (35, 6) 
Nach (35, 1) ist 
1 
=. vs . 35, 7 
he (35, 7) 
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335. DER ÜBERGANG VON DER ZEITABHÄNGIGEN SCHRÖDINGER GLEICHUNG 


Daher können wir (35, 6) auf folgende Form bringen: 


do 1. u do 1 2 
a rer ov?S,}. (35, 8) 


Der Teilchenschwarm bewegt sich somit wie eine Flüssigkeit. Das von ihm ein- 
genommene Volumen ‚‚zerfließt‘‘ nicht. Es deformiert sich nur. 

Die Gleichungen (35, 8) können auch anders gedeutet werden. Dividieren wir die 
Teilchenzahl AN im Volumen AV durch die Gesamtzahl N der Teilchen, so können 


wir zu als die Wahrscheinlichkeit ansehen, ein Teilchen im Volumen AV zu fin- 


den, und die Dichte o als die Wahrscheinlichkeitsdichte. 
Wir wenden uns nun der Quantenmechanik zu. Wir wollen zeigen, daß die 
zeitabhängige SCHRÖDINGER Gleichung 


OH He Sa U (z,y,2,1t) (35, 9 
FF 0 2u ne 9) 


annähernd zu den gleichen Ergebnissen führt wie die eben untersuchte HAMILTON- 
JacoBische Gleichung. Dazu stellen wir die Wellenfunktion % in folgender Form 
dar: 


{ 


—S 


y=eh, (35, 10) 
worin S eine gewisse unbekannte Funktion ist. Berücksichtigen wir, daß 
Oy__i08, Py__ (AS 3 98 
Oo 3 Hönt de Ma)! nom” 


so erhalten wir durch Einsetzen von (35, 10) in (35, 9) die Gleichung für die Funk- 
tion 8: 


0S 1 08\? 08\? 08 ih 
sera + (a7) an (5) I+ U (2,5045, v8. (5,11) 


Wir entwickeln S nach Potenzen von (ih): 
S=%8,+ (ih)8, + (ih, -+ .-. (35, 12) 


Setzen wir (35,12)in (35,11) ein, und vergleichen wir die Koeffizienten für gleiche 
Potenzen von A, so erhalten wir die Gleichungen: 


98, _ 1 ([88,\ , (08,\2  /9S,\? 


ot 0x 


O8, _ 1 [208.95 | 505. 08 | 508 08 | og.) 
9° 2 dx 9x dy oz er 


— zu {278 v8, + v28,} (35, 13°) 
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Die erste dieser Gleichungen stimmt mit der HAMILTON-JAacoBIschen Gleichung 
(35, 2) überein, und die zweite, wie leicht zu ersehen ist, mit der Kontinuitätsglei- 
chung (35, 8). Denn die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in der Umgebung des 
Punktes x, y, z zu finden, ist 
| o=|yl— &sı+... (35, 14) 
Daraus folgt 
90 2 08, 
dt 0 


vo=2v%8,eıt..., e2sı, 


Multiplizieren wir die Gleichung (35, 13’) mit 2e?S:, so erhalten wir die Kontinui- 
tätsgleichung (35, 8). 

Wir müssen noch klären, in welchem Bereich die angenäherte Lösung der 
SCHRÖDINGERgleichung angewendet werden darf. Beim Übergang von (35, 11) zur 


Gleichung (35, 13) haben wir das Glied 2 v28 unberücksichtigt gelassen. Das war 
zulässig, wenn 
EN a v28 35,15 
a >| |. (35, 15) 
Benutzt man (35, 1), so kann diese Ungleichung in der Form 
e_ 5 ı,,. | 
Fri E77 |divp| (35, 16) 


geschrieben werden. 
Diese Ungleichung bedeutet, daß die kinetische Energie groß und die Impuls- 
änderungen | div p | klein sein müssen. Im Falle einer Dimension erhalten wir: 


dp 
2 ' 
e>h Fr (35, 16’) 


Setzen wir die Länge der ps BrocLizschen Welle ein, so finden wir: 


.dA e 

I ® 27, (35, 17) 
d. h., die Wellenlänge muß, als Koordinatenfunktion betrachtet, langsam veränderlich 
seint). 


$ 36. Quantenmechanik und Optik 


Die Parallelen, die HamıLTox zwischen der geometrischen Optik und der Me- 
chanik zog, waren geschichtlich eine der Quellen der Quantenmechanik. Diese ver- 
gessene Analögie wurde von DE BROGLIE zur Entwicklung der modernen Physik 
herangezogen. Mit ihrer Hilfe wurden die ersten Ansätze zur Quantenmechanik 


1) Daraus folgt, daß bei langsamer Änderung von A die Wellenfunktion % (x) annähernd durch 
die klassische HAmıLTon-JAcoBI-Funktion 8, und die klassische Dichte oe nach den Formeln 
(35, 10), (35, 12) und (35, 14) ermittelt werden kann. Darauf gründet sich die angenäherte Me- 
thode zur Bestimmung von Wellenfunktionen aus quantenmechanischen Gleichungen (BRILLOUVIN- 
WENTZEL-KRAMERS-Methode). Über die Darstellung dieser Methode s.: [35], [44]. 
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(Wellenmechanik) gewonnen!). Ebenso wurde oft gesagt, SCHRÖDINGER hätte eine 
der Wellenoptik analoge Mechanik aufgebaut. | 

Analogien helfen zwar oft bei der Lösung irgendeines physikalischen Problems, 
aber sie bleiben doch nur Analogien. Die endgültig von SCHRÖDINGER aufgestellte 
Gleichung stimmt nicht mit einer einzigen der vorher bekannten Gleichungen für die 
Fortpflanzung von Wellen überein. Letzere sind stets Gleichungen zweiter Ordnung 
in bezug auf die Zeit, während die ScHRöDINngErgleichung bezüglich der Zeit von 
erster Ordnung ist. Außerdem bestehen noch weitere Unterschiede. 

Immerhin bleibt es interessant, die SCHRÖDINGERgleichung mit der Gleichung 
der Wellenoptik zu vergleichen. Nehmen wir an, wir hätten ein homogenes Medium, 
in dem sich die Wellen mit einer Geschwindigkeit v fortpflanzen. Dann ist die 
Gleichung für die Wellenfunktion f 


1 0° 
Bene ei l 

/ v2 01? w. 

Für eine Welle, die eine Schwingungsfrequenz & besitzt, kann gesetzt werden: 
f=we. (36, 2) 

Dann erhalten wir aus (36, 1): 
2 

vwutbu=0, B-Z, (36, 3) 


4 


ein homogenes Medium streng anwendbar?). Aber sie beschreibt die Beugungs- und 
Interferenzerscheinungen auch dann, wenn man die Geschwindigkeit v als eine 
Funktion der Koordinaten betrachtet. Sie kann daher auch als die Wellengleichung 
für ein inhomogenes Medium betrachtet werden. Dann wird k?2 eine Koordinaten- 


(# — an bedeutet die Wellenzahl, Adie Wellenlänge) . Die Gleichung (36, 3) ist für 


2 
funktion sein. Wir wollen auch in diesem Falle k als Wellenzahl und /} = — als 
Wellenlänge bezeichnen. 

Wir setzen den Brechungsindex r (x, y, z) ein: 
k 
7 ee 4 
N (%, Y; ) ko 7 ’ (36, ) 
worin A, die Wellenlänge im Vakuum ist. Dann läßt sich die Gleichung (36, 3) in 
folgender Form schreiben: 
vu+ Kknru=0. (36, 5) 


Ändert sich der Brechungsindex n im Abstand einer Wellenlänge nur wenig, so 
können wir aus der Wellengleich ıng (36, 5) die Grundgleichung der geometrischen 
Optik erhalten (im gegenteiligen Fallhaben wir es mit einer Beugung der Wellen an 
den Inhomogenitäten des Mediums zu tun.) 

Wir nehmen an: 


KR) 
u=ae , (36, 6) 
1) Vgl.: [13] | 
?) In Wirklichkeit sieht die Gleichung für die Wellenfortpflanzung im homogenen Medium (z.B. 
elektromagnetischer Wellen in einem Medium mit variabler Dielektrizitätskonstante) kompli- 
zierter aus als (36, 3). 
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worin a die Amplitude und %,6 die Phase der Welle sind. Ist die Wellenlänge klein, 
‘so ist k, groß. Wir entwickeln « und 0 nach reziproken Potenzen von %;: 


| 1 I 
mar (36, 7) 
1 1 


Setzen wir (36, 7) und (36, 8) in (36, 6) und (36, 6) in (36, 5) ein und fassen dabei die 
gleichen Potenzen von k, zusammen, so erhalten wir die Gleichung (36, 5) in der 
Form 

— 5% (79,7 + Kin + Ok) = 0, (36, 9) 


worin O(k,) die Glieder vom ersten Grade in %, und niedriger bedeuten. Vernach- 
lässigen wir die niedrigeren Potenzen von k,, so erhalten wir: 


(v0)? = n. (36, 10) 


Das aber ist die Grundgleichung der geometrischen Optik. Sie drückt die Flächen 
der konstanten Phase durch den Brechungsindex » (x, %, 2) aus: 


9, (8, Y, 2) = const. (36, 11) 


Die Strahlen werden zu Linien, die zu diesen Oberflächen orthogonal sind. 

Wir stellen der Gleichung (36, 9). die HAmILTon-Jacopische Gleichung (35, 2) 
für die Wirkungsfunktion 8, gegenüber. Führen wir dort die Substitution 
8, = Et — s, durch, so läßt sich (35, 2) wie folgt schreiben: 


(VS = 2ulE— TU (x, y,2)]. (36, 12) 
Vergleichen wir diese Gleichung mit (36, 10), so erkennen wir, daß mit der Fort- 
pflanzung von Strahlen mit kurzer Wellenlänge (großes k,) in einem inhomogenen 
Medium mit dem Brechungsindex n (x, y,z) die Bewegung eines Massenpunk- 
tes in einem Kraftfeld mit der potentiellen Energie U (x, y, z) verglichen werden 
kann, wobei die Größe / 24 (E — U) die Rolle des Brechungsindex und die Größe s, 
die Rolle der Phase spielt. Die Teilchenflugbahnen sind Linien, die zu den Flächen 
8, (2, %, 2) = const orthogonal sind. Daher stimmen diese Bahnen mit Lichtstrah- 
len in einem Medium überein, dessen Brechungsindex n proportional y2 u(E—UÜ) 
ist. Die klassische Mechanik des materiellen Punktes ist somit analog der geome- 
trischen Optik. 
Faßt man die Gleichung (36, 3) als eine Gleichung der Wellenoptik auf, dann 
kann man sagen, daß die Wellenmechanik (Quantenmechanik) der Wellenoptik 
analog ist. In der Tat führt die Schkönpmsgergleichung. 


ih 9 Feng v®y = U (8, Y; z) Y 
durch die Substitution 
rn (36, 13) 
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zur Gleichung 


vu + E[B- Uju=0. (36,14) 


Es mögen jetzt in einem gewissen Raumbereich keine Kräfte vorhanden sein: 
U= (= const. Bezeichnen wir die Wellenzahl in diesem Bereich mit k,, dann ist 


B=-2 (0-0) (36, 15) 


(gewöhnlich wird C = 0 angenommen). Führt man den Brechungsindex ein, der 
diesem Raumgebiet entspricht 


 E- U 1% 
2_ —_  —_ — —. 
er, 1°’ (36, 16) 
so können wir der Gleichung (36, 14) folgende Form geben: 
vu+ kinu=0, (36, 17) 


die mit (36, 5) übereinstimmt. 

Einfachste Aufgaben zur Berechnung der Brechung und Reflexion von Wellen 
sind im $ 94 angeführt. 

Wir haben bei der Ableitung von (36, 10) aus (36, 9) die Glieder O (k,) vernachlässigt. Rechnet 
man diese Glieder aus, so überzeugt man sich leicht davon, daß das Glied %, 26, ‚gegenüber 
k2 (V0,)? vernachlässigt werden kann. Betrachten wir der Einfachheit halber eine einzige Dimen- 
ao, so können wir die Bedingung für die Berechtigung unserer Näherung wie folgt ausdrücken: 


08 020 
2 ) 0 36, 18 
k de | (36, 18) 
Berücksichtigen wir, daß k = = =k, 5 ist, erhalten wir 
ar 
rn | < an, (36, 19) 
öx 


was mit der früher erhaltenen Bedingung (35,17) für den Übergang von der SCHRÖDINGEB- 
gleichung zur HAMILTON-Jac0B1-Gleichung übereinstimmt. 


Aus (36, 16) folgt, daß sich der Brechungsindex n und zugleich mit ihm die Wellenlänge } = = 


merklich nur in jenem Raumbereich ändern, wo sich die potentielle Energie U merklich ändert, 
d.h. innerhalb der Reichweite a der Kräfte. Ist diese Reichweite « > A, so werden sich auf der 
Strecke A sowohl U wie n wenig ändern (ausgenommen einige Sonderfälle äußerst starker Ände- 
rungen der potentiellen Energie). 

Deshalb kann für orientierende Rechnungen die Bedingung (36, 19) durch die einfachere Be- 


dingung <a 


ersetzt werden. Wir überlassen dem Leser die Anwendung dieser Bedingung auf die im $ 34 an- 
geführten Beispielet). 


1) Es könnte der Eindruck entstehen, daß für beliebige Partikel, die eine hinreichend große 
Energie und damit eine kleine Wellenlänge A besitzen, die klassische Mechanik stets anwendbar 
ist. Aber das trifft nicht zu. Bei zunehmender Teilchenenergie treten Erscheinungen nichtelastischer 
: Stöße auf (Ionisierung und Anregung der Atome, Bremsstrahlung, Anregung und Spaltung des 
Atomkerns u. a. m.), die ohne Anwendung der Quantenmechanik nicht berechnet werden können. 
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VII. Die Grundlagen der Darstellungstheorie 


S 37. Die verschiedenen Darstellungen von Zuständen quantenmechanischer Systeme 


Wir haben gesehen, daß in der Quantenmechanik die gleichzeitige Verwendung 
einer Reihe klassischer Korpuskulargrößen (p, und x, T und U, M,und M, u.a.) 
jeden Sinn verliert, da es in der Natur Gesamtheiten, in denen die angeführten 
Größenpaare gleichzeitig beobachtbar sind, nicht gibt. 

Daher können alle Meßvorrichtungen in bezug auf jedes quantenmechanische Sy- 
stem in Gruppen unterteilt werden. Durch die Vorrichtungen einer dieser Gruppen 
werden die Teilchen (oder, allgemeiner, Systeme) der Gesamtheit nach Merkmalen ge- 
sondert. Dadurch isteine Sonderung nach den für eine der anderen dieser Gruppen 
charakteristischen Merkmalen ausgeschlossen. Haben wir es z. B. mit Teilchen zu 
tun, deren Schwerpunktskoordinaten x, %, z sind, so können wir leicht zwei Grup- 
pen von Meßvorrichtungen unterscheiden: zur ersten Gruppe gehören die Meßvor- 
richtungen, die die Gesamtheit unserer Teilchen nach den Koordinaten x, %, z oder 
beliebigen Funktionen F (x, y,z) von ihnen [z. B. nach der potentiellen Energie 
U (x, y, z2)] analysieren, zur zweiten Gruppe aber solche, die sie nach den Impulsen 
Pz, Py, Pz oder beliebigen Funktionen © (p,, ?y, p;) der Impulse [z. B. nach der 
kinetischen Energie T (pz, P,, ?z)] analysieren. Auch andere Gruppen von Meß- 
vorrichtungen sind möglich. 

Wir haben bisher den Teilchenzustand durch eine Wellenfunktion y.(x) dar- 
gestellt, die nur von einer Koordinate des Teilchens abhing. (Der Einfachheit halber 
verwenden wir auch im weiteren nur die eine Koordinate x). | 

Die Sonderung der Teilchen nach den Koordinaten x wird durch Apparate voll- 
zogen, die eine Sonderung nach p, (im folgenden schreiben wir nur 2 statt p,) aus- 
schließen. Nehmen wir aber an, wir interessieren uns nicht für eine Sonderung der 
Teilchen nach ihren x-Koordinaten, sondern nachihren Impulsen; dann müssen wir 
. also eine Vorrichtung verwenden, die die Gesamtheit nicht nach x, sondern nach p 
analysiert. Die Wellenfunktion y, die die Gesamtheit beschreibt, ist aber als Funk- 
tion von x ausgedrückt. Läßt sich nun der Zustand der Gesamtheit so beschreiben, 
daß die Wellenfunktion eine Funktion des Impulses p wird ? 

Im ersten Fall sagen wir, der Zustand bezieht sich auf eine Vorrichtung, die die 
Gesamtheit nach den Teilchenkoordinaten x analvsiert (erstes ‚Abzählsystem‘“), 
im zweiten Falle aber auf eine Vorrichtung, die die Gesamtheit nach den Impulsen 
p analysiert (zweites ‚„Abzählsystem‘‘). Man drückt sich kurz so aus: der Zustand 
ist in der „x“-Darstellung oder in der ‚»‘“-Darstellung gegeben). 


1) d.h. „Koordinatendarstellung“ bzw. ‚„‚Impulsdarstellung“. 
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Die ‚p“-Darstellung ist sehr leicht zu finden. Es sei eine Wellenfunktion % (z, t) 
(„x“-Darstellung) gegeben. Wir entwickeln diese Funktion nach den Eigenfunk- 
tıonen %, (x) des Impulsoperators (d. h. in ein Four IErintegral). Dann ist 


y(m,t) = [ec (Pt) (8) dp, (37,1) 
(BY) —=[Yy(e,t) y (a) de. (37, 2) 


Kennen wir die Amplituden c (p, t) so kennen wir auch % (x, £), die Angabe von 
c (p, t) bestimmt y (x, t) vollständig. c (?, t) kann daher als die durch den Impuls p 
beschriebene Wellenfunktion aufgefaßt werden, die physikalisch den gleichen Teil- 
chenzustand beschreibt wie die Funktion w (x, t). Die Formel (37,1) ist als die 
Transformation der Wellenfunktion aus der ‚‚p‘‘-Darstellung in die ‚„x“-Darstellung 
und (37, 2) als Transformation aus der ‚,‚x‘‘-Darstellung in die ‚‚p‘‘-Darstellung auf- 
zufassen. 

Wir untersuchen jetzt die Darstellung, in der die Teilchenenergie E als unabhän- 
gige Variable gewählt ist. £ möge ein diskretes Spektrum mit den Werten Z,,E,, 
...,En,... besitzen. Die entsprechenden Eigenfunktionen bezeichnen wir mit 
Y,(%), Ya (X),... Wir können die Wellenfunktion y (x, t) als Reihe darstellen: 


vr) =I mt) Ya (8); (37, 3) 
n()= (ya, t) ya (a)de. (37, 4) 


Die Angabe sämtlicher Amplituden c, (t) bestimmt wiederum y (z, t). Umgekehrt 
bestimmt die Angabe von y(x, t) auch c„ (t). Daher kann die Gesamtheit aller c, (f) 
als Wellenfunktion angesehen werden, die den gleichen Zustand wie y (x, t) be- 
schreibt, in der aber die Energie Z als unabhängige Variable gewählt ist!). 

Von diesem Gesichtspunkt aus ist die Formel (37, 3) eine Transformation der 
Wellenfunktion von der ‚E‘“-Darstellung in die ‚x‘-Darstellung. (37, 4) ist als die 
reziproke Transformation anzusehen. Aus (37, 1), (37, 2), (37, 3) und (37, 4) folgt, 
daß die Wahrscheinlichkeit, einen Wert der unabhängigen Variablen zu finden, gleich 
dem Quadrat des Betrages der Wellenfunktion in der entsprechenden Darstellung ist. 
Haben wir nämlich einen Zustand y (x, t) gegeben, so ist die Wahrscheinlichkeit 
w (x, t), einen Koordinatenwert zu finden, der zwischen x und © + dr liegt, gleich 


w(z,t)dz= |y(z,t) dx. (37,5) 

Die Wahrscheinlichkeit w (?,) für einen Impuls p, der zwischen pund p + dpliegt, 

= w(pi)dp= |c(p,t) ’dp. (37, 6) 
Die Wahrscheinlichkeit w (E,, t), eine Energie gleich Z, zu finden, ist gleich 

w (En,t) = | cn (t) %= |c (En, 1) ]. (37,7) 


1) Analog zu c(p, t) könnten wir statt c„ (t) (n=1, 2,3) schreiben: c (E,t)(E=E,,E,,--.» 
Enns». .). 
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$ 38. Die verschiedenen Darstellungen von Operatoren mechanischer Größen 
Matrizen 


Um die Darstellungstheorie der Zustände y in den verschiedenen unabhängigen 
Variablen zum Abschluß zu bringen, müssen wir noch ein Verfahren zur Darstellung 
der Operatoren in diesen Variablen angeben. Wir hatten bisher die Operatoren Z 


als ‚Funktion‘ von x betrachtet und angenommen, Lhätte die Form L| — ih — 2). 


In einem solchen Falle wirkt der Operator auf die Funktion y (2) und erzeugt da- 
durch eine neue Funktion g (x): 


., 0 
(x) = 2(- ih zz; vo. (38, 1) 


Wir können daher sagen, für den Operator haben wir die „x“-Darstellung gewählt. 
Wir.wollen jetzt den entsprechenden Operator L in der Energie-Darstellung fin- 
den (,,Z&““-Darstellung). Dabei wollen wir annehmen, daß die Energie ein diskretes 
Spektrum von Werten E„ besitzt. Die entsprechenden Eigenfunktionen seien 
Yy.(x). Dann können wir die Funktionen @ und Y folgendermaßen ausdrücken: 


== Z Can Y%n (X), (38, 2) 
PO- Ibn mie). (38, 3) 


Die Gesamtheit der. c, ist das win der ‚„#“-Darstellung und die Gesamtheit der b, 
die Funktion @ ebenfalls in der ‚‚Z“-Darstellung. Der Operator L leitet aus y eine 
neue Funktion 9 ab und damit zugleich aus c, neue Amplituden d,. Gelingt es nun, 
eine Operation zu finden, die die b, unmittelbar durch die c,„ ausdrückt, dann haben 
wir damit auch den Operator Lin der ‚„Z“-Darstellung gefunden. Dazu setzen wir y 
und © aus (38,2) und (38, 3) in (38, 1) ein und erhalten 


2 bu Ya (2) = I on‘ L yn (2) (38, 4) 


Multiplizieren wir (38, 4) mit um (x), und integrieren wir über alle x-Werte, so 
erhalten wir wegen der Orthogonalität der Funktionen 9, (z) 


bin = 2 Lan En (38, 5) 
worin “ 
Lyn = | Ym (2) Lyn (2) de. (38, 6) 


Kennen wir alle Werte von L„r, so können wir nach der Formel (38,5) alle Ampli- 

tuden (die Funktion p in der ‚‚E“-Darstellung) auf Grund der gegebenen c, (d.h. 

auf Grund der Funktion » in ‚„Z“-Darstellung) finden. Eine Gesamtheit aller - 

Größen von Lu„ muß daher als derOperator Linder ‚E‘“‘-Darstellung angesehen werden. 
Diese Gesamtheit läßt sich als quadratisches Schema darstellen: 


Zi Lie Lis VRR Lin : 


Lg Lye Logs .oo. Eon ... 
1 DEN WERPIERSREREPE FAR EIG ARE NEONRR ER | (38, 7) 


or er 8 RT 88T Te N Te 
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die eine unendliche Anzahl von Zeilen und Spalten aufweist. Ein solches Schema 
wird Matrix genannt. Die Größen L,,„ heißen Matrixelemente, jedes Matrixelement 
besitzt zwei Indizes!). Der erste gibt die Nummer der Zeile, der zweite die der Spalte 
an. Es ist gleichgültig, wie wir die Zeilen und Spalten einer solchen Matrix ordnen. 
Aber natürlich muß bei jeder Rechnung stets die gleiche Anordnung eingehalten 
werden. Wir vereinbaren, die Numerierung der Zeilen und Spalten nach zunehmen- 
den Eigenwerten vorzunehmen. | | 


EB, SR, SH,sS...sHh=... 
DieDarstellung der Operatoren L läßt sich auch in dem Falle finden, wodieunabhängige Variable 
kontinuierlich ist. Wir'nehmen als Beispiel die ‚‚p‘‘-Darstellung. Analog zu (38, 2) und (38, 3) 
erhalten wir: : 


v()=[c(p) m (z)dp, (38, 2°) 
p(z)= | bip) w (a)dp, (38, 3°) 


worin c (p) und b (p) die Funktionen y und @ in der „p“-Darstellung sind. Wir wollen nun den 
Zusammenhang zwischen c (p) und 5 (p) suchen. 
Setzen wir (38, 2°) und (38, 3°) in (38, 1) ein, so erhalten wir: 


[bo m (@)dp=[c(p)-Lw (2) dp. (38, 4°) 


Muiltiplizieren wir diese Gleichung mit vs (x) und integrieren wir über x, so erhalten wir infolge 
der Orthogonalität der Funktionen 9, (2): 


[bo 8 #® —pap=[ewan[yr -Lw de 
oder 
bp) = [Iype(p)dp, (38, 5°) 
worin 
Ip=Lp,P=[yr (e)'Lyw (a)-dz. (38, 6) 


Die Größe Ly» ist der Operator Lin „p“-Darstellung. Sie hängt von zwei Variablen p’ und p 
ab, die die gleichen Werte durchlaufen. Wir werden Ly» nach wie vor als das Matrixelement des 
Operators L in „p'-Darstellung bezeichnen und die Gesamtheit der Werte von Lyr» als Matrix. 
Es ist klar, daß wir in diesem Fall Zy„ nicht in Form eines Schemas darstellen können. Trotzdem 
werden wir auch hier p’ als Zeilennummer und p als Spaltennummer bezeichnen. 


1) Oft werden andere, von Dir«c eingeführte Bezeichnungen für die Matrixelemente gebraucht. 
Und zwar schreibt man: 
<m|L]|n> anstatt Ian 
oder ausführlicher: 
<Em|L|En> anstatt Imn- 


Letztere Bezeichnung gibt nicht nur den Operator (L) an, zu dem das Matrixelement gehört, 
sondern auch die Darstellung, in der er genommen wird (E) und schließlich die Nummern der 
Eigenwerte m und n, denen das Matrixelement zugehört. Eine solche Bezeichnung ist besonders 
praktisch im Falle der Entartung ($21), wenn die Wellenfunktionen durch mehrere Indizes charak- 
terisiert sind. 
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Wir sehen, daß die Operatoren in jeder Darstellung durch Matrizen versinnbildlicht werden!). 
In der ‚‚x“-Darstellung hatten wir Operatoren in der Form von Differentialoperatoren. Man kann 
jedoch zeigen (siehe $39), daß auch in dieser Darstellung die Operatoren in Matrixform ge- 
schrieben werden können. 


$ 39. Matrizen und ihre Handhabung 


In den Matrizen unterscheiden wir besonders die sogenannten Diagonalelemente. 
Das sind die Elemente, deren Zeilennummer gleich der Spaltennummer ist, z.B. 
Elemente der Form L„„. Im Falle eines kontinuierlichen Spektrums werden als 
Diagonalelemente die Elemente der Form L,, bezeichnet. Besitzt eine Matrix nur 
Diagonalelemente, so heißt sie Diagonalmatriz. Im Falle eines diskreten Spektrums 
besitzt eine solche Matrix folgende Form: 


2,00...0 
01,0...0... 

L=|..... RER (39, 1) 
000 Ion | 


. 0 080 2:2 080 080 8 8 0 8 8 0 — 


Einen wichtigen Sonderfall der Diagonalmatrix stellt die BEinheitsmatrix ö dar mit 
den Elementen ö,„.„ gleich 


se [vi Yun de = } MEN. (39, 2) 


Im=n. 


Diese Matrix hat die Form 


(39, 2’) 


Aus der Definition der Matrixelemente einer Einheitsmatrix (39, 2) folgt, daß die 
Einheitsmatrix in jeder Darstellung Einheitsmairix bleibt, da die Gleichung (39, 2) 
für jedes System orthogonaler Funktionen y, (x) gilt. Die Elemente einer Diagonal- 
matrix L können stets in folgender Form geschrieben werden: 


Lmn == Ln Ömn- (39, 3) 


Häufig müssen neben einer beliebigen Matrix ZL mit den Elementen L,„„ noch die 
aus ihr abgeleiteten Matrizen untersucht werden. Unter diesen wollen wir vor allem 


!) Wir können unter E oder p jede beliebige Größe L verstehen, die ein diskretes oder konti- 
nuierliches Wertespektrum besitzt. Allgemeiner gefaßt: wir können unter E oder p die ganze 
Gesamtheit von Variablen gleichzeitig meßbarer Größen L, M, N verstehen. 

Eine ausführlichere Behandlung der Theorie der Darstellung und Umformungen von einer 
Darstellung in die andere findet der.Leser in den Werken: [21] 2. Teil, [16]. 


124 


$39. MATRIZEN UND IHRE HANDHABUNG 

die konjugiert komplexe Matrix L* hervorheben. Die Elemente dieser Matrix sind 
zu den entsprechenden Elementen der ursprünglichen Matrix konjugiert komplex: 
ale: (39,4) 

Ferner läßt sich aus einer gegebenen Matrix die transponierte Matrix L bilden. Diese 


Matrix erhält man aus der ursprünglichen Matrix durch Vertauschen von Zeilen 
und Spalten. Die Elemente dieser Matrix werden also durch die Formel 


(Emn = Dass (39, 5) 


definiert. Nehmen wir eine konjugiert komplexe transponierte Matrix, d.h. (L*), so 
erhalten wir eine Matrix, die adjungiert heißt und mit Z*+ bezeichnet wird. Ihre Ele- 
mente sind definiert durch 


(Lan = (L*)an = Lim (39, 6) 
In dem Falle, wo die adjungierte Matrix der ursprünglichen gleich ist, 
L’=L (d.h. Ian = Lin); (39, 7) 


heißt sie hermitisch oder selbstadjungiert. Diese Definition entspricht unserer 
früheren Definition des hermitischen oder selbstadjungierten Operators (18, 7). Für 
die Matrixelemente eines hermitischen Operators L haben wir nämlich 


Inn= | yk . Lyn de= | wm L*yk de Lin. 


Wir untersuchen nun die algebraischen Operationen mit Matrizen. Zunächst die 
Addition von Matrizen! Es sei ein Operator C gegeben, der die Summe der Opera- 
toren A und Bist. Dann verstehen wir unter der Summe der Matrizen von A und B 
die Matrix des Operators C. Die Elemente dieser Matrix sind leicht zu finden. Wir 
haben: 

Onn = vn -Cyn ‘dx =/ vn Ayn dx + / vi Bun’ di, (39, 8) 
folglich: 
Omn — Ayn zz Ban; (39, 9) 


d.h., das Matrixelement einer Summe von Operatoren ist gieich der Summe der ent- 
sprechenden Elemente sämtlicher der Summe angehörenden Operatoren. 

Sehr wichtig für die Anwendung ist die Regel für die Multiplikation von Matrizen. 
Zur Aufstellung dieser Regel berechnen wir das Matrixelement des Operators ©, 
der das Produkt der beiden Operatoren A und B darstellt. Unter Benutzung der 
Definition des Matrixelements erhalten wir: 


Can = | ym' Cin dx = [ym'A(Byn) de. (39, 10) 


Die Größe By, stellt selbst eine Funktion dar und kann nach den orthogonalen 
Funktionen %; (x) in eine Reihe entwickelt werden: 
By 2 bsy (®), 
worin ; 
bz = [yr Byn de — Bis: 
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Setzen wir diese Entwicklung in (39, 10) ein, so erhalten wir: 


Onn= [YmA 2° Bunyı de = I Bin | Un Ayı de = 2 BinAmx- 


Folglich ist 
Cs = 2 Am Bin r (39, 11) 


(39. 11) enthält die Regel für die Matrizenmultiplikation: Um das Matrixelement 
Unn einer Matrix zu erhalten, die das Produkt der Operatoren A und B darstellt, 
müssen die Elemente der m-ten Zeile der Matrix A mit den Elementen der n-ien Spalie 
der Matrix B multipliziert und dann addiert werden. Die Regeln für die Addition 
(39, 9) und Multiplikation (39, 11) von Matrizen ermöglichen es, auf Grund ge- 
gebener Matrizen, die die Operatoren A und B darstellen, Matrizen zu finden, die 
beliebigen Funktionen von A und B entsprechen. 

Außerdem gestattet die Multiplikationsregel, die Formel (38, 5), die das Ergebnis 
der Operation L auf die Wellenfunktion ausdrückt, in anderer Form darzustellen. 
Wir können diese Formel als Matrizenprodukt betrachten. Dazu stellen wir die 
Wellenfunktion in der .‚E“-Darstellung als Matrix mit einer Spalte auf: 


PS DE RRERN 3 (39, 12) 


oO Ze Er . (39, 13) 


Jetzt erkennen wir, daß (38, 5) als Matrizenprodukt geschrieben werden kann: 
p=Ly, (39, 14) 


worin o die Matrix (39, 13), y die Matrix (39, 12) und Z die Matrix (38, 7) ıst. d,, ist 
ein Element der m-ten Zeile und ersten Spalte der Matrix (39, 13). Dieses muß nach 
(39, 11) durch Multiplikation der Elemente der m-ten Zeile der Matrix (38, 7) mit 
den Elementen der ersten Spalte der Matrix 9 (39, 12) zu erhalten sein. Das führt 
aber zur Gleichung (38, 5). Die adjungierte Wellenfunktion c,, €g, .. .,Cn,. . . kann 
als die zu (39, 12) adjungierte Matrix angesehen werden, und zwar als Matrix mit 
einer Zeile: 


yt = 0.0: ur] (39, 12’) 


.....:. 2. 8 0° 0.00% 
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Der Darstellung von Wellenfunktionen in Form von Matrizen (39, 12) werden wir 
in der Theorie des magnetischen Momentes des Elektrons begegnen. 

Wir vermerken noch folgendes Ergebnis der Multiplikationsregel für Matrizen: 
Die Matrix C*+, die zum Produkt © zweier Matrizen A und B adjungiert ist, ist ge- 
geben durch 

Ct = (AB)t = BtAt; (39, 15) 


wegen der Definition der adjungierten Matrix sind die Elemente C/,„ gleich 0: 
Aus (39, 11) erhalten wir 


On On 3 4%, Bin = 3 Br, An = 3 (B*)mx (At)kn- 


Analog (indem wir die Summen durch Integrale und das Symbol ö,„,„ durch ö (p’ — p) 
ersetzen) erhalten wir die entsprechenden Formeln für kontinuierliche Matrizen. 
Dabei setzen wir an Stelle von (39, 2) die Einheitsmatrix 


ö6=öP—P). (39, 2’) 
Die Elemente der Diagonalmatrix erhalten jetzt folgende Form 
In=L(p)ö@—p). (33, 3°) 


Die Eigenschaft, selbstadjungiert zu sein, drückt sich durch die Formel 
Lprp = L pp (39, 7°) 
aus. Das Matrixelement der Samme zweier Matrizen A und B wird gleich 
Ip pop: = App + Bro (39, 9°) 
und das Matrixelement des Produkts zweier Matrizen A und B gleich 
Op =[ App Born dp” . (39, 11) 


Wir geben noch Beispiele kontinuierlicher Matrizen. Dabei betrachten wir zuerst den Operator 
der x-Koordinate in der ‚‚p“-Darstellung. Nach der Definition des Matrixelementes haben wir: 


* 1 _;vpi ‚P® 
u e ‚x dee ter, zer, die 
v’p [® Yp | | 


ho® 1 . @’— pP) = öÖ 
rn " Su d = ;h re ö Bag ? ® 


Ferner ist nach der Formel, die die Operation eines in Matrixform gegebenen Operators L auf 
die Wellenfunktion definiert: | 


[9 5 
b(p‘) = [aP76(n)dp = „.r —Pp)e(p)dp. 
Durch partielle Integration finden wir: 


BI Wet + [an ap, 
oder j 


b(p) = ih zn (39, 17) 
p 
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d.h., der Operator von zin der „p“-Darstellung kann entweder als Matrix (39, 16) oder als 
Differentialoperator iA . (39, 17) gegeben sein. Das letztere Ergebnis ist uns bereits bekannt 


(vgl. 813). 
Der Operator von x kann in seiner Eigendarstellung als Diagonalmatrix 


era = vVö(r— er) (39, 18) 
dargestellt werden und der Operator einer beliebigen Funktion V (x) als Matrix 
Vrz = V (W)ö(e — er‘). (39, 18’) 
Ersetzen wir nämlich in der Formel (38, 5°) b durch @ und cäurch y, p durch x, so erhalten wir 
p(«) -=/ Vrzy(a)de =/[ v(a)ö—a)y(a)de, 


oder 
= V(a)y(e), (39, 19) 


d.h., die Operation V (x) in der „xz“-Darstellung läuft auf eine Multiplikation von y (x) mit 
V (x) hinaus. Dieses Ergebnis ist uns bereits bekannt. 
‚Auf ähnliche Weise kann der Operator P in Matrixform wiedergegeben werden: 


ee 2 e—@). (39, 20) 
Wir haben: 


po(a)= Preyide= ih 25a) wieder. 


Nach partieller Integration erhalten wir 


(2) = — in 2 Yy(X), (39, 21) 


d.h., die Matrixdarstellung (39, 20) des Operators P ist äquivalent der Differentialdarstellung 


Auf Grund der Formeln (39, 18) und (39, 20) kann jeder Operator, der in der Form L 


(— ih > ‚x)= L(P,x) gegeben ist, in Matrixform so dargestellt werden, daß 


p() -/1 vey(X)de= L(-i% 2 , = v (2). (39, 22) 


Zur Bestimmung der Matrixelemente L,’, genügt es, die Operatoren P und zin L(P, x) als 
Matrizen (39, 18) und (39, 20) anzusehen und die Multiplikation und Addition dieser Operatoren 
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nach den Regeln (39, 9°) und (39, 11’) für kontinuierliche Matrizen durchzuführen. Man kann 
sich z. B.leicht davon überzeugen, daß der HamıLToNoperator in Matrix-Kovurdinatendarstellung 


pP, "> 02 


EI BR 39, 23 
H a, 3 ee ( ) 


die Matrixelemente 


h 8ö(2—) 
Hr = — —. 
: Zu 0x? 


+7 (a?) ö(e — ’) (39, 24) 


besitzt. 


$ 40. Die Bestimmung des Mittelwerts und Spektrums einer durch einen Operator in 
Matrixform dargestellten Größe 


Die Formel (19, 1) für den Mittelwert einer durch den Operator L|— ih z e) 
im Zustand Y (x, t) dargestellten Größe läßt sich leicht in die Matrixform über- 
führen. y, (2) möge die Eigenfunktion sein, die zum n-ten Eigenwert der Größe 
gehört, die als unabhängige Variable gewählt wurde (z.B. der Energie). Wir 
stellen y (z, t) und %* (x, i) als Reihen dar: 


Y (%, 7) Zu Zontn (®, t) ’ (40, 1) 


y*, 1) = Im Ym (8). (40, 1’) 
ee 
Setzen wir diese Gleichungen in die Formel 


L — | y* (2,1) -Ly(z,t)dx 
ein, so erhalten wir 
L= Yyc en | umL wndz; 
n m 
d.h. _ 
L= 5 I om Im On. (40, 2) 
n m 


Das ist der Ausdruck für den Mittelwert L einer Größe L, wenn der sie darstellende 
Operator L in Matrixform gegeben ist. Betrachten wir die Gesamtheit von c, als 
Matrix y mit einer Spalte (39, 12) und die Gesamtheit von c# als adjungierte Matrix 
y* mit einer Zeile (39, 12’), so können wir nach der Regel für die Matrixmultipli- 
kation die Gleichung (40, 2) folgendermaßen schreiben: 


L= ytLy. (40, 3) 


Das Spektrum einer Größe (die Gesamtheit aller ihrer möglichen Werte) und die 
Eigenfunktionen des sie darstellenden Operators L.bestimmen sich nach (20, 2) aus 
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der Gleichung Ly; = Lyı. Setzen wir in diese Gleichung %» aus (40, 1) ein, multi- 
plizieren wir links mit 9% und integrieren wir über x, so erhalten wir: 


ZI on/ym Em de=LYom|ym Yn dx 


oder 
D Lan on = Lem. (40, 4) 
n 


Das ist ein unendliches System homogener linearer algebraischer Gleichungen für 
die Bestimmung der Amplituden c„ der Eigenfunktionen und der Eigenwerte L, 
des ÖOperators. 

Wie aus der Algebra bekannt ist, besitzt ein System homogener linearer Glei- 
chungen genau in dem Falle eine von Null verschiedene Lösung, wenn die aus den 
Koeffizienten der Gleichungen gebildete Determinante Null ist. In unserem Falle 
besitzt die Determinante eine unendliche Zahl von Zeilen und Spalten): 


ee FE: FR 


SHE FRE IE NRERR ..\= 0. (40, 5) 


. he 8 eb RT Tre Tr Tr Tr 8 a 5 tt 5 


Diese Gleichung bestimmt die möglichen Werte von L. Sie stellt eine ‚Gleichung 
unendlich hohen Grades in L dar (transzendente Gleichung) und wird eine unend- 
lich große Zahl von Wurzeln besitzen: L=_L,, La, ... ., La, - . . Inder Algebra wird 
bewiesen, daß die Wurzeln einer solchen Gleichung reell sind. Die Gesamtheit der 
Werte L,, bei denen das Gleichungssystem (40, 4) lösbar wird, ist zugleich die Ge- 
samtheit der Eigenwerte des Operators L. Setzen wir in (40,4) eine der Wurzeln der 
Gleichung (40, 5) ein, z.B. L, so finden wir die dieser Wurzel entsprechende Lö- 
sung: 

L=L, =4(b) &=@(ll., ::-;» m=%m(Le) -.. (40,6) 


Die Gesamtheit der auf diese Weise gefundenen Werte c,,Cg,.. .,6%, . . . ist die 
Eigenfunktion des Operators L, die dem «-ten Eigenwert L = L, entspricht. 
Die gleiche Funktion in der ‚‚x“-Darstellung lautet?) 


Ya (X) = 2 Cm (Le) Yn (X). (40, 6°) 


In ihrer Eigendarstellung wird jede Größe eine Diagonalmaltrıx. 
Ist nämlich y,(x) die Eigenfunktion des Operators L, so besitzt seine Matrix die 
Elemente 


Lpn — (m -Lun' dx = | ym "Inn dt= Lan Ömn; (40, 7) 


1) Eine solche Determinante ist als Grenzwert eines Systems einer unendlichen Zahl N von 
Unbekannten c, für N —> © anzusehen. Die Gleichung (40, 5) hat einen Sinn, wenn ein solcher 
Grenzwert existiert. Das Beispiel einer solchen Gleichung findet der Leser in: [61] 

2) Die Funktion y. (x) erhält man unmittelbar durch Lösen der Differentialgleichung Ly 
— Ly. Die Lösung der Gleichungen (40, 4) und (40, 5) ist meist nicht einfacher als die Lösung der 
angegebenen Differentialgleichung. Bei angenäherter Lösung von Gleichungen (Kap. XI) können 
sich jedoch Gleichungen in Matrixform als recht nützlich herausstellen. 
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worin L, der n-te Eigenwert des Operators L ist. Die Aufgabe, die Eigenwerte des 
Operators_L zu finden, ist daher gleichbedeutend damit, die in einer beliebigen Dar- 
stellung gegebene Matrix des Operators L auf Diagonalform (40, 7) zu bringen. 

Da vertauschbare Operatoren ein simultanes System von Eigenfunktionen be- 
sitzen, können ihre Matrizen gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden. 


Die entsprechenden Formen für den Fall kontinuierlicher Matrizen erhält man dadurch, daß 
man die Summen wie oben durch Integrale ersetzt. Ihre Ableitung ist so einfach, daß wir uns mit 
der Angabe der Resultate begnügen können. Der Mittelwert der Größe L wird gleich 


L=[ [ap dpe*p') Lyze (P) (40, 2°) 
(Impulsdarstellung) und = 
L=[[äx de y*(@)L,,y(e) (40, 2°) 


(Koordinatendarstellung). An Stelle der Gleichung (40, 4) haben wir entsprechend 


[Ip sp) dp = Le(p)), (40, 4°) 
[L,.yia)dz = Ly(e) (40, 4”) 
und schließlich an Stelle von (40, 7): 
Dp=rölePf—p), (40, 7) 
zu, =Wöli— 2). (40,7”) 


Die Gleichungen (40,4) und (40,4) werden entweder Differential- oder Integralgleichungen sein. 


$ 41. Die Scuröninsergleichung und die Zeitabhängigkeit von Operatoren 
in Matrixform 


Die SCHRÖDINGERgleichung (28, 3) kann in die Matrixform übergeführt werden, 
wenn man die Funktion y (x, t) nach den Eigenfunktionen », (x) eines Operators 
entwickelt. Setzen wir die Entwicklung von 


ya)—=I on) Yn (x) 


in (28, 3) ein, multiplizieren wir links mit %,, (x) und integrieren wir über x, so 
finden wir 


.„„d 
ihTT— 3 Han On, m—=1,2,3,..., (41,1) 
N 


worin 
Han = [ym(%)  Hyn()dz (41, 2) 


das Matrixelement des HAmItronoperators H ist. Diese Gleichung bestimmt aus 
dem zum Anfangszeitpunkt gegebenen c, (0) [d.h. aus y (x, 0)) das c, (t) [d.h. 
v (2,0). 

H sei der Operator der Gesamtenergie. Als Funktionen %, (2) wählen wir die 
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Eigenfunktionen des Operators H. Dann sind c, (f) die Amplituden der stationären 
Zustände, und die Matrix H,„.„ wird diagonal: 


Hnn= | ym‘ Hyndx = Enbmn: (41, 3) 


Setzen wir H„n in (41,1) ein, so finden wir die ScHRÖDINGERgleichung für diesen 
Fall: 


Alm 
ih, = PC (41, 4). 
Daraus folgt 
‚Emt 
"dm Mer, (41, 5) 


d.h., die Amplituden der stationären Zustände hängen periodisch von der Zeit ab. Das 
stimmt mit den Schlußfolgerungen des $ 30 überein. 

Wir wenden jetzt die ScHRönDINGErgleichung in Matrixform an, um die zeitliche 
Ableitung des Operators zu berechnen. Differenzieren wir den Mittelwert (40, 2) 
nach der Zeit, so finden wir: 


Emm, de 
e Cat 33° en Cat SD om nn 


® 


d(L)_dL 
un n =232% 


m N 


Aus (41, 1) haben wir: 


de: dc 
en 7; = 2 Hm, ih = 3 Harcı 
Setzen wir diese Differentialquotienten in den Ausdruck für aD ein, so erhalten 
t 

wir: 
ArZ (L ) Lan, 1 

en = Yc MN LiuH, Ku ISA, mnCn: 

dt mn 9) ID mn k mn 


Berücksichtigen wir, daß wegen der Selbstadjungiertheit des Operators 
Hr, = A, m 


ist, sowie daß die Indizes m, n und k die gleichen Werte durchlaufen, so können wir 
(indem wir im zweiten Glied k durch 2, und im dritten k durch m ersetzen) die 
vorangehende Gleichung folgendermaßen schreiben: 


— 
dt = Z”yn .. a re > aD Cm \ D277 Hn— ZZ Hm Lie 6%: 


m nn mn 
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Unter Berücksichtigung, daß nach der Multiplikationsregel für Matrizen 
< Lmk Hin = (LH)an: 2 Hm Lin = (HL) mn 
ist, erhalten wir: 


d(L) dL_ x 
um 22m 


+ EH HD} (1, 6) 


OLynn 
u}; 


worin 


1 I 
Er% (LH 2 HL)an = ST 2 (Imk Han =. mk kn) = [H, L]mn (41, 7) 


das Matrixelement der Poıssonklammer ist. Aus dem Vergleich mit der Formel 
(40, 2) für den Mittelwert folgt, daß das Matrixelement des ‚‚Geschwindigkeits‘‘ope- 


dL\  OLmn 
dt/mn 01 
Die Formeln (41, 6) und (41, 8) stellen die Formeln (31, 4) und (31, 7) in Matrix- 
form dar. | 
"Wir wollen einen wichtigen Spezialfall untersuchen. Der HAmıLrtoxoperator IM 
möge nicht von der Zeit abhängen, so daß H der Operator der Gesamtenergie ist. 


Nehmen wir speziell die Energiedarstellung („E“-Darstellung), dann wird die 
Matrix von H diagonal: 


rators — gleich ist 


(41, 8) 


Han = Erbin, Hm EmÖnr- 


Setzen wir außerdem voraus, daß der Operator L nicht explizite von der Zeit ab- 
hängt, so erhalten wir aus (41, 7) und (dl, 8) 


\dt — In 
oder 
dL : 
on = I OmnLmn ; (41, 9) 
worin 
mn = in — En (41, 10) 


die BoHRsche Frequenz ist. Im einzelnen wird die Matrix des Geschwindigkeits- 
operators die Elemente 


dx : 


haben, worin &,„„ die Matrixelemente der Koordinate x sind. Wir erhalten zwischen 
Geschwindigkeit und Koordinate die gleichen Beziehungen wie für einen mit der 
Frequenz w.n schwingenden Oszillator. 
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Die Formel (41, 9) wird völlig klar, wenn man die sogenannte HEISENBERGSsche 
Methode der Operatordarstellung anwendet. Diese Methode besteht darin, daß die 
Matrix eines Operators L mit Hilfe der zeitlichen periodischen Wellenfunktionen 
stationärer Zustände gebildet wird: 


‚Ent 
Un (7,2) = Yn (x) er 


Das ist erlaubt, da y, (x, t) ebenso wie. y, (X) ein vollständiges orthogonales Funk- 
tionensystem bilden. Somit wird im HeiIsengerebild das Matrixelement des 
Operators L bestimmt nach der Formel 


Imn (t) = ym(®, 1) * Lyn (2,1) de — Imn eiomnt, (41, 12) 

Daraus folgt für einen Operator, der nicht explizite von der Zeit abhängt: 
dL\ dlmn _. ‚ 
en u = WW malmn (t) . (41, 9 ) 


Diese Formel unterscheidet sich von (41, 9) nur dadurch, daß die Zeitabhängigkeit 
von den Wellenfunktionen auf die Operatoren übertragen ist. 

Nach (41, 12) hängen im HEISENBERG bild die Matrixelemente der Operatoren, 
die nicht explizite von der Zeit abhängen, periodisch von der Zeit ab mit Frequenzen, 
die gleich den Bourschen Omn sind. 

Im Falle unendlicher Matrizen haben wir an Stelle von (41, 1) 


., dc (P') ’ 
ih—, = |Hync (®) dp (41, 1’) 
oder in Koordinatendarstellung: 
. O9y (x) ’ [7 
ih =|H'zzy(a)de, (41, 1”) 
und an Stelle von (41, 8): 
Bar — , 1, 8’ 
F),. dt + [H, Lv >; (4 5 ) 
dL OLyz ; [77 
FI... ot En [H, L]vz- (41, 8 ) 


Die übrigen Formeln dieses Paragraphen gelten speziell nur in der Energiedar- 
stellung. Die Untersuchung unendlicher Matrizen gestattet, wie aus dem in den 
s$ 33—41 Dargelegten hervorgeht, die Matrixdarstellung von Operatoren einheit- 
lich zu behandeln, so daß alle Darstellungen von Operatoren und Wellenfunktionen 
gleichberechtigt werden. Daher ist die Matrixdarstellung von Operatoren besonders 
praktisch bei der Untersuchung allgemeiner Fragen der Theorie. 

Bei der Lösung konkreter Aufgaben dagegen wird vorwiegend die Koordinaten- 
darstellung gebraucht. Das erklärt sich dadurch, daß in der nichtrelativistischen 
Theorie die Wechselwirkungsenergie nur von den Koordinaten abhängt, die kine- 

2 
tische Energie aber eine einfache Impulsfunktion . ist. Demzufolge erhalten wir 
in der Koordinatendarstellung die SoaRöpIngErgleichung in der Form einer ver- 
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hältnismäßig einfachen Differentialgleichung zweiten Grades. Doch können bei an- 
genäherter Lösung von Aufgaben andere Darstellungen sogar Vorzüge gegenüber 
der Koordinatendarstellung haben. 


$ 42. Unitäre Transformationen 


Untersuchen wir die Transformation irgendeines Operators G' von einer beliebigen Darstellung 
in eine andere. In der ersten Darstellung möge der Operator G durch die Matrix G’gekennzeichnet 
sein, deren Elemente durch die Eigenwerte: L=L,, La, :..,..., Ins», Im; - . . des Ope- 
rators L.numeriert sind (,,‚L‘“-Darstellung). In der zweiten Darstellung möge der gleiche Operator 
G durch die Matrix @” gekennzeichnet sein, die nach den Eigenwerten M=M,, M::-» 
Mx,..: Mg,... des Operators M (,M“-Darstellung) numeriert sind. Der Einfachheit 
halber nehmen wiran, daß L und M diskrete Spektren haben. Ist der Operator G ursprünglich 


in „xz““-Darstellung gegeben |@=G (- i n2_ ; 2) und sind die Eigenfunktionen der Operatoren 
x 


L und M gleich y, (x), v3 (2), . -., Un (%)> « : ., Ym (2), -.. und 9, (2), 9 (2), - +, Pa (X), -- 
98 (X), . ...,so sind die Matrixelemente des Operators @ in der „‚L“-Darstellung 


ü Gnm - [wi (2)@ (- ih - > ) Ym (x) dx (42,1) 
und in der ‚„M“‘-Darstellung 
GB - [ei (x) (- ih . ) ps (z)dz. (42, 2) 
x 


Welche Verknüpfung besteht nun zwischen der Matrix @’ mit den Elementen @,,„ und der Matrix 
G’’ mit den Elementen G, #.Wir entwickeln die Eigenfunktionen des Operators Mnach den Eigen- 
funktionen des Operators L: 


PB (2) = 3 Ym (2) Sms, A) = In (42, 3) 
wobei 
Ims=|vh(daple)dz, 83, = | mn) pLla)de. (42, 4) 


Setzen wir auf Grund von (42, 1) (42, 3) in (42,2) ein, so erhalten wir 


GB = DD Sk, OnmSmb- (42, 5) 


Die Gesamtheit der Größen 8, a kann als Matrix S betrachtet werden, deren Zeilen nach den Eigen- 
werten der Größe L und deren Spalten nach den Eigenwerten von M numeriert sind. Neben der 
Matrix S untersuchen wir die adjungierte Matrix St. Ihre Elemente sind: 


(ST )am — ma; (42, 6) 


so dß St — S* und somit die Zeilen der Matrix durch die Eigenwerte von M und die Spalten 
durch die Eigenwerte von L numeriert sind. Auf Grund von (42, 6) wird die Formel, die G,„ in 


G, überführt (42,5) 
GaB = P3 »3 (SF )an nm Smß (42, 7) 
oder, auf Grund der Regel für die Matrizenmultiplikation, in Matrixform: 


G"=S+@S. (42, 8) 
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Sumit können die Matrix S und die ihr adjungierte Matrix S* als die Matrizen betrachtet werden, 
mit deren Hilfe die Überführung des Operators aus einer Darstellung (,,L‘‘) in eine andere (,,M“) 
vollzogen wird. Die Matrix S weist eine wichtige Eigenschaft auf. Multiplizieren wir die Funk- 


tionen Po (x) und 9% miteinander und integrieren wir das Resultat über x, so erhalten wir infolge 
der Orthogonalität der Eigenfunktionen: 


SI Snasmp Önm == ÖrB (42, 9) 
oder 
DS*)am Inp = Öap (42, 10) 
und in Matrixform 7 
StS=1. (42, 11) 


In gleicher Weise, durch Entwicklung der Funktion y,„, (z) nach Funktionen r ( x), kann man sich 
davon überzeugen, daß 


2 Sna ($*)am = dnm; (42, 12) 


d.h. 
SS+ =1, (42, 11°) 


Eine Matrix, die den Bedingungen (42,11) und (42, 11’) entspricht, wird unitär genannt. Da das 
Produkt von S+ und S oder S und S*+ eine Einheitsmatrix gibt, so ist S+ die zu S reziproke 


Matrix, d.h., 
St = S-ı, (42, 13) 


Wir bemerken, daß die unitäre Matrix keine HerMmıTEsche Matrix ist, da wir für eine HERMITE- 
sche Matrix an Stelle von (42, 13) St = S hätten. Wir können auf Grund des Dargelegten sagen, 
daß die Umformung eines Operators von einer Darstellung in eine andere mit Hilfe einer unitären 
Matrix $S mit den Elementen (42, 4) erfolgt. Die Transformation (42, 8) wird auch als unitäre 
bezeichnet. | 

Die Formel (42, 1) kann ebenfalls als die unitäre Transformation von der Koordinatendarstel- 


| ö 
lung zur „ZL‘-Darstellung aufgefaßt werden. Dazu genügt es, den Operator G (- ih Fr ) in 


Matrixform anzusetzen. Dann erhalten wir an Stelle von (42, 1): 


Gum = [| vr (@') &ra Ym (a) dx de’. (42,7) 


Nehmen wir $,r = yn(@) und S,m = Ym (X) an, so bringen wir die Transformation (42, 1’) in die 
Form (42, 8). Die Wellenfunktionen y7 (2%), ym (x) sind folglich nichts anderes als die Matrix- 
elemente der unitären Matrizen St und S, die aus der Koordinatendarstellung in die „L‘-Dar- 
stellung transformieren, 

Wir haben bereits ($ 40) festgestellt, daß wir die Eigenwerte eines beliebigen Operators finden 
können, wenn wir die den Operator darstellende Matrix auf Diagonalform bringen. Mit anderen 
Worten: es ist die unitäre Transformation S zu finden, die die Matrix des Operators @ auf Dia- 
gonalform bringt. Um diese Transformation zu finden, multiplizieren wir die linke Seite der Glei- 
chung (42, 8) mit S. Unter Zuhilfenahme von (42, 11’) erhalten wir 


SG” = @'S (42, 14) 
oder, in entwickelter Form, 
I Sna Gap = I nm Smp: 42,15) 
Ist die Matrix G,; diagonal, dann ist 
Snx Oz = GnmSma 42, 16) 
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Da die Eigenwerte G,„ uns bekannt sind, müssen wir den Index « fortlassen, und wir erhalten 
ISPAC, = Cum Sm N (42, 17) 


was mit der Gleichung (40, 4) übereinstimmt, wenn man @ = Lund S=C setzt. 

Für die unitäre Transformation gilt also die wichtige Eigenschaft: Die unitäre Transforma- 
tion läßt die Summe der Diagonalelemente der Matrix unverändert. Diese Summe wird die Spur der 
Matrix genannt und wie folgt bezeichnet: 


SIG =D GCmm: (42, 18) 
Aus (42, 7) haben wir 
PT DDP )anOnm Sm & = 22 Cum (8* )an Sm a = 3 2 Onm Önm = Om; (42, 19), 


d. h., die Spur ist eine Invariante der unitären Transformation. Diese Eigenschaft wird bei der An- 
wendung oft benutzt. 


$ 43. Die unitäre Transformation von einem Zeitpunkt zum anderen 


Die Änderung der Wellenfunktionen im Laufe der Zeit kann ebenfalls mit Hilfe unitärer Trans- 
formationen untersucht werden. 

Der HamiıtLToXoperator H möge zeitunabhängig sein. Wir bezeichnen seine Eigenfunktionen 
mit 9, (x) und seine Eigenwerte mit E„. Dann ist 


Hy, (x) = En Pr (z). (43,1) 
Wir wenden auf die Funktion: 9, (x): den Operator 
i 
Ssy=e»* (43, 2) 


an, dessen Bedeutung später klar werden wird. 
Aus (43, 1) folgt, daß Hy, (x) = E, %n (x) und daher 


TE it a A 2 
S(t) vn(a2)= > | -%) H° yn (&) = > er (5 =) Enyn(2)=e * z "n(z) .(43, 3) 
s=—0 102 


Es möge jetzt eine beliebige Funktion (2, 0) zu Anfang gegeben sein. Wir entwickeln sie nach 
den y, (x): 


y (2,0) =dcnyn (2). (43, 4) 


Wenden wir auf y (x, 0) den Operator (43, 2) an, so finden wir auf Grund von (43, 3): 


i 
A 
S()y(,0) = N me %" pnle). (43, 5) 
Die rechte Seite von (43, 5) ist die Wellenfunktion im Zeitpunkt t. Daraus folgt 
v(z,)=S()y(x,0). (43, 6) 


Der Operator $ (ti) ist unitär. 
Nimmt man nämlich den Operator S (t) in der Energiedarstellung, dann sind seine Matrix- 


elemente, wie unmittelbar aus (43, 3) folgt, einfach gleich Sn > exp + En ] - Ömn und die 
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Matrixelemente der adjungierten Matrix (S!)yn =exp| + = Ent| * ömn- Daher ist S’ = S 1.1) 


Aus (43,6) folgt, daß die mit Hilfe des Operators S durchgeführte unitäre Transformation 
(43, 2) die SCHRÖDINGERgJleichung ersetzt?). Wir können das auch anders ausdrücken: Eine Be- 
'wegung kann als die Aneinanderreihung unitärer Transformationen betrachtet werden?). 

Wir entwickeln die Funktionen % (2,0) und y (x, t)nach den Eigenfunktionen 9. (x) eines 
Operators L. Dann erhält (43, 6) die Form: 


cs (t) = I 88x (f) ca (0), (43, 6°) 


worin cs (t) und c„ (0) die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten von y (z,8) und y» (x, 0) 
sind. Sg. (t) ist das Matrixelement des Operators $ (t) in der ‚‚L‘‘-Darstellung. 

Nehmen wir an, die Größe L hätte zur Zeit £ = 0 einen bestimmten Wert: L = L. gehabt. Das 
bedeutet, daß y (2,0) = 9. (2), ca (0) = 1, ca’ (0) = 0, füra” + a. In diesem besonderen, aber 
sehr wichtigen Fall erhalten wir statt (43, 6’) 


c (t) = Spalt). (43, 7) 


Nach der allgemeinen Theorie (vgl. $ 22) ist die Wahrscheinlichkeit, L = L, im Zeitpunkt t zu 
finden, gleich | cg (t) |%. Andererseits wurde vorausgesetzt, daß die Größe L bei t = 0 einen einzigen 
Wert L, besitzt. Daher ist bei einer solchen Wahl der Ausgangsbedingungen | cg (t) |? die Wahr- 
scheinlichkeit, L = Lg im Zeitpunkt & zu finden, wenn bei #= 0 die Gleichung L = I, gilt. 
Pa (t) =| eg (t) |*ist, wie man sagt, die Wahrscheinlichkeit des Quantenübergangs aus dem Zustand 
L = L, in den Zustand L = Lg *). Nach (43, 7) ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 


Psa(t) = | Spa (t) |. (43, 8) 


Da die Matrix S eine unitäre, aber keine HERMITEsche Matrix ist, so ist |‚$g. |? im allgemeinen 
nicht gleich |S, |, so daß die Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus dem Zustand « in den Zu- 
stand 8 im allgemeinen nicht gleich der Wahrscheinlichkeit für den umgekehrten Vorgang ist 
(Übergang aus Zustand f in Zustand a). 


1) Auf gleiche Weise läßt sich leicht zeigen, daß ein beliebiger unitärer Operator in der Form 
Ss’—- ein 
geschrieben werden kann, worin 7 der HERMITEsche Phasenoperator ist. 
®) Hängt der Hamıwronoperator HI von der Zeit ab, so bleibt (43,6) trotzdem gültig. Aber 


S’(t) kann in diesem Falle nicht in der Form (43,2) geschrieben werden. An Stelle von (43, 2) ist 
5’ (t) = exp [in (t)] und ermittelt sich aus der Beziehung: 
08” 
ot 
(siehe Fock, W. A.: Grundlagen der Quantenmechanik). Daraus folgt: 
., 08’ r 
( Fr = H NN 3 
d.h., für die Ermittlung von S’ ist. doch die Auflösung der SCcHRÖDINGERgleichung erforderlich. 
In den letzten Jahren wurde erwogen, ob der Phasenoperator  (t) vielleicht doch grundlegender 
sei als der Operator # der Hammttonfunktion. Dann würde die SCHRÖDINGERgleichung ganz 
fortfallen. Aber es wurden keine Regeln für die Ermittlung von 7 in einem gegebenen physika- 
lischen System gefunden. 
®) Aufähnliche Weise läßt sich in der klassischen Mechanik die Bewegung als eine Aneinander- 
reihung von Berührungstransformationen auffassen. 
“) Vgl. $$ 82 und 83, wo das Problem der Quantenübergänge eingehend behandelt und Nähe- 
rungsmethoden für die Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit angegeben werden. 
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Daraus darf noch nicht auf die Irreversibilität in der Quantenmechanik geschlossen werden. 
Es ist aus der klassischen Mechanik bekannt, daß im Falle geschwindigkeitsunabhängiger Kräfte 
bei Umkehrung sämtlicher Teilchengeschwindigkeiten die Bewegung in umgekehrter Folge ab- 
läuft. 

Es läßt sich beweisen, daß unter den gleichen Bedingungen auch in der Quantenmechanik die 
gleiche Umkehrbarkeit besteht. Und zwar ist die Wahrscheinlichkeit für den Übergang aus einem 
durch die Teilchenimpulse 9°, p%,... gekennzeichneten Zustand (Zustand «) in einen Zustand 
(Zustand ß) mit den Impulsen 7,, ?,, . . . während der Zeit t gleich der Wahrscheinlichkeit des 
Übergangs im gleichen Zeitabschnitt aus dem durch umgekehrte Impulse — 9,,— P3; - - - ge- 
kennzeichneten Zustand (umgekehrter zunaue ß) in einen mit den Impulsen — p?, 2 DE 
(umgekehrter Zustand «)!). 

Aus diesem kurzen Abriß über u Transformationen istzu ersehen, daß das ganze mathe- 
matische Rüstzeug der Quantenmechanik in der Sprache von Operatoren in Matrizform und un:- 
tären Transformationen formuliert werden kann. 


$ 44. Die Diehtematrix 
Der Operator L sei in Koordinatendarstellung in Form der Matrix L,’, gegeben. Der Mittel- 
wert L,im Zustand y, (x) ist dann [vgl. (40, 2°]: 
L. = | [da’ dx y*(a’) Lv z ya le). (44,1) 


Bildet man aus den durch die Wellenfunktionen %, gekennzeichneten reinen Gesamtheiten eine 
solche gemischte Gesamtheit, daß jeder reine Zustand mit der Wahrscheinlichkeit P, vertreten 


ist, so wird der Mittelwert L in der gemischten Gesamtheit (vgl. 22, 18) gleich 


L= SP. = IP. | |[dzde ya (#) Ira yale). (44, 2) 
(Mit der Bedingung & P, = 1). Die Gleichung (44, 2) kann auch in folgende Form gefaßt werden: 
Te [fax dx oa Liz» (44, 3) 
worin 0rx gleich ist 
027 = I Pa ya (@) Yale). (44, 4) 
& 


Der durch die Matrix mit den Elementen g,,' (44, 4) dargestellte Operator g heißt Dichteoperator?). 
Der Ausdruck (44, 3) ist nichts anderes als die Summe der Diagonalelemente des Operators oL. 
Daher können wir (44,3) wie folgt schreiben 


L=Sp(oL). (44, 5) 


"In einer anderen Darstellung, durch Entwicklung von y„ (x) nach Eigenfunktionen 9, (2) 
(eines Operators M, der ein diskretes Eigenwertspektrum M,,-M,,...,Mn,... besitzt), er- 


halten wir aus (44, 2) 
Kr 6 
L= 5 3 Pxcam Imn Can» (44, 6) 


d.h. 
Onm 7 P3 Pax Cam Can» (44, 7) 


1) Vgl. diesbezüglich die Arbeit des Verf. Jour. exp. theor: Phys. 17, 924, 1947, wo diese 
Frage eingehend untersucht wird. 
2) Dieser Operator wurde von NEUMANN eingeführt. Siehe NEUMANN, J.v.: Gött. Nachr., 1927. 
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worin Ca, die Entwicklungskoeffizienten von ya (x)nach den 9, (x) sind. Folglich haben wir in 
dieser Darstellung: 


= 02 P3 Onm Imn =Sp(eL). (44, 8) 


Das Diagonalelement der Matrix o hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit (oder Wahrschein- 
lichkeitsdichte). 
Setzen wir nämlich in (44, 4) x’ = x, so finden wir 


02: = & Pu |vo(2)P=w(e); (44, 9) 


d.h.die Wahrscheinlichkeitsdichte für die Koordinate x in einer gemischten Gesamtheit. In ähn- 
licher Weise erhalten wir aus (44,7) 


Onn = 2 Px |can ? = wn ; (44, 10) 


d.h. die Wahrscheinlichkeit, den Wert M = M„ in der gemischten Gesamtheit zu finden. 

Untersuchen wir jetzt, wie sich der Operator o im Laufe’ der Zeit ändert. Die Matrix (44, 4) 
definiert o für irgendeinen Zeitpunkt, den wir als Ausgangszeitpunkt (f = 0) annehmen können. 
Die gemischte Gesamtheit, die durch diese Matrix beschrieben wird, ist eine Zuordnung unab- 
hängiger Systeme; deren jedes sich (mit der Wahrscheinlichkeit P.) in einem der reinen Zustände 
Yo (%) = Ya (x, 0) befindet. Ein System, das sich im Zeitpunkt t= O0 im reinen Zustand y, (x, 0) 
befindet, wird sich im Zeitpunkt ? > 0 ebenfalls im reinen Zustand y. (2, t) befinden, der aus der 
SCHRÖDINGERgleichung gefunden werden kann 


re -/ Hya" ya (at) de’ (44, 11) 


oder für die konjugiert komplexe Funktion yy (2’, t) aus der konjugiert komplexen Gleichung 
— are le, - a8. „or (2”,t)da”. (44, 11) 


Hier ist H,’„’, das Matrixelement des HAmILTONXoperators in der ‚‚x“-Darstellung. 

Die Wahrscheinlichkeiten P, dagegen, die die Wahrscheinlichkeiten der Ausgangswerte sind 
[.P. ist die Wahrscheinlichkeit, daß das System sich bei = 0 im Zustand y, (x, 0) = ya (x) be- 
findet, hängen natürlich nicht von der Zeit ab!]. Daher wird im Zeitpunkt t > 0 die Matrix @ 
gleich 


02x ({) = Pa ya (@’,t) ya (2,1). (44, 4) 


Differenzieren wir diese Gleichung nach der Zeit und drücken wir mit Hilfe von (44, 11) und 
(44,11’) die Differentialguotienten der Wellenfunktionen durch den HAMILTONoperator aus, so 
finden wir: 


RK) 
z 7a = w|rr 0x a’ dx” | 0x2” Ha’ a’ dx’ (44, 12) 


(wir benutzten dabei den Umstand, daß Hf,” = Hy a’), oder in Operatorform: 


>>} 


oO 
er; [H, o] ( ) 
wornı [H, o] die Poıssonklammer ist. 


!) P. kann sich aber infolge der Messungen ändern. Siehe später! 
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Diese Operatorengleichung gestattet die Ermittlung des Operators o für jeden beliebigen Zeit- 
punkt, wenn er bei t = 0 bekannt ist. 

Der Vorteil der Beschreibung einer Gesamtheit mittels des Operators o liegt gegenüber der Be- 
schreibung durch die Y- -Funktion darin, daß der Operator o in gleicher Weise sowohl Untersuchung 
gemischter wie auch reiner Gesamtheiten ermöglicht. 

Wenden wir uns nun jenen Änderungen desOperatorso zu,diedurch die Ausführung der Messung 
eintreten. Es möge eine vollständige Messung (die Messung der Größe oder eines Satzes von. Größen 
M)) durchgeführt werden. Die Eigenfunktionen des Operators M seien 9, (x). Dann ist die Wahr- 
scheinlichkeit, M = M,„ zu finden, gleich (44, 10). Nach den Messungen entsteht eine neue ge- 
mischte Gesamtheit, in der neue reine Zustände 9, (=) mit den Wahrscheinlichkeiten w,!) ver- 
treten sein werden, d.h., nach der Messung ist 


022 = & un Pu (2) 9n (2), (44, 14) 


und wir erhalten eine neue gemischte Gesamtheit. 

In der Quantenstatistik werden die Zustände nie durch vollständige Messung charakterisiert. 
"Man hat es daher dort stets mit gemischten Gesamtheiten zu tun. Darum erhält der Dichteopera- 
tor oe gerade in der Quantenstatistik eine besondere Bedeutung. 

Bekanntlich wird in der klassischen Statistik eine Gesamtheit unabhängiger Systeme (die ge- 
wöhnlich eine GrBBSsche Gesamtheit genannt wird) durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte D(p,z) 
charakterisiert, bei der die Größe.D (p, x) dpdz die Wahrscheinlichkeit dafür bedeutet, ein System 
mit einem in der Nachbarschaft von p liegenden Impuls und einer um x liegenden Koordinate zu 
finden?). Nach dem Liovvinteschen Satz ist diese Dichte eine Konstante, so daß 


dD — | 
rar <= [H, D]yass. = 9: (44, 15) 
worin [H, Dass. 7 = — zu. — o; die klassische Poıssowklammer ist. Aus (44,15) folgt,daß 
OD 
3 Dieass. (44, 15°) 


Die Analogie zwischen (44, 15’) und (44, 13) ist offensichtlich. 

Die klassische GmBBssche Gesamtheit und die gemischte Quantengesamtheit sind ihrem Wesen 
nach (Satz unabhängiger Systeme) identisch. Darum wird auch der Operator go wegen 
seiner Analogie zur Wahrscheinlichkeitsdichte D als Dichteoperator bezeichnet. Enger läßt sich 
der Zusammenhang zwischen e und D herstellen, wenn man an Stelle von go, die Matrix R (p, x) 
einführt, deren Zeilen durch den Impuls und deren Spalten durch die Koordinate numeriert werden: 


e h (44, 16) 
R (?, x) = 0,2’ Ber dx. 
Dann ist 
[RW 2)ap = [o,.„ 512 — x) dr’ = w(a), (44, 17) 


> 
44,17 
R(p,c)de= —- —dede =Ypp=w(p), \ 


.t) Das Das gilt nur, wenn keine Untergesamtheit mit z. B. M = M„ ausgewählt wurde. Bei einer 
solchen Auswahl wird die nach der Messung erhaltene Gesamtheit rein sein [mit y = o, (x)]. 

2) Wir gebrauchen Ausdrücke, die einer Systemgesamtheit mit einem Freiheitsgrad x entspre- 
chen. Unter p und x kann die Gesamtheit der Impulse und Koordinaten aller Teilchen verstan- 
den werden, die dem System angehören. 
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worin w(x) und w(p) die Wahrscheinlichkeitsdichten für die Koordinate x und den Impuls p 
sind 1). Diese Formeln sind den klassischen analog: 


[Die ap = un (2, [DB 2)dz = Was. P)- (44, 18) 


Es läßt sich darüber hinaus zeigen, daß die Matrix R (p, x) einer Gleichung genügt, die unter 
bestimmten Bedingungen (Stetigkeit des Feldes und Stetigkeit der Funktion R (p, x) selbst) 
in die klassische Gleichung (44, 15’) übergeht?). Daher ist die Größe R (p, x) analog der klassi- 
schen Wahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeitsdichte) D(p, x) und kann als Verallgemeinerung 
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs für den Fall nicht gleichzeitig meßbarer Größen (,‚Quasiwahr- 
scheinlichkeit‘‘) aufgefaßt werden. Die Größe o,. dagegen ist den FOuRIERkomponenten der 
Wahrscheinlichkeitsdichte D (p, x), d.h. der Größe 


er) 
Ann = D(p, x) e h dp (44, 19) 
analog. 


1) Um (44, 17’) zu erhalten, muß berücksichtigt werden, daß 


2) Diese Matrix wurde vom Verfasser eingeführt. Siehe BLocHinzEew, D.: Journ. of’ Phys. 
USSR LI, 71, 1940. Vgl. auch TERLEZKI, J. P., Jour. exp. theor. Phys. 7. 1290, 1937. 
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in einem konservativen Kraftfeld 


$ 45. Vorbemerkungen 


Wir werden in diesem Kapitel die einfachsten Aufgaben der Atommechanik be- 
handeln, die die Bewegung von Teilchen in einem Feld konservativer Kräfte be- 
treffen. Wenn, allgemein genommen, die Kräfte zeitunabhängig sind, so besteht die 
Hauptaufgabe der Atommechanik darin, die stationären Zustände des Systems zu 
bestimmen. In einem solchen Falle läßt sich ja nach (30, 8) ein beliebiger Zustand 
y»(x,t) als Überlagerung stationärer Zustände mit den konstanten Amplituden c, 
wiedergeben: 

y(a,l)= > Ca Yun (%, 2), (45, 1) 
n 


, Ent 
m) emnier, (45,2) 
worin %% (X) die Wellenfunktionen der stationären Zustände und E„ die entspre- 
chenden Energiewerte sind. Die Wellenfunktionen y, (x) sind Eigenfunktionen des. 
£inergieoperators H und lassen sich nach (30, 4) aus der ScHRÖDINGERgleichung 
für stationäre Zustände 
Hy= Ey (45, 3) 


bestimmen. Diese stationären Zustände zu finden heißt, das Spektrum der Energie 
E zu finden. 

Die besondere Bedeutung dieser. Aufgabe für die Atommechanik besteht darin, 
daß die Quantenmechanik zum Unterschied von der klassischen Mechanik in vielen 
Fällen zu einer Quantelung der Energie, d.h zu einem diskreten Spektrum ihrer 
Werte E,, Es, : - ., En, . . . führt. Diese Spektren werden oft Quantenniveaus oder 
Energieniveaus genannt. 

Wird ein System (z. B. ein Elektron in einem Atom, ein Molekül u. ä.), das ein 
solches Energiespektrum besitzt, einer schwachen äußeren Einwirkung unter- 
worfen, so ändern sich seine Quantenniveaus nicht (genauer gesagt, sie ändern sich 
nur wenig). Infolge einer solchen äußeren Einwirkung kann aber das System von 
einem Niveau in ein anderes so übergehen, daß sein Zustand eine bedeutende Ver- 
änderung erleidet. Die Wahrscheinlichkeit solcher Übergänge werden wir erst viel 
später berechnen. 

Wenn wir die möglichen Energiewerte finden, so können wir sofort sagen, wie die 
möglichen Energieänderungen des von uns untersuchten Systems sein werden, 
wenn zwischen ihm und irgendeinem anderen System oder einem äußeren Feld eine 
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schwache Kopplung besteht!). Sind die gefundenen Energiestufen E,,E,,..., 
Ens : : -, Ems : - ., so ist der Energieaustausch nur in Quanten möglich: 


AE= Em — En: (45, 4) 


$ 46. Der harmonische Oszillator 


In der klassischen Mechanik hat die Hamıttonfunktion eines eindimensionalen 
harmonischen ÖOszillators folgende Form: 


2 2 
= 2u ye. (46, 1) 


Hierin sind 9, der Impuls des Teilchens, u seine Masse, x die Verschiebung aus der 
Gleichgewichtslage und w, die Kreisfrequenz des Oszillators. 

Wir bemerken, daß der harmonische Oszillator, soweit es sich um mechanische 
Schwingungen handelt, eine Idealisierung ist, da der Ausdruck für die potentielle 


1 
Energie U= (5) uw% %* bedeutet, daß die Kraft mit der Entfernung von.der Gleich- 


gewichtslage unbegrenzt zunimmt. In allen realen Fällen treten von gewissen Am- 
plitudenwerten an merkliche Abweichungen von der Harmonizität auf, und bei 
großen Werten für x strebt die Wechselwirkungskraft gegen Null (und U gegen eine 
konstante Größe). Für kleine Schwingungsamplituden von x ist jedoch die Vor- 
stellung eines harmonischen Oszillators durchaus anwendbar. 

Die Theorie des eindimensionalen harmonischen Oszillators besitzt große Bedeu- 
tung für die Anwendungen, da durch geeignete Wahl der Koordinaten (,‚Normal- 
koordinaten‘‘) die Bewegung eines beliebigen Teilchensystems, das kleine Schwin- 
gungen vollführt, auf die Bewegung einer Gesamtheit unabhängiger Oszillatoren 
zurückgeführt werden. kann?), 

In der Quantenmechanik werden wir unter einem eindimensionalen Oszillator ein 
System verstehen, das durch einen Hamıtroxoperator H beschrieben wird, der, 
analog zu (46, 1), gleich 


2. 2 
_ Pr uU@, > 
H=, +7 % (46, 2) 
ist, worin p, der Impulsoperator und & der Koordinatenoperator sind?). Diesem 
HAMILTONoperator entsprechend besitzt die SCHRÖDINGERgleichung in der ‚,‚x“-Dar- 
stellung für die stationären Zustände des Oszillators folgende Form: 


MR diy vd ; | 
77 Fr + &y= Ey. (46, 3) 


X) Ist die Kopplung zwischen den Systemen fest, haben wir es mit einem einzigen System zu 
tun. Ist das äußere Feld stark, verändern sich die Niveausim System merklich. Die Voraussetzung 
einer schwachen Kopplung ist daher von wesentlicher Bedeutung. 

2) Siehe $ 105. Außerdem findet die quantenmechanische Theorie des harmonischen Oszillators 
eine wichtige Anwendung in der Quantentheorie des Lichts (s.: [30]). 

*) Es könnte die Frage auftauchen, welchen Sinn es hat, das durch den HAmILToNoperator- 
(46, 2) beschriebene System als einen harmonischen Oszillator zu bezeichnen. Die Antwort darauf 
ist die, daß das durch den HAmıLTonoperator (46,2) beschriebene System nur eine Frequenz w, 
emittiert und absorbiert (siehe $88, A) und bei 3 —> Oin das klassische System mit der HAMILTON- 
funktion (46, 1) übergeht (vgl. $$-34, 35). 
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Zur Lösung dieser Gleichung führen wir folgende dimensionslose Größen ein: 


=, 
To 

“= KR (46, 4) 
UOg 
DE 

om 


Bezeichnen wir das Differenzieren nach £ durch Striche und betrachten wir als 
Funktion von £, so bringen wir die Gleichung (46, 3) nach elementaren Umfor- 
mungen auf die Form 


v”’+A—-2)y=0. (46, 5) 


Wir müssen die endlichen, stetigen und eindeutigen Lösungen dieser Gleichung 
im Intervall von — © <& < + » finden. Solche Lösungen besitzt die Gleichung 
(46, 5) nicht bei allen Werten des Parameters A, sondern nur bei 


A=2n+t1, n=0,1,2,3,..., (46, 6) 


wobei die entsprechenden Eigenfunktionen y, lauten: 


£&: 
wmn(ö)=e *? Hr(). (46, 7) 
H,„ (€) ist ein HermITesches Polynom n-ten Grades!), das durch die Formel 
„ehr „er 
HA,„(&) = Varnı ym Er; en (46, 8) 


bestimmt wird. Der Faktor vor e“ ist dabei so gewählt, daß die Funktion Yn (E)inE 
auf Eins normiert ist: 


+'oo +'oo 
[® (&) 85 = fe Hs (d)dE=1. (46, 9) 


Die Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit von y genügt somit schon, damit der 
Parameter A nur diskrete Werte (46, 6) annimmt. Nun bestimmt nach (46, 4) dieser 
Parameter die Energie. Vergleichen wir (46, 4) und (46, 6), so finden wir, daß die 
möglichen Werte von E,„ folgende sind: 


Euro ln+z), n==0.1,2. 3.885 (46, 10) 


Diese Formel zeigt, daß die Energie E des Oszillators nur diskrete Werte annehmen 
kann. Die Zahl n, die die Nummer des Quantenniveaus bestimmt, wird Quantenzahl 
genannt. 


t) Einzelheiten über die Lösung der Gleichung (46, 5) und besonders über die Forderung (46, 6) 
eind im IX. Kapitel behandelt. 
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Wir schreiben nun die endgültige Form der dem n-ten Eigenwert zugehörigen 
und in der ‚x‘“‘-Darstellung gegebenen Eigenfunktion: 


2 
wm (&) = — Hn(d). (46, 11) 


Dabei ist & = —. 
0 
Diese Funktionen sind so normiert, daB 
+ 
[ei @dr=1. 


Unter Verwendung von (46, 7) und (46, 8) schreiben wir einige Eigenfunktionen 
der Form (46, 11) auf: 


2° 
Y (8) = e 2a, n=0, (46, 12) 
rn 
1 a x 
y(2)= —————e 282 —, n=|, (46, 12’) 
un To 


2 
2 le), n—=2. (46, 12”) 

Y2°- 22, /m 22, m ”o 
Die erste Funktion wird nirgends Null (ausgenommen bei x = + »). Die zweite 
wird gleich Null bei x = 0. Den Punkt, in dem eine Wellenfunktion gleich Null 

z 

wird, werden wir als Knoten bezeichnen. Die dritte Funktion wird bi x = + 7 
Null, besitzt somit zwei Knoten. Wir bemerken, daß die Zahl der Knoten gleich der 


(re) = 


Abb. 16a, Die Wellenfunktionen eines Oszillators für n= 0, 1, 2; b) Die Schwingungen 
‚einer an den Enden befestigten Saite, U, der Grundton, U,, U, die beiden ersten Obertöne. 


Ordnungszahl » der Funktion ist. Diese Eigenschaft trifft für jedes beliebige n zul). 
Die Quantenzahl ist somit gleich der Ordnung der Eigenfunktion. Diese Wellenfunk- 
tionen sind auf Abb. 16a dargestellt. Die Form der Funktion y, (x) ist analog der 


1) Die Nummer der Eigenfunktion ist stets gleich der Knotenzahl. Die allgemeine Beweis- 
führung für diesen Satz s.: [15]. 
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der Funktion U, (x), die die Schwingung einer an den Enden befestigten Saite dar- 
stellt. Zum Vergleich gibt Abb. 16b die Funktion U, (x) für den Grundton (n = 0), 
den ersten Oberton (nr = 1) und den zweiten Oberton (n = 2) wieder. 

Gemäß dem allgemeinen Satz über Knoten von Eigenfunktionen (vgl. die Fuß- 
note der letzten Seite) müssen die Funktionen y,„(x) und u, (x) die gleiche Zahl 
Knoten besitzen. 

Um eine noch deutlichere Vorstellung von den Quantenzuständen eines Oszilla- 
tors zu erhalten, bringen wir auf Abb. 17 die Potentialfunktion des Oszillators: 


Auf der Ordinatenachse ist die potentielle Energie, auf der Abszissenachse die Elon- 
gation x aufgetragen. Auf der gleichen Zeichnung sind durch horizontale Linien 
die Energiestufen E, (46, 10) für ver- 
schiedene n eingetragen. Solche Dia- 
gramme, die gleichzeitig das Energie- 
spektrum und die potentielle Energie 
enthalten, werden sehr oft angewandt. 
Sie gestatten einen einfachen Vergleich 
mit dem klassischen Bewegungsbild. Be- 
trachten wir z. B. die Stufe Z,. Nach 
der klassischen Mechanik könnte sich ein 
Teilchen mit der Energie E, nur inner- 
halb des Bereichs A B aufhalten. A und 
.B sind die Punkte, in denen die poten- 
tielle Energie gleich der Gesamtenergie 
ist. In diesen Punkten ist die kinetische 
Energie 7 gleich Null, da 

E=-T+U, T=E-UV. (46,13) 
Die Punkte A und B werden Umkehrpunkte genannt. Es ist offensichtlich, daß 
OA = OB die Schwingungsamplitude eines Teilchens mit der Energie EZ, ist. 

Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit w (x) dx dafür, ein Teilchen nach der 


klassischen Mechanik im Bereich x, x + dx zu finden. Diese Wahrscheinlichkeit ist 
proportional der Zeit dt, in der das Teilchen den Abschnitt dx durchläuft. Ist die 


Abb. 17. Diagramm des Niveaus (E) und der 
potentiellen für einen harmonischen 
szillator. | 


| 2 
Schwingungsperiode gleich T = — ,‚ so können wir setzen: 


Wr ass. (%) de = T = Ir ey ’ (46, 14) 


worin v® die Teilchengeschwindigkeit ist. Wir wollen v als Funktion von x aus- 
drücken. Wir haben: 

x = sin wtb;, (46, 15) 
worin a, die Schwingungsamplitude, gleich: 
/2E 
nos 
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Aus (46, 15) erhalten wir: 


| v = Aw, COS Wol, (46, 16) 
d. h., wiederum nach (46, 15), 
x2\ 1. 
am l1-5)°. (46, 17) 
Folglich ist: 
1 dx 
Wins, (9) IE = 3 7 — 7, -asrsHte. (46, 18) 


Diese Wahrscheinlichkeit ist in Abb. 18 dargestellt. Die größte Wahrscheinlichkeit 
fällt, wie zu erwarten war, in die Umkehrpunkte AundB. 
Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Bereich 
wir) x, x -+ dx zu finden, ist nach der Quantenmecha- 
nik (fürn = 1) gleich: 


vn. (%) de=yi (x)dz, 


worin für y,, (46, 12’)zu nehmen ist. Folglich ist: 


1 -3 de 
vw ()de= ——e m — —. (46, 19) 
| R 2 Yn x, %o | 
NW, 
AA 0 BB | Der Verlauf dieser Wahrscheinlichkeitist eben- 
Ix=-a) (x=+0) falls auf Abb. 18 dargestellt. Wie man sieht, weist 


; Ä die Quantenwahrscheinlichkeit ebenfalls Maxima 

Abb. 18. Vergleich der quantentheo- : 
retischen Wahrscheinlichkeit (wg) Inder Nähe der klassischenUmkehrpunkte auf (ge- 
für den Orteines Teilchens (fürn =1) R 3 3h \t 
mit der klassischen Wahrscheinlich- nauer, für 2, = 5* ho, 0A=0B= 2 
keit (wxı). A, B:die Wendepunkte, 4@g 
4A’, B’: die Punkte des Maximums EEE r__ 

von (Wgu). und04’=0B = 


> 


2. Im Gegensatz zum 


w 
klassischen Fall ist ie Wahrscheinlichkeit, ein 
Teilchen zu finden, auch jenseits der klassischen Umkehrpunkte von Null ver- 
schieden. Dieser Umstand stellt für die Quantenmechanik keineswegs einen 
Widerspruch dar, da die Gleichung (46, 13) für die Quantenmechanik nicht gilt: 
die kinetische Energie 7 und die potentielle Energie U sind keine gleichzeitig meß- 
baren Größen. 

Besonders kraß wird der Unterschied zwischen dem quantenmechanischen und dem 
klassischen Fall, wenn man den Zustand mit der kleinsten Energie untersucht. Nach 
der klassischen Theorie ist die kleinste Energiedes Oszillators Z= 0 und entspricht 
einem im Gleichgewichtszustand ruhenden Teilchen. Die Wahrscheinlichkeit 
Wyiass (X) nimmt in diesem Fall die in Abb. 19 dargestellte Forman. Sie ist mit Aus- 
nahme des Punktes x = O überall gleich Null. In der Quantentheorie ist die kleinste 
Energie des Oszillators gleich 
ho, 


E,= 5 
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und heißt Nullpunktenergie. Die Wahrscheinlichkeit w(x) ist in diesem Fall 
gleich 


1 
Un = pt) = ——eT2. 
x Yr 


Sie ist ebenfalls in Abb. 19 eingezeichnet. 


Wir wollen die Eigenschaften der Nullpunktenergie genauer betrachten. Offen- 
sichtlich kann sie dem Oszillator nicht entnommen 
werden, da sie ihrem Wesen nach das Minimum der 
Energie ist, die der Oszillator besitzen kann. Sie 
könnte nur entnommen werden, wenn man den ÖOs- 
zillator selbst durch Verringerung der Frequenz @,, 
d. h. durch Änderung des Elastizitätskoeffizienten 
verändert. Das Bestehen einer Nullpunktenergie ist 
typisch für Quantensysteme und eine unmittelbare 
Folge der Unbestimmtheitsrelation 


Se ee 
Ap- AR >—- 46, 20 

p gr Abb. 19. Die klassische und 
an a Br rend „. die quantentheoretische Wahr- 
Die Mittelwerte 7 und % sind nämlich im Zustand mit scheinlichkeit für den Zustand 


einem bestimmten Energiewert gleich Null: eines Oszillators mit der klein- 
= | 5 sten Energie E,. 
== (memde= [mrde— 0, (46, 21) 


(was daraus hervorgeht, daß der Integrand eine ungerade Funktion ist!), 


. + oo 
= [er y.de= [gear = Be — 0. (46, 22) 


Daher kann für den Oszillator die Unbestimmtheitsrelation wie folgt geschrieben 


werden: 


2 
pP 2 >— 7: (46, 20’) 


Andererseits ist die mittlere Energie des Oszillators gleich 
B-P,0@ ar (46, 23) 


Aus der Gegenüberstellung von (46, 20’) und (46, 23) geht unmittelbar hervor, daß 
wir durch Verringerung der potentiellen Energie die kinetische steigern, und umgekehrt. 


Insbesondere ist der Zustand mit der geringsten potentiellen Energie U=0ein 


Zustand mit einer unendlich großen kinetischen Energie T = . Vereinigen wir 
(46, 20’) mit (46, 23), so erhalten wir: 


2 m? 2 
Bar u 
2u ‚8p 


k> 


(46, 24) 
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Daraus ist der Minimalwert für Z leicht zu finden. Und zwar erhalten wir aus 


öE 
d (P*) 
min E> u (46, 25) 


d.h., die Nullpunktsenergie ist die kleinste Energie, die mit der Unbestimmtheitsrela- 
tion vereinbar ist. | 

Als Beispiel für Teilchen, die kleine Schwingungen vollführen, können die Atome 
in Molekülen oder in festen Körpern dienen. Experimentell läßt sich die Existenz 
von Nullpunktsenergie und Nullpunktsschwingungen in Atomen durch Beobach- 
tung der Lichtstreuung in Kristallen nachweisen. Die Lichtstreuung wird durch 
Atomschwingungen verursacht. Mit sinkender Temperatur müßte nach der klas- 
sischen Theorie die Schwingungsamplitude unbegrenzt kleiner werden und zugleich 
damit auch die Lichtstreuung verschwinden. Die Versuchserfahrung zeigt aber!), 
daß die Intensität der Lichtstreuung bei sinkender Temperatur einem bestimmten 
Grenzwert zustrebt. Das bedeutet, daß die Atomschwingungen auch beim absolu- 
ten Nullpunkt nicht aufhören. Diese Tatsache bestätigt die Existenz von Null- 
punktschwingungen. 


8 47. Der Oszillater in der Energiedarstellung 


Wir wenden uns nun der Darstellung zu, in der die unabhängige Variable die 
Oszillatorenergie E ist. In dieser Darstellung wird der Operator H der Gesamt- 
energie eine Diagonalmatrix mit den Elementen 


Hin == E,Ömn (47, l) 
oder auf Grund von (46, 10): 
ho, 
ar 0 0 0 
0 u, 0 0 
H— 2 (47, 2) 
5 


. 0. 0080 00 9 0108 08 [8 8 Re 


Jeder Zustand y (x, t) eines Oszillators kann als Überlagerung stationärer Zustände 
dargestellt werden (vgl. $ 30): 


| ‚Ent 
y(ah)=3 on) ynld)e RR = Font) Un), (47, 3) 


worin %,„ (x) durch die Formel (46, 11) und Z„ durch die Formel (46, 10) gegeben 
sind. Die Gesamtheit aller c„, wird die Wellenfunktion in der ‚E“-Darstellung sein. 


!) Siehe James, R. W., BRINDLEY, G. W., WooD, R. G.: Proc. Roy. Soc. 125, 401, 1929. 
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Die Wahrscheinlichkeit, den Energiewert E, im Zustand »(x,t) zu finden, ist 
gleich 
w(E,) = |c. (tl)? = | (0). (47, 4) 


Diese Wahrscheinlichkeit hängt nicht von der Zeit ab. Die Energie ist also eine 
Konstante der Bewegung. 

Wir wollen den Koordinatenoperator & in der „E“-Darstellung finden. Nach der 
allgemeinen Theorie muß er durch die Matrix mit den Elementen 


an | Ym % yn de (47, 5) 


dargestellt sein. Setzen wir hier y,, und y, aus (46, 7) ein, so erhalten wir: 
+ 


Ban %, [ e-® Hm(E)EH„(E)dE, = V mr (47, 6) 


— oo 


Dieses Integral läßt sich berechnen: 


V: fürm=nr—]), 


fe HmEHndE= Ei (47,7) 


5 füm=n-+]), 


0 (in den anderen Fällen). 


Mit diesem Resultat können wir (47, 6) mit Hilfe des Symbols ö,„ wie folgt 
schreiben: 


nn 1 
Imn = %p (2 On — 1m y’ 7 Ön He) . (47,8) 


Wir stellen die Matiix & auf. Aus (47, 8) ist zu ersehen, daß nur die der Haupt- 
diagonale benachbarten Elemente von Null verschieden sind, und zwar: 


| 0 V+ 0 Da 
| 
1 [2 
= es x Ä V+ 0) V 22 0 oe ... . (47,9) 
| 


| 
| 2 3 


Im Hrisengeee-Bild werden die Matrixelemente des Operators & [siehe (41, 12)] 
gleich: 
Lmn () = Imn eomnt (47, 10) 
worin 
En —E 
On = —— — = @, (m--n). (47, 11) 
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Da an #0 nur für m=n 1 wird, hängen sämtliche Matrixelemente perio- 
disch von der Zeit ab, und zwar mit der Frequenz w, des Oszillators. 

Wir berechnen nun den Mittelwert X der Oszillatorkoordinate für einen belie- 
bigen Zustand. Nach der allgemeinen Formel (40, 2) haben wir: 


zt)= ID ch lt) Amnen )= ID ch(0) mn) "m (0). (47,12) 


Auf Grund des über die Matrixelemente x, (t) Gesagten wird der Mittelwert x eine 
periodische Funktion der Zeit mit der Frequenz w, sein. Also hängt % von der Zeit 
ebenso ab wie die Koordinate des klassischen Oszillators!) 


x (f) = ac (wit +9); (47, 13) 


worin a die Amplitude und ®& die Phase ist. 
Die Matrix des Impulsoperators in ‚„E“-Darstellung kann entweder durch Be- 
rechnung der Integrale 
d 
Pran - [vi Peyde=—ih| vn de (47, 14) 


oder, einfacher, auf Grund der Bewegungsgleichungen gefunden werden. Nach 
diesen Gleichungen ist 


dt 
d.h, 
de 
Pmn = U (57) . (47, 16) 
mn 
Unter Verwendung der Formel (41, 11) finden wir 
Pmn = Wan HK Imn (47, 17) 
oder 
Pmn = IU@, (Mm — N) Ama - (47, 18) 


Selbstverständlich führt die Berechnung der Integrale (47, 14) zu den gleichen Er- 
gebnissen. | 


$ 48. Die Bewegung in einem Zentralfeld 


Ein Zentralfeld ist dadurch gekennzeichnet, daß die potentielle Energie eines 
Teilchens nur eine Funktion des Abstandes r von einem gewissen Zentrum (Kraft- 
zentrum) ist. Die Bewegungsgesetze im Zentralfeld bilden das Fundament der 
Atommechanik: die Lösung der allgemeinen Aufgabe der Elektronenbewegung im 


1) Zum gleichen Ergebnis können wir unmittelbar aus dem EHRENFEST schen Satz gelangen. Die 
Gleichung (34,1) erhält für den Oszillator die Form 


dx? 


Zee 


u 


woraus wir durch Integration erhalten 
z=aco(wt-+ 9). 
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Atom stützt sich mehr oder weniger auf die Ergebnisse für die Bewegung eines 
Teilchens in einem Zentralfeld. 

Bezeichnen wir mit U (r) die potentielle Energie des Teilchens, so können wir den 
Operator H der Gesamtenergie (33, 12) wie folgt schreiben: 


H= T, er. ;+ U (r), (48, 1) 


worin m? der Operator des Quadrats des Drehimpulses und 7, der Operator der 
kinetischen Energie für die Radialbewegung ist. 

Aus der allgemeinen Theorie der Bewegungsintegrale ($ 33) folgt, daß als Kon- 
stanten der Bewegung in einem Zentralfeld auftreten werden: die Gesamtenergie E 
und der Drehimpuls (d.h. m?, m,, m,, m,). Wir stellen uns zur Aufgabe, die 
stationären Zustände eines Teilchens zu finden, das sich im Feld U (r) bewegt. 

Die SCHRÖDINGERgleichung für stationäre Zustände von y lautet in unserem 
Falle 


Tytz aytUmy- Ey. (48, 2) 


Es liegt nahe, y als Funktion der Polarkoordinaten r, 9, 9 zu suchen. Wir 
müssen für y aus der Gleichung (48, 2) eindeutige, stetige und endliche Lö- 
sungen für den ganzen Variabilitätsbereich der r, ®, @, d.h., für den Be- 
reich0O sr so, 0 s®sn,0<sop<s2n finden. Da die Operatoren H und m? 
vertauschbar sind, so müssen sie simultane Eigenfunktionen besitzen, und wir 
können für y die zweite Gleichung ansetzen: 


m?y= M?y. (48, 3) 


Die Eigenwerte von m? sind nach $ 25 gleich A?!(l + 1), so daß wirin (48,2) statt 
m? vw die Größe h2l (l-+ 1) y einsetzen können. 
Dann erhalten wir die Gleichung 


22 ]) 


Tv+ y+U(ry=Ey. (48, 2’) 


Diese Gleichung enthält nur noch eine Variable r. Setzen wir jetzt 
vr dQ)=Rlr): md p). (48, 4) 


worin Y,m (9, 9) eine Eigenfunktion des Operators m? ist, so erfüllen wir zugleich 
sowohl die Gleichung (48, 3) als auch (48, 2’), wenn die Funktion R (r) der Gleichung 


nn CAD nr OmR=ER “,5 


genügt. Diese Gleichung erhalten wir nach Division von (48, 2’) durch Y;m. Wir 
werden sie als die ScHRÖDINGERgleichung für die Radialfunktion R (r) bezeichnen. 

Wir erinnern daran, daß (vgl. $25) die Funktionen Y,.„ zugleich auch Eigenfunk- 
tionen einer der Komponenten des Drehimpulses sind, und zwar bei unserer Wahl 
‚des Koordinatensystems die der Koordinate m,. Daher sind in einem Zentralield 
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‚die Gesamtenergie, das Quadrat des Drehimpulses und die Komponente des Dreh- 
impulses in einer beliebigen z-Richtung gleichzeitig meßbare Größen. 

Die möglichen Energiewerte E lassen sich aus der Gleichung (48, 5) ermitteln 

‚und hängen von der Form von U (r) ab. Außerdem können sie (über die Zahl !) von 
der Größe des Drehimpulses m? abhängen, aber nicht von der 2-Komponente m, 
des Drehimpulses (und folglich auch nicht von der Zahl m), denn m, kommt in der 
Gleichung (48, 5) nicht vor. Das erklärt sich dadurch, daß wir es mit einem zentral- 
symmetrischen Feld zu tun haben, in dem alle Raumrichtungen physikalisch gleich- 
wertig sind. Die Energie kann daher nicht von der räumlichen Orientierung des 
Drehimpulses abhängen. Für die weiteren Schlußfolgerungen müssen wir die Form 
von U (r) genauer kennen. 

In allen realen physikalischen Systemen ist die Wechselwirkung in unendlich 
großen Entfernungen unendlich klein. Das bedeutet, daß die potentielle Erergie 

(bei r > ©) asymptotisch einen konstanten Wert annimmt: 


U (r), > © = const =C, (48, 6) 


worin Ü eine beliebige Konstante ist, die das Niveau der potentiellen Energie im 
Unendlichen bestimmt. 

Wir werden sehen, daß der Charakter der Lösung von (48, 5) wesentlich davon 
abhängt, ob die Gesamtenergie E größer oder kleiner als der Unendlichkeitswert (C') 
der potentiellen Energie ist. Da C eine willkürlich gewählte Konstante ist, werden 
wir, wenn nichts anderes besonders festgesetzt wird, sie gleich Null setzen. Wir 
haben dann zwei Fälle zu unterscheiden: Z>O und E<O0. 

Jetzt wollen wir noch die Form von U (r) in der Nähe des Kraftzentrums (bei 
r> 0) bestimmen. Wir nehmen an, daß U (r) im Nullpunkt mit einer Potenz ab- 
fällt, die kleiner als 2 ist: 

U ee a<2. (48, 7) 


y% } 

Die gemachten Voraussetzungen über die Form von U (r) erfassen einen recht aus- 
gedehnten Kreis von Aufgaben der Atommechanik. Bei der Frage der Bewegung 
eines Valenzelektrons im Atom handelt es sich z. B. um die Bewegung im Feld des 
Atomkerns, der von einer Hülle aus näher zum Kern gelegener Elektronen umgeben 
ist. 

Bei kleinen Abständen ist die Wirkung dieser Elektronen unwesentlich. Das 
Covzompfeld des Kerns wird den Hauptanteil zum Feld bilden. Die potentielle 


Energie eines Elektrons im CovLomefeld hat die Form — und gehört daher zum 


Typ (48,7). Im Falle der Wechselwirkung zweier Atome spielt bei kleinen Abständen 
die CouLomzsche Abstoßung der beiden Kerne die ausschlaggebende Rolle, d.h., 


die potentielle Energie hat wieder die Form = . In beiden Fällen besitzt U bei r = 0 


einen Pol erster Ordnung. 
Um die Auflösung von (48, 5) zu untersuchen, stellen wir diese Lösung in folgen- 
der Form dar: 
R(r) = N ; (48, 8) 


r 
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Setzen wir diesen Ausdruck für Rin (48, 5) ein und berücksichtigen, wir, daß nach 
(26, 7) 


® 1 0 OR h? 1 du 
1-59") = - ur dr en 
ist, so erhalten wir für u folgende Gleichung: 
2 g2 211] 
ee ge (48, 10) 


 2u de ' Qu 
Wir wollen vorerst die asymptotischen Lösungen dieser Gleichung für r —> & 
untersuchen. Wenn wir für große Werte von r das Glied mit z und U (r) vernach- 


lässigen [C' ist in (48, 6) gleich Null angenommen], so erhalten wir die einfache 
Gleichung 


78 Eu. (48, 11) 
Setzen wir 
= on für ZE>0 und = — u für E<0O, (48, 12) 
so erhalten wir die allgemeine Lösung von (48, 11) in der Form 
u (Jetkt + O,e-ikt, E>0, (48, 13) 
uv=(,e’+ O,err, E<O0, (48, 14) 


worin C, und C, beliebige Konstanten sind. Nach (48, 8) erhält die asymptotische 
Lösung von (48, 5) die Gestalt | 
—ikr 
R= er E>0, (48, 15) 


E<ß®. (48, 16) 


Im ersteren Falle, bei X > 0, ist die ee für R endlich und bei beliebigem Wert 
der Konstanten stetig. Wie man sieht, stellt sie eine Überlagerung einlaufender und 
auslaufender Kugelwellen dar. Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zu finden, 

verschwindet in diesem Falle selbst bei großem r nicht. Die Wahrscheinlichkeit, 
zwischen r und r + dr ein Teilchen zu finden, ist proportional |R|? und dem Vo- 
lumen der Kugelschicht 4rrr? dr :!) 


w(r)dr= | Rl?4nr?dr = 4n |, et + O,e-itr 2 dr. 

1) Eine eingehendere Untersuchung (siehe z.B. [F1]) zeigt, daß die von uns durchgeführte 
Vernachlässigung der potentiellen Energie U (r) in der Gleichung (48,10) nur dann berechtigt 
ist, wenn U (r) bei r— oo rascher Null zustrebt als a Im Falle eines CovLomsfeldes 
U(r), so = a verändern sich auch die asymptotischen Lösungen (48, 15) und (48, 16) ein wenig, 

r 


aber nicht so wesentlich, daB dies auf die Richtigkeit unserer weiteren Schlußfolgerungen von 
Einfluß wäre. 
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Solche Zustände entsprechen den nicht geschlossenen Bahnen in der klassischen Me- 
chanik, wenn ein Teilchen sich aus dem Unendlichen zu einem Kraftzentrum hin 
und dann wieder in das Unendliche fortbewegt. Da der von uns untersuchte Zu- 
stand stationär ist, muß der Strom der einlaufenden Teilchen gleich dem Strom der 
auslaufenden sein. Das bedeutet, daß die Amplituden der ein- und auslaufenden 
Wellen C, und C, dem Betrag nach gleich sein müssen. Setzt man 


1 


A —io& 
Va 


. l ,& 

(= a5 fe und 0,= — 
worin A und « reelle Größen sind, dann läßt sich die asymptotische Lösung von 
(48, 15) in folgender Form darstellen: 


R=A merte (48, 15’) 


d. h., sie bildet eine stehende Kugelwelle. 
Anders steht es bei # < 0. In diesem Falle muß CO, = 0 gesetzt werden, sonst 
wird R bei r —> » gleich ». Die brauchbare Lösung ist daher in diesem Falle 


er 


R=6, (48, 16°) 


Für diese Zustände gilt: 
w(er)drz4n|C, Per?r, 


und bei großen r wird die Größe w (r) —> 0,d.h., das Teilchen hält sich nur in der 
Nähe des Kraftzentrums auf. Solche Zustände entsprechen den geschlossenen Bahnen 
der klassischen Mechanik, in denen sich das Teilchen um das Kraftzentrum bewegt. 

Wir untersuchen nun, wie sich die Lösungen in der Nähe des Zentrums (r — 0) 
verhalten. Wir setzen « (r) in Form einer Potenzreihe an: 


utfr)=er(l+ar Her -+...). (48, 17) 


Setzen wir diesen Ausdruck für & in die Gleichung (48, 10) ein, dann wird r?—2 oder 
r?’—=* die niedrigste Potenz von r sein. Wir sehen, daß r?—2 für «<2 die, niedrigste 
Potenz sein wird. Das Glied mit r?—2 wird am größten beir—> 0. Daher finden wir 
unter Vernachlässigung der Glieder höheren Grades als Ergebnis der Substitution 
von (48, 17) in (48, 10): 


YY— 1 — Itl+1) ]rr=2 + Glieder höh. Ordnung = 0. (48,18) 

Damit diese Gleichung für alle (unendlich kleinen) Werte von r richtig besteht, muß 

‚y—-b)=llt+) (48, 19) 
sein. Daraus folgt 

y=!+1 ode y=-.1. (48, 20) 


Folglich nimmt bei r —> 0 die Lösung für R (- ) die Form an: 


R=(Cir(l+ar + r+..)+C4r!-i(l+air+taßr?+...), (48,21) 
worın O1 und 0% beliebige Konstanten sind. 
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Damit die Funktion endlich bleibt, muß C; = 0 gesetzt werden. 
Die Eigenfunktion R erhält also bei kleinen r die Form: 


R=(Cir(l\+ar+or-+...). (48, 22) 


Bei r > = geht diese partikuläre Lösung entweder (wenn E > 0) in (48, 15) oder 
(wenn E<0)in (48, 16) über. Nehmen wir C3 gleich Null an, so wählen wir die 
partikuläre Lösung (48, 10). Daher werden die Koeffizienten C, und C, in (48, 15) 
und (48, 16) in einem genau bestimmten Verhältnis zueinander stehen [die absolute 
Größe dieser Koeffizienten dagegen ist bedeutungslos, da die Gleichung (48, 10) 
homogen ist]. Dieses Verhältnis hängt jetzt nur von den Parametern der Gleichung, 
(48, 10) insbesondere von E ab. Folglich haben wir bei 03 = 0: 


—@=/(E), (48, 23) 


worin feine Funktion von E darstellt, die von der Form der Gleichung (48,10),d.h. 
von U (r) abhängt. 

Ist die Teilchenenergie E > 0, so sind die beiden partikulären Lösungen von 
(48, 10) endlich, e die Lösung von (48,15) bei beliebigem Verhältnis . möglich, 
darunter auch für 2 ‚ das aus der Forderung C'3 = 0 hervorgeht. Wir dürfen daher 


1 
das Verhältnis n nicht weiter beschränken!). Daraus folgt, daß bei E > 0 die Ener- 


1 
gie nicht gequantelt wird, sondern alle Werte von 0 bis + © annimmt. 


Wir haben somit bei E > O0 ein kontinuierliches Energiespektrum. Anders liegt es 
bei 2<0. Aus der Forderung der Endlichkeit der Funktion R im Nullpunkt 
(C; = 0) folgt noch nicht C, = 0, so daß im allgemeinen die Lösung bei R—> 0 
unendlich werden wird. Um auch im Unendlichen endliche Werte zu erhalten, muß 


1) Aus der Forderung 0, = 0 geht der asymptotische Ausdruck für R (48, 15’) hervor. Setzen 
wir 03 = 0, so wählen wir damit ein y ohne Singularitäten im Nullpunkt. Infolgedessen gilt die 
Erhaltungsgleichung (29, 7) für y*y (vgl. auch Anhang IX). Für stationäre Zustände finden 
wir aus (29, 7) 

[Jnds=0 


für eine beliebige geschlossene Fläche. Wir wählen als eine solche Fläche eine Kugeloberfläche mit 
dem Mittelpunkt im Nullpunkt. Dann ist Jy = J,. Aus (29, 5) und (48,4) haben wir: 


,h a ih öR* R 
nv aytr NS mt RZ — RS). 


2 Or 9 Fr 
Setzen wir dasin obige Formel ein und berücksichtigen wir, daß 


is=rdN, [YmYimda=l, 
so erhalten wir 
Om _ zu OR, 
Or Or 
Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Gleichung nicht gilt, wenn |C, | # |C, | ist. 
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zusätzlich die Forderung Ü', = 0 gestellt werden. Das legt aber den möglichen 
Energiewerten E Beschränkungen auf, da aus (48, 23) folgt: 


2 j(E)=0. (48, 24) 


Das wird eine transzendente Gleichung für EZ sein. Die Wurzeln dieser Gleichung 
B=E: Base Das: (48, 25) 


sind dann die Eigenwerte des Energieoperators, da nur bei diesen Werten von E die 

Lösung für R sowohl bei r = 0 wiefürr = » endlich wird. Folglich erhalten wir bei 

| E<0Oein diskretes Spektrum der möglichen Energie- 

Urr),E werte. Wir haben in diesem Falle ein System von Quan- 
ienniveaus (48, 25). 


Wir betrachten jetzt einige besonders typische For- 
GG, men der potentiellen Energie U (r). Wir werden in 
Q, E>0 7 allen Fällen annehmen, daß die potentielle Energie 
7 / (wenn überhaupt) bei r = 0 einen Pol von geringerer 
WESEL. e a Ordnung als z besitzt. Im Unendlichen setzen wir die: 
e potentielle Energie gleich Null. Auf Abb. 20 ist 


de n rn © die potentielle Energie U als Funktion des Abstands r 


stoßung vom Zentrum. vom Mittelpunkt für den Fall der Abstoßung des Teil- 
Das Energiespektrum (E>0) chens dargestellt. In diesem Falle ist die Gesamtener- 
ist kontinuierlich. gie des Teilchens positiv!). Bei # > 0 ist das Energie- 
spektrum kontinuierlich. Es sind folglich 

Ulr),E im Falle abstoßender Kräfte alle Energie- 


werte von 0 bis + © möglich. Das ist auf 
Ä der Zeichnnug durch Schraffierung ange- 
deutet. Auf Abb. 21 ist die potentielle 


E>0 Energie für den Fall der Anziehung dar- 
gestellt. In diesem Fall haben wir zwei 
Möglichkeiten zu unterscheiden:Z>0Ound 
E<0. Im ersten Fall wird das Spektrum 
kontinuierlich sein (schraffierter Teil der 


r 
BEHEEEBEDIERERGRERIREE SR E, 
— Zeichnung). Im zweiten Fallerhalten wirein 
BE 212 


wi Ja 1) Inder klassischen Mechanik folgt das daraus, 
| daß die kinetische Energie 7’ >0, und wenn U>0 


E: auch Z > O ist. In der Quantenmechanik finden 
E wir die gleiche Lage: 
1 


1 
u, [wmv a4 | Uydv. 


0 


Abb. 21. Die potentielle Energie im Fall der 


ee re re a a Das erste Glied ist die kinetische Energie und ist 


einzelnen Niveaus E,, Ey, ..., En. I ist die wesentlich positiv, da die Eigenwerte des Opera- 
Ionisierungsenergie. tors p° positiv sind. Ist U > 0, so istauch #>0. 
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diskretes Spektrum der Werte E,, E,,---, En; - -. Diese Quantenniveaus sind 
in Abb. 21 durch horizontale Linien dargestellt. Das abgebildete aus einem 
kontinuierlichen und diskontinuierlichen Teil zusammengesetzte Spektrum ist 
gerade jenes Energiespektrum, das einem sich im Feld eines Kerns oder positiven 
Ions bewegenden Elektron zukommt (CouzLomBsche Anziehung). | 
Die diskreten Niveaus entsprechen, wie oben gezeigt wurde, der Bewegung des 
Elektrons im Atom (die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in großem Abstand vom 
Atom zu finden, ist verschwindend klein). Das kontinuierliche Spektrum dagegen 
entspricht dem ionisierten Atom, da das Elektron sich in diesem Fall beliebig weit. 
vom Atom befinden kann. Die für die Ionisierung erforderliche Energie, die so- 
genannte Ionisierungsenergie /, läßt sich aus dem in der Abbildung dargestellten 
Diagramm leicht ermitteln. Denn die Energie, die das Elektron im normalen, nicht 
angeregten Zustand besitzt, ist gleich Z,. Um das Atom zu ionisieren, muß die 
Energie seines Elektrons größer als O sein, daher ist die Mindestenergie, die zur 
Ionisierung des Atoms in seinem Normalzustand erforderlich ist, gleich 


I=0—-— H,=-BE.. (48, 26) 


Wir führen noch ein weiteres Beispiel für den räumlichen Verlauf der potentiellen. 
Energie an, wie sie für zweiatomige Moleküle AB anzunehmen ist. Bei großen Ab- 
ständen stehen die Atome A und B nicht 
in Wechselwirkung, daher kann U=0 Ur) 
für r—= © gesetzt werden. Bei klei- 
neren Abständen ziehen die Atome ein- 
ander an, um sich dann bei ganz kleinen 
Abständen infolge der Abstoßung der 


Kerneundder Elektronenhüllen beim Ein- 7, kontin. 
dringen des einen Atoms in das andere 0 Spektr. 
abzustoßen. Die potentielle Energie hat G, EN 

folglich die in Abb. 22 gezeigteForm. Für , A R. 

E < Oist das Spektrum wieder kontinu- a EEE E,. diskr. 

ierlich. Die Wahrscheinlichkeit  (r) bleibt BER E, Spektr. 
auch für r> © endlich. Die Atome A und ERTEEETZ - g, E<0 


B können sich beliebig weit voneinander N 

entfernt befinden (dissoziiertes Molekül). Abb. 22. Die potentielle Energie U(.R) zweier 

Bei E > 0 erhalten wir eine Reihe dis- ein Molekül bildender Atome als Funktion 

kreter Niveaus E,, E,,:-., Em... In ihrer Entfernung R. | 

diesem Falle ist » (r) — 0 bei r— . 

Die Atome befinden sich nahe beieinander und bilden das Molekül AB. 
Für die Dissoziation des im Grundzustand (niedrigsten Zustand) befindlichen 

Moleküls muß die Dissoziationsarbeit D aufgewandt werden: 


D=-—E.. (48, 27) 


Wir bemerken, daß nach der klassischen Theorie diese Arbeit gleich wäre 
D’ = — Uain , worin Umin die kleinste potentielle Energie bedeutet. D ist um 


die Größe der Nullpunktsenergie ._ kleiner als D’. 
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Aus den angeführten Beispielen geht hervor, daß wir bei Kenntnis der poten- 
tiellen Energie U(r), ohne die SCHRÖDINGERgleichung auflösen zu müssen, Schlüsse 
über den Charakter des Energiespektrums ziehen können. 


$ 49. Die Bewegung im Counompfeld 


Die einfachste Aufgabe der Atommechanik besteht darin, die Bewegung eines 
Elektrons im Couzomgfeld des Kerns zu bestimmen. Dieser Aufgabe begegnen wir 
‘bei dem Wasserstoffatom H, dem Heliumion He*+, dem doppelt ionisierten Lithium- 
atom Lit** und beı entsprechend ionisierten Atomen, die wasserstoffähnlich genannt 
werden. Bezeichnen wir die Kernladung mit + eZ, worin e die Elementarladung 
und Z die Atomnummer im periodischen System ist, so erhalten wir für die poten- 
tielle Energie des Elektrons im Feld eines solchen Kerns nach dem CoULoMB- 
schen Gesetz folgenden Ausdruck: 


2 
Uln)= nn (49, 1) 


Um die Energieniveaus für die jetzt zu untersuchende Elektronenbewegung zu fin-. 
den, muß die ScHmRöpInGgzErgleichung für die Radialfunktion R% gelöst werden. 
"Setzen wir 


: (49, 2) 


so erhalten wir, wie im $ 48 gezeigt wurde, für « die Gleichung (48, 10). 
Setzen wir dort U aus (49, 1) ein und verstehen wir unter u die Masse des Elek- 
trons, so müssen wir die Gleichung lösen: 


Mdu Mild+1) Ze 


Der von uns zu untersuchende Fall entspricht der Anziehung (Abb. 21). Nach der 
allgemeinen Theorie der Bewegung im Zentralfeld erhalten wir für E > O'ein kon- 
tinuierliches und für # < 0 ein diskretes Spektrum. Wir stellen uns die Aufgabe, 
dieses diskrete Spektrum und die entsprechenden Eigenfunktionen von R zu fin- 
den. Zur bequemeren Lösung setzen wir statt r und E die dimensionslosen Größen 


r E 
a = eo 4 
ar und & 5, (49, 4) 
ein, worin 
h2 ne 0: 
u — . 3 — u _, m r 
ur: 0,529 - 10° cm, E, SR = 5a 13,55 eV (49, 5) 


Nach Einsetzen von (49, 4) in (49, 3) enthält die Gleichung keine Atomkonstanten 
u, e, h mehr. Wir erhalten an Stelle von (49, 3): 


deu 22 IdtD 
lau I, 49, 6 
at | = 3 Po (49, 6) 
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Entsprechend dem im vorigen Paragraphen über das asymptotische Verhalten der 
4-Funktion Gesagten, werden wir für u die Form 


u()=e*ef(g), a=Y-—eE (49, 7) 


wählen, worin f (0) die neue gesuchte Funktion ist. 
Setzen wir u (p) aus (49, 7)in (49, 6)ein, so finden wir die Gleichung für die Funk- 
tion f (0). Durch einfache Umrechnung erhalten wir 


dt „dt [22 Tda+-ny],_ 
te |m° u 


Die Lösung dieser Gleichung suchen wir in Form einer Potenzreihe von o. Wir 
wissen aus der allgemeinen Theorie, daß die bei r = 0 endliche Lösung der Glei- 
chung (49, 3) so ist, daß die Potenzreihe für r beim Glied rt! beginnen muß. Aus 
(49, 7) folgt dann, daß die im Nullpunkt endliche Lösung von (49, 8) mit o’t!be- 
ginnen muß. Wir suchen daher f (o) in der Form 


=!" 23u0; (49, 9) 
worin die a, vorläufig unbekannte Entwicklungskoeffizienten darstellen. 
Die Reihe (49, 9) muß so beschaffen sein, daß die Funktion R (r), die wir jetzt 
entsprechend (49, 2) und (49, 7) in der Form 


e=>? f(o) ’ 
m (49, 2) 


Di 


R(o) = 


schreiben können, bei 0 —> © beschränkt bleibt. Um die Entwicklungskoeffizienten 
a zu finden, setzen wir (49, 9) in (49, 8) ein und fassen die gleichen Potenzen von 0 
zusammen. Wir erhalten: 


tl +42 +I+H—-Ild+N]+ 
+a, [22.— 2a+i+)]}et=0. (49, 10) 
Damit die Reihe (49, 9) eine Lösung der Gleichung (49, 8) wird, muß (49, 10) bei 


allen Werten für » von 0 bis » identisch erfüllt sein. Das ist nur indem Falle mög- 
lich, wenn die Koeffizienten jeder Potenz von o gleich Null sind, d. h., wenn 


49 +42) (++) IHN +0BZ— 2a ++ 1)]=0 (4,11) 


für alle Werte von v. Diese Formel gibt eine Rekursionsformel für die a, und a,+ı: 


2a(v ti 1) — 2Z | | 
= m —  — —  — — — —.  — —  &, 9 =0,1,2,3,... (49,12) 
HS@FILHEFIEN-IAHN] 
Der erste Koeffizient a, ist natürlich willkürlich, da die Gleichung homogen ist. 
Geben wir ihm einen beliebigen Wert, so finden wir aus (49, 12) a,, aus a, dann 
a, usw. Berechnen wir sämtliche «a, so erhalten wir die gesuchte Lösung als 
Potenzreihe in o. 
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Es ist leicht zu erkennen, daß die so erhaltene Reihe bei allen Werten von e kon- 
vergiert, bei großen p aber so stark anwächst, daß R= e-*e F bei 0— » unendlich 


wird!). Die für o = 0 endliche Lösung wird also, wie es auch aus der allgemeinen 
Theorie $ 48 folgt, im allgemeinen bei og = » nicht endlich sein. Die Lösung wird 
jedoch auch bei o—= » endlich sein, wenn die Reihe bei irgendeinem Glied ab- 
brieht. Dann wird f(e) ein Polynom und R bei o— » Null werden. 

Diese Lösung wird Eigenfunktion der Gleichung sein, da sie im ganzen Intervall 
von 0 = O0 bisg = » endlich und eindeutig ist. 

Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihe nur für einen ganz bestimmten Wert des 
Parameters « abbricht, sagen wir bei einem Glied mit » = n,. Nehmen wir an, 
der Koeffizient a,, wäre noch von Null verschieden. Damit der folgende Koeffizient 
G„,+1ı gleich Null wird, muß 


2a, ++) —2Z=0, 


d.h, 
Z 


ee 


& (49, 13) 


sein. Offensichtlich werden unter dieser Bedingung nicht nur a,,;ı, sondern auch 
alle folgenden Glieder Null, da sie alle @,, +1 proportional sind. (49, 13) ist somit eine 


1) Setzen wir A = 2 8 —= 21 + 1, können wir (49, 12) in die Form: 


9 
s+l 
2a (+ 2 )-4 


a = m a en le re 
ee | („+s+1]) = 
bringen. Daraus geht hervor, daß das Verhältnis +1 sich bei v—> co dem Wert ; 
&, y 
nähert. Ferner können wir ein v» = v’ wählen, daß 
"+ = - Im A , 
ee Be er 
ar Fahre 


wird, worin 


e>0, Zu+g9<i 


Von diesem Wert v an beginnend, wachsen die Koeffizienten a, rascher als die durch die Rekur- 
sionsformel 
a(l-+e) 
b, 
v»+l 


bestimmten Koeffizienten.-Die Reihe mit diesen Koeffizienten ergibt aber 


b,+1 == 


let. 


Daher wächst f (o) rascher als /, (o), und die Funktion (49,2’) wird folglich bei o — >> unendlich 


werden. 


162 


849. DIE BEWEGUNG IM COTLOMBFELD 


notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Lösung f (o) ein endliches 
Polynom wird und damit zugleich die Funktion R (o) überall endlich bleibt. Neh- 
men wir an 


= +1-+]1, (49, 14) 

und setzen wir den Wert von « aus (49, 7) in (49, 13) ein, so erhalten wir: 
22 5 
ge (49, 13°) 


Nun drücken wir noch e durch # aus (49, 4) und erhalten das Ergebnis, daß endliche 
und eindeutige Lösungen für R nur bei folgenden Energiewerten möglich sind: 


Z2etu 1 8 
En a On m’ (49, 15) 

worin die Zahl n nach (49, 14) die Werte annimmt: 
nl 2,92.4 Med] 2 2 (49, 16) 


Die Zahl n bestimmt, wie wir sehen, die Energie des Elektrons und wird die Haupi- 
quantenzahl genannt. 

Diese Formel für die Energieniveaus E, eines sich im CouLomsfeld bewegenden 
Elektrons wurde erstmals von BoHR auf Grund einer halbklassischen Quanten- 
theorie gefunden. In dieser Theorie, in der die Quantelung auf einer ziemlich will- 
kürlichen Annahme beruhte, mußte die Unmöglichkeit des Wertes 2 = 0 als be- 
sondere Bedingung den Quantenbedingungen hinzugefügt werden. In der Quanten- 
mechanik ist dieser Wert von selbst ausgeschlossen, da ! die Werte 0, 1,2,...an- 
nimmt, n, eine Nummer der Reihe (49, 9) ist und den kleinsten Wert Null hat. 

Bevor wir zur eingehenden Untersuchung der soeben erhaltenen Energieniveaus 
E,„ übergehen, wollen wir noch die Form der Eigenlösungen R (oe) betrachten. Für 


die Eigenlösungen ist « = - . Daher vereinfacht sich die Formel (49, 12): 
nw+h)@l+v+2) 


Rechnen wir. einen Koeffizienten nach dem anderen aus und setzen wir die Ergeb- 
nisse in (47, 9) ein, so erhalten wir f (o): 


Sag n—1—1/2Z0\ n—-I-Y(m—1-—2)[22g\° 
I)=wo' ee) arsartn | . 


n 
ah ap san ee) (49, 17) 
(nr — 1N)!2IH-MY)2LE+3)...2i-n)\n ). | 


(49, 12’) 


A,„-1 = 


Wir sehen daraus, daß es zweckmäßig ist, eine neue Variable 
(49, 18) 
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einzuführen. Vereinigen wir sämtliche konstanten Faktoren zu einem Faktor N,., 
so finden wir aus (49, 2’), daß die den Quantenzahlen n und ! zugehörige Funktion 
R.„ı(o) gleich ist: 


BR. eır2i+l 
Raı (£) = Nnıe 2 SELL, +l (&), (49, 19) 


worin durch E, das in den Doppelklammern der Formel (49, 17) stehende Poly- 
nom bezeichnet ist, eine in der Mathematik gebräuchliche Bezeichnungsweise. Es: 
handelt sich nämlich darum, daß das Polynom in (49, 17) durch die Differential- 
quotienten LAGUERRESscher Polynome ausgedrückt wird, die durch die Formel 


LO)=e 


ee (49, 20) 


bestimmt sind. Dann versteht man unter dem Polynom L; (£) das Polynom 
mn _ ® 
LO=- a). (49, 21) 


Setzt man hierk= nr + lund s = 2!-+ 1, so kann man sich leicht davon über- 
zeugen, daß man das in die Doppelklammern der Formel (49,17) gesetzte Polynom 
erhält. | 

Die Formeln (49, 20) und (49, 21) ermöglichen eine leichte Berechnung der Funk- 
tion R„ı. Wir wählen den Faktor N„;in (49, 19) so, daß die Funktion R,:ı auf Eins 
normiert ist: 


[Rardr=1ı. (49, 22) 
8) 


Die vollständige Eigenfunktion wird nach (49,4) gleich dem Produkt aus R,; 
und der Eigenfunktion des Operators des Drehimpulses, d.h. 


VUnim (r, 6, op) ze Rai (r) Yım (6, p) . (49, 23) 


Die Energie E,„ hängt, wie aus (49, 15) folgt, nur von der Hauptquantenzahl n ab. 
Ist diese Zahl gegeben, so geht aus (49, 14) hervor, daß die Nebenquantenzahl ! nur 
folgende Werte besitzen kann: 


I=0,1,2,..,rn—-1l1 m =-n—]1l, n—2,...0). (49, 24) 
Ferner wissen wir, daß die magnetische Quantenzahl m bei gegebenem I die Werte 
m0; es: 282, ae et (49, 25) 


durchläuft. Wir rechnen jetzt nach, wieviel unabhängige Wellenfunktionen zum 
Energieniveau E,„ gehören. Bei jedem ! haben wir 22-+ 1 Funktionen, die sich in m 
unterscheiden. ! durchläuft aber Werte von O0 bisn — 1, daher ist die Gesamtzahl 
unabhängiger Eigenfunktionen gleich 


n—1 


Nel+y=m. (49, 26) 


!=V0 


Somit gehören zum Energieniveau E„ n? verschiedene Zustände. Wir haben es mit 
einer n?-fachen Entartung zu tun. 
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NFUNKTIONEN DES WASSERSTOFFATOMS 


onen des Wasserstoffatoms 


’erte der universellen Konstanten e, u und 
des Elektrons berechnen, das sich in dem 


vern-! 
np ST 
ICH HH Ar UN 
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mn re 
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b. 23. Schema der Energieniveaus des Wasser- 
stoffatoms. 
MAN-Serie BALMER-Serie RITZ-PASCHEN-Serie 
BRACKETT-Serie PFUND-Serie. 


sestrahlten oder absorbierten Lichts. Die 
Die Termdifferenzen bestimmen die Fre- 


Term gleich 
ne. 2:9..5% (50, 4) 


stützen wir uns auf das im $ 2 Besprochene. 
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Die Größe 


Bel ge (50, 4‘) 
Arı h3 j 2 


heißt RypBerckonstante und wurde erstmals von BoHR theoretisch berechnet. In 


| E 
der Spektroskopie werden die Termgrößen meist nicht in Frequenzen 3 sondern 


in Wellenzahlen angegeben, die anzeigen, wieviel Wellenlängen A auf einen Zenti- 
meter entfallen. Ist die Kreisfrequenz des Lichtes w, dann ist die Frequenz v — cr ; 
Diese Frequenz wird gewöhnlich in A -! gemessen, so daß die spektroskopische Fre- 
quenz (die Wellenzahl) gleich der gewöhnlichen Frequenz », geteilt durch die Licht- 
geschwindigkeit c ist: 


1 
Y snektr. —— ı 


Die Rypgerekonstante ist in Wellenzahlen ausgedrückt gleich 


R— _C#_ _ 10973740 om-! 50,4” 
 Anhe u 


Die in denselben Einheiten ausgedrückten Wasserstoffterme sind gleich 


- 105 
en, ne ]l,2, 9.46 (50, 4'’) 
Die im Diagramm für die Wasserstoffniveaus (Abb. 23) rechts aufgetragenen Zahlen 
geben die Größe der Spektralterme in cm! an. Die die Niveaus verbindenden Li- 
nien sind ihrer Länge nach proportional der Energie des Lichtquants, das beim 
Übergang des Elektrons zwischen diesen Niveaus emittiert oder absorbiert wird. 
Die auf diesen Linien stehenden Zahlen geben die Wellenlänge A des Lichtsin Äan. 

Alle Frequenzen, die sich auf Übergänge beziehen, die mit dem gleichen unteren 
Niveau enden, bilden eine sogenannte Spekiralserie. 

Die Übergänge zum (niedrigsten) Niveau n = 1 bilden die Lyman-Serie. Die 
Frequenzen der Lyman-Serie berechnen sich nach der Formel: 


1 1 
Bl). N=2, Bu (50, 5) 


Unter diesen Spektrallinien besitzt die Linie n = 2 die größte Wellenlänge 
— 1215,68 Ä. Sie befindet sich im ultravioletten Spektralbereich. 

Die Übergänge zum Niveau n = 2 entsprechen der Emission sichtbaren Lichts. 
Die Gesamtheit dieser Spektrallinien bildet die BALMER-Serie. Die Frequenzen 
dieser Serie sind 

1 1 ar 

= Bla). n=3,4,... (50, 6) 

Die Formel (50, 6) wurde von BALMmER 1885 auf Grund einer Analyse der empi- 
rischen Daten über das Wasserstoffspektrum gefunden. Später spielte diese Formel 
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eine hervorragende Rolle bei der Deutung der Spektren und diente als Probierstein 
für die Quantentheorie des Atoms. Die Spektrallinien der BALMER-Serie werden 
durch Buchstaben 


H,(n=3), H,(n=4), H,(n=5) usw. 


bezeichnet. Außer der BALMER- und LyMmAn-Serie sind im Diagramm noch weitere 
Serien angegeben, die den Übergängen zu den Niveaus n = 3, 4 und 5 entsprechen 
(Rıtz-, PAScHEN-, BRACKETT- und Prunxp-Serien). Die Linien dieser Serien liegen 
im infraroten Spektralgebiet. 

Die Spektren der wasserstoffähnlichen Ionen Het, Litt u. ä. haben das gleiche 
Aussehen wie das behandelte Wasserstoffspektrum. Aber sämtliche Linien ver- 
schieben sich in das Gebiet der kürzeren Wellenlängen derart, daß die RYDBERG- 
konstante in diesen Fällen mit Z? multipliziert werden muß. Und zwar berechnen 
sich nach (50, 3) und (50, 4’’) die Frequenzen dieser Ionen aus der Formel 


y_ DR) n'<n. (50, 7) 

Wir wenden uns jetzt einer eingehenderen Analyse der Quantenzustände und der 

entsprechenden Eigenfunktion Yyım (r,d, @) (49, 23) zu. Jeder durch eine Dreizahl 

von Quantenzahlen », !, m bestimmte Zustand stellt einen Eigenzustand dreier 

gleichzeitig meßbarer Größen dar: der Energie, des Quadrats des Drehimpulses 

und der z-Komponente des Drehimpulses. Alle diese drei Größen besitzen im Zu- 
stand %,ım bestimmte Werte, und zwar: 


Zeu || 


m’=hl(+1l), 1=0,12,..,n—1, (50,-9) 
m, =hm,m=0(0, +1, +2,.., +1. (50, 10) 


Die dynamische Bedeutung der Quantenzahlen besteht also darin, daß die Haupt- 
quantenzahl n das Energieniveau E,„, die Nebenqguantenzahl I die Größe des Drehim- 
pulses m? und die magnetische Quantenzahl m die Größe der 2-Komponente des Dreh- 
impulses m, angeben!). 

Die drei Größen E, m/ und m, bestimmen vollkommen die Wellenfunktion %,m 
und bilden daher einen vollständigen Satz. Ihre Zahl drei entspricht, wie es 
auch sein muß, der Zahl der Freiheitsgrade des Systems (vgl. $ 14). 

Das Quadrat des absoluten Betrages von y1m(r,d, ©) („Koordinatendarstel-. 
lung‘‘) gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß das Elektron bei Ermittlung seines Orts 
im Quantenzustand n, !, m in der Gegend des Punktes r,d, o gefunden werden 
wird. Genauer wird diese Wahrscheinlichkeit definiert durch: 


Wim (7,8, pr? drsinddd do = | Yyaım (rd, p)Prdrsinddddp. (50,11) 
Um sich den Charakter dieser Wahrscheinlichkeit anschaulicher vorstellen zu 


1) Die Zahl! wird auch als Quantenzahl der Bahn bezeichnet, weil der alten BoHRschen Theorie 

‘zufolge sie bei gegebener Energie die Form der Bahn bestimmte; m wird die magnetische Quan- 

tenzahl genannt, weil sie beimagnetischen Erscheinungen eine wesentliche Rolle spielt (siehe $8 73, 
74, 125, 126). | 
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(0,p) 


5 0 5% 20 


5 Co $ 20 


«sinddOcH 
Ei 


25 


können, bringen wir auf Abb. 24 ein 
Polarkoordinatensystem. Die Polarachse 
Ozzeichnetsichdadurch aus,daß auf ihre 
Richtung der Drehimpuls die Kompo- 
nente m, = hm hat. Bezeichnen wir 
mit dQ das Raumwinkelelement sin 
dd dp in der Umgebung von d, und 
verwenden wir die Formel (49, 23) für 
Yn1m, SO können wir die Wahrscheinlich- 
keit (50, 11) auf folgende Form bringen: 


Vnım (1,9, p) dr dQ = 
— R2,(r)r?dr | Yım(d,9) %?dQ. (50,12) 


Integrieren wir (50, 12) über alle Winkel, 
d.h. über d2, so erhalten wir die Wahr- 
scheinlichkeit, das Elektron zwischen 
zwei Kugelflächen mit den Radien r und 
r + dr zu finden. Wir bezeichnen diese 
Wahrscheinlichkeit mit 


w,ı (r)dr= R2,(r) r?dr. (50,13) 


Abb 25 veranschaulicht diese 
Wahrscheinlichkeiten für verschie- 
dene Zustände. Die Zahlen an den 
Kurven geben die Werte fürn, lan 
(n, = n — 1 — 1). Zum Beispiel be- 
deutet 31 die Werte „= 3, 1=1 
(%, = 1). Auf der Abszisse ist der 


Abstand vom Zentrum oe = - auf- 


getragen [siehe (49, 18)]. Aus den 
Zeichnungen ist leicht zu erkennen, 
daß die Zahl n, (die als Radialquan- 
tenzahl bezeichnet wird) gleich ist 
der Knotenzahl der Wellenfunktion 
R„ı. Dabei haben wir es nicht mit 
3  Knotenpunkten, sondern mit Kno- 
tenflächen zu tun, denn AR,: wird 
bei einem bestimmten r = r’ Null, 


Abb. 25. Die Ladungsverteilung in den 
ersten Wasserstoffzuständen. Auf der Ab- 
szisse: r in Wasserstoffradien, auf der Or- 
dinate: die Wahrscheinlichkeit, das Elek- 
tron zwischen r und r + dr zu finden. 
1. s-Zustände, 

30 9, p-Zustände, 

3. d-Zustände (! +2) und 4 f-Zustand. 
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und das bedeutet die Kugeloberfläche mit dem Radius r’. Folglich haben wir 
in dem durch die Zahlen n, ! gekennzeichneten Zustand n, = n — 1 —1 kugelför- 
mige Knotenflächen. 

Wir klären jetzt die Bedeutung der vorhin eingeführten Länge a. Aus der Form 
der Funktion R,:(o) (49, 19) folgt, daß bei großen r (o—» ») die Radialfunktion 
R,ı die Form 


Zr (2 Zr\r—1 
But Nm) + (50, 14) 


annimmt. Daher wird die Wahrscheinlichkeit w,; (r) bei großen Werten für r 
gleich 


2Zr 2 Zr 2n 
Wıl (r)—= Nyie” na | nd x (50, 15) 


Die Länge 2 stellt eine die Ausdehnung des Atoms bestimmende Länge dar, denn 


fürr> FE wird die Wahrscheinlichkeit w,; (r) praktisch gleich Null. 


Wir bringen eine genauere Berechnung für das tiefste Energieniveau (n = ]) 
In diesem Falle haben wir aus (49, 19): 


zZ 
Ro()=Nne =’. (50, 16) 
Folglich ist 
22 (r \ 
von)=NioWe a\5]).. (50, 17) 
Den Maximalwert dieser Wahrscheinlichkeit erhalten wir bei e = 2- — — 1. Daraus 


folgt, daß im Zustande = 1(l=m=0) die größte 
Wahrscheinlichkeit, ein Elektron zu finden, bei 


en h? 0,529 
oT zZ neZz Z 


w(r) 


0-®cm (50, 18) 


liegt. Das ist genau der Radius der ersten BoHR- 
schen Bahn, dessen Größe Bon erstmals 1913 
nach der alten Quantentheorie erhalten hatte. 
Da die niedrigste Bahn nach der Bonxschen 
Theorie eine Kreisbahn ist, so ist nach dieser 
Theorie die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im 
Zustand 2 =] zu finden, nur auf einer Kugel 
mit dem Halbmesser r = r, von Null verschieden. 2 
Nach der neuen Quantenmechanik ist sie aber 
im ganzen Raum von Null verschieden. Auf Abb. 26. Vergleich von wz: (r) und 
Abb. 26 werden die Wahrscheinlichkeiten nach %z (n) “ ‚den a. Me 
der alten (w;,) und der neuen Theorie (w.) für re) 
den Zustand n = 1 des Wasserstoffatoms einander 
gegenübergestellt. Die angeführte Übereinstimmung zwischen wy und wy, wird 
auch für andere Zustände beobachtet. Sie ist bei weitem nicht vollständig, was 
schon daraus zu ersehen ist, daß im niedrigsten Zustand der Drehimpuls in der 
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Quantenmechanik m} = 0 (l = 0) ist, während er nach der alten Theorie im glei- 
chen Zustand m? = h? wäre. Trotz der unvollkommenen Übereinstimmung macht 
diese das Bild der Wahrscheinlichkeitsverteilung doch anschaulicher und weist auf 
den Zusammenhang zwischen der Quantenmechanik und klassischen Mechanik hin, 
der ja tatsächlich besteht (vgl. Kap. VI). 

Wir wenden uns nun der Winkelverteilung zu. Integrieren wir (50, 11) über 
r von 0 bis, so erhalten wir die Wahrscheinlichkeit wm (9, 9) dQ dafür, daß 
das Elektron sich in irgendeinem Raumwinkel d@ und in der Richtung (9, ) auf- 
halten wird (sieheAbb. 24). Infolgeder Normierungder Funktionen von R,„ı ergibtsich: 


UWlm (d, o) d2 = | Yız (d, P) je dß. (50, 19) 


Aus der Form der Funktion Y,m (d, ©) geht hervor, daß die Wahrscheinlichkeit 
nicht vom Winkel p abhängt und gleich 


wm (9) dAQ = N [P'Y! (cos 9) da) (50, 20) 


ist. Folglich besitzt die Winkelverteilung die Symmetrie eines Rotationskörpers mit 
jener Achse, auf die der Drehimpuls projiziert wurde (bei uns ist das die z-Achse). 

Auf Abb.27 haben wir die Wahrscheinlichkeiten w;„ für die verschiedenen 
Werte von ! und m aufgezeichnet. Dabei wurde ein polares Koordinatensystem %, 
wm gewählt, bei dem die Größe w;„ auf dem Radiusvektor aufgetragen wird. Zum 
Vergleich sind die entsprechenden Bougschen Bahnen angegeben. Bei ! = 0, m = 0 
ist die Wahrscheinlichkeit 


wo (9) = LPIR= (50, 21) 


vom Winkel unabhängig, und wir haben daher Kugelsymmetrie. Der Zustand, in 
dem der Drehimpuls gleich Null ist (?= 0), wird s-Zustand und der zugehörige 
Term s-Term genannt. Der s-Zustand ist somit durch Kugelsymmetrie gekennzeich- 
net. Es gibt keine ihm entsprechenden BoHzschen Bahnen. Dieser Umstand stellte 
eine der Schwierigkeiten der BoH&schen Theorie dar, da dem optischen s-Term 
Zustände mit = 1(m = 0, + 1) zugeordnet werden mußte, obwohl der Versuch 
eindeutig bewies, daß das Elektron im s-Term kein mechanisches (und magnetisches) 
Bahnmoment besitzt. 

Der Zustand mit Z=1(m=0, +1) heißt p-Zusiand und der entsprechende 
Term p-Term. Die Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall durch die Funktionen 
Pi (cos®) und PP (cos) bestimmt. Setzen wir die Werte dieser Funktionen aus 
(25, 16) ein, so erhalten wir: 


v4 (0) 2 sind, (50, 22) 


W10 (d) == = cos?#. (50, 22’) 


Auf Abb. 27 sind nun die Wahrscheinlichkeiten w,, +1, w,, „sowie die entsprechenden 
Bahnen der Bonkrschen Theorie dargestellt. Aus den Zeichnungen ist ersichtlich, 
daß, wenn z. B. im Falle m = + 1Inach der Bouzschen Theorie die Wahrscheinlich- 


1) Nm ist der Normierungsfaktor. Vgl. Anhang V. 
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keit, das Elektron zu finden, nurin der Bahnebene |# = 5 von Null verschieden ist, 


sie in der Quantenmechanik auch für andere Werte des Winkels # nicht gleich Null 
wird (auf Kegeln mit # = const). Die Zone EUnuEE besteht darin, daß das 


Wahrscheinlichkeitsmaximum bei d -7 liegt. Eine ähnliche Übereinstimmung ist 


auch für m = 0 vorhanden (Maximum bei 9 = 0). 


z 
s 
I«0 OD Elektronen 
meO 
z E z 


[=] me] m:O m=-] 


X \ KR, 


I=2 m:2 mel mO m-:-I1 m:-2 


+rtär| 


Elektronen 


Elektronen 


Abb. 27. Die Winkelverteilung der Elektronen wım (9) für die s-, p-, d- und f-Zustände. 


Der Zustand miti=2(m=0, +1, + 2) wird d-Zustand genannt und der Term 
d-Term. Abb. 27 bringt auch die Wahrscheinlichkeit wfürl= 2, m= 1. Aus der 
Formel für Kugelfunktionen (25, 16) erhält mian leicht 


wg, (9) = N2, [Pi (cos d)? = = sin? d cos? 9. (50, 23) 


Bei != 2 und m = 1 haben wir eine Gesamtheit Bogrscher Bahnen, deren Nor- 
malen mit der z-Achse einen Kegel mit dem Öffnungswinkel von 60° bilden. Auf 
einem Kegel mit der Öffnung von 60° liegt auch das Wahrscheinlichkeitsmaximum 
nach der Bomzschen Theorie. Nach der Quantenmechanik tritt: dieses Maximum 
bei einem Winkel von 45° ein. 

Die Form der Wahrscheinlichkeiten w;„ (9) (Abb. 27) ermöglicht uns eine Vor- 
stellung von der Form des Atoms bei den verschiedenen Zuständen. Diese Form 
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wird durch den Wert der Bahnquantenzahl l bestimmt, während die magnetische 
Quantenzahl m offenbar die Orientierung des Atoms im Raum festlegt. 

Aus den angeführten Ausdrücken für die Wahrscheinlichkeiten w,„ (0) ist zu er- 
sehen, daß die Funktion P} bei l= 0 keine 
beil=1 und m = 0 eine Knotenfläche 


(die Fläche # = 3) undbeil=2undm=]1 
\ 
wiederum eine Knotenfläche (di Fläche 


= 2) aufweist. Die Gleichung 


Pr (cosd) = 0 


hat als Lösungen im ganzen ! — |m| reelle 
Wurzeln d,, ®g,..., ®ı_jmj. Diese Winkel 
sind dieÖffnungswinkelder Kegel(#= const), 
die die Knotenflächen bilden. Der vom Win- 
kel 9 abhängige Teil der Wellenfunktion 
Ynim, und zwar ei”P, besitzt keine Knoten, 
aber ihr Realteil cos mp oder Imaginär- 
teil (zsinmop) besitzen m-Knoten:o, ‚93; -- -, 
Om. Sie bilden Knotenflächen im Raum, die 
durch die Polarachse gehen. 

Auf Abk. 28 ist die Schar der Knoten- 
flächen der Funktion %,;m dargestellt, die 
aus Kugeln (Knoten der Funktion R,,), 


Kegeln (Knoten der Funktion PY) und 
Ebenen (Knoten der Funktion cos mp oder 
sin mo) besteht. Die Zahl der Kugeln ist 
gleich n,, der Kegel gleich 1— |m| und der 
Abb. 28. -Die Knotenflächen des Res. Fpenen gleich |m|. Insgesamt sind n, +1 
teils der Funktion Ynım (rn 9, 9: ZI|mi+imj=m+i—=n — 1 Kooten- 
N, = n—!— 1Kugeloberflächen 1— |m| flächen vorhanden. Wir haben also erneut 
Kegelflächen und |m| Ebenen. ein Beispiel zu dem allgemeinen Satz, der in 
der Anmerkung auf S 146 erwähnt wurde. 
Die in Abb. 28 angeführten Knotenflächen werden durch die gleiche Geometrie 
charakterisiert, wie die Knotenflächen einer schwingenden Kugel. Daher besitzen 
die Funktionen %,ım (r, ®, ©) Ähnlichkeit mit denen, die Kugelschwingungen 
darstellen, genauso wie die Eigenfunktionen y, (x) des Oszillators Ähnlichkeit 
mit den die Saitenschwingungen darstellenden Funktionen haben. 


$ 51. Die Bewegung des Elektrons in einwertigen Atomen 


Es gibt eine Anzahl von Atomen mit einem Valenzelektron. Das sind die Atome 
der Alkalimetalle Li, Na, K,... Wir werden sie als wasserstoffähnlich bezeichnen. 
Diese Atome besitzen eine Gruppe innerer Elektronen. Das äußere, das Valenz- 
elektron, bewegt sich im Feld des Kerns und im Feld dieser inneren Elektronen. 
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Genau genommen haben wir es hier mit einem Mehrelektronenproblem zu tun. 
Aber die angeführten Atome weisen eine Besonderheit auf, die es gestattet, die Auf- 
gabe näherungsweise auf die Bewegung eines Elektrons im Feld von Zentralkräften 
zurückzuführen. Es handelt sich hier darum, daß nach Entfernen des Valenzelek- 
trons aus einem solchen Atom die verbleibenden Elektronen eine Elektronenhülle 
bilden, wie sie für die Edelgase charakteristisch ist. Lit z.B. besitzt eine Elektro- 
nenhülle, die der des He-Atoms analog ist. Sowohl Experiment wie Theorie zeigen, 
daß die Elektronenhülle eines Edelgases ein sehr stabiles System bildet, das Kugel- 
symmetrie aufweist und durch äußere Einwirkungen wenig verändert wird. Man 
kann daher angenähert so vorgehen, daß man das äußere Valenzelektron als ohne 
Einfluß auf die Innenelektronen betrachtet und somit seine Bewegung als eine 
solche im Feld des Kerns und der Innenelektronen auffaßt. 

Wegen der kugelsymmetrischen Verteilung der Innenelektronen wird das von 
ihnen geschaffene Feld ein Zentralfeld sein!). Wir suchen die potentielle Energie 
U (r) desäußeren Valenzelektronsim Feld des Atomkerns und der Innenelektronen. 
Bezeichnen wir das Potential dieses Feldes mit V (r), dann ist 


U(r)= — eV (r). (51,1) 


Es sei ferner oe (r) die mittlere elektrische Ladungsdichte, die von den Innenelek- 
tronen herrührt?). Dann ist die gesamte innerhalb einer Kugel vom Halbmesser r 
eingeschlossene Elektronenladung [— eN (r)] gleich 


—eN (n=4n[o(r) rdr. (51.2) 
ö 


‚Berücksichtigen wir noch die Kernladung + eZ, so können wir die Gesamtladung 
innerhalb der untersuchten Kugel wie folgt darstellen: 


eZ*(r\=e[Z— NN], (51. 3) 


worin Z* die effektive Kernzahl im Abstand » bezeichnet. Daraus erhalten wir nach 
dem Gaussschen Satz für das Feld €, 


/ A 
a] 51,9) 


und für das Potential V (r) 


r 


Verı)= — Fa. (51,5) 


1) Wir betonen noch einmal, daß das nur angenähert richtig ist, da in Wirklichkeit durch das 
Außenelektron die innere Elektronenhülle polarisiert wird. 

2) Die Wahrscheinlichkeit o (r) läßt sich mit den Methoden der Quantenmechanik berechnen. 
So handelt es sich bei Lit um die Bewegung zweier Elektronen im Kernfeld. Es ist die gleiche Auf- 
gabe wie im Fall des He-Atoms. Diese wird im $ 117 behandelt. Außerdem kann o(r) auch ex- 
perimentell gemessen werden (s. $ 78). | 
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Aus (51, 3) folgt, daß die Wirkung der Elektronenhülle auf eine Abschirmung des 
Kernfeldes z hinausläuft, wobei diese Abschirmwirkung für verschiedene Ab- 


stände vom Kern verschieden sein wird. In Nähe des Kerms wird sein Feld nicht 
abgeschirmt. 
Bei r —> 0 ist nämlich 
lim 2 w 
r->0 7 


: 
= — 4no (0) lim ar dr. 
r»>0 Tr r 


Daher ist in diesem Bereich 


eZ 
g, == 72 
und das Potential 
(= n + const. (51, 6) 


In den Bereichen mit r > a, wobei a der Radius der Elektronenhülle ist, gilt da- 
gegen: 
N (r,> a — N > 


worin N die Gesamtzahl der Elektronen in der Hülle ist. Wir bekommen 


_e(2—- N) 


y2 ’ 


C 


und das Potential wird gleich 
Zee (51, 7) 


Tr 


was dem um die Ladung der Elektronenhülle verminderten Kernpotential ent- 
spricht. 

Oft wird in einer noch gröberen Näherung die Abhängigkeit der effektiven Zahl 
Z* (r) von r ignoriert und für 


Z+=Z—N (rn) (51, 8) 


ein beliebiger, möglichst gut passender Wert gesetzt. Aber eine solche Näherung ist 
sehr grob und führt zu keinen guten Ergebnissen!). Die von uns erhaltene poten- 
tielle Energie U (r) = — eV (r) des Valenzelektrons eines wasserstoffähnlichen 
Atoms gehört zur Klasse der im $49 untersuchten (Pol der Ordnung von r-!). Da 
N < Z, so haben wir es mit einem Fall von Anziehung zu tun. Daraus folgt, daß das 
Energiespektrum eines wasserstoffähnlichen Atoms aus einem kontinuierlichen 
Spektrum (E > 0), das dem ionisierten Atom entspricht, und einem diskreten 
Spektrum (E < 0), das die Gesamtheit der Energieniveaus des Atoms bildet, be- 
stehen wird. 

Wir werden uns nicht mit der Auflösung der Radialgleichung (48, 5) für diese 


!) Natürlich hängt die Anwendbarkeit eines bestimmten Näherungsverfahrens auch noch von 
der gewünschten Genauigkeit ab. 
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Form der potentiellen Energie befassen. Sie läßt sich nur durch numerische Inte- 
gration lösen. Wir beschränken uns auf die Anführung der Ergebnisse. 

Der wesentlichste Umstand liegt darin, daß die Energie E in diesem Falle nicht 
nur von der Hauptquantenzahl n, sondern auch von der radialen Quantenzahl n, 
abhängt. Das ist leicht einzusehen. Die Gleichung (48, 5) für die Funktionen R, aus 
denen die Energieniveaus E, ermittelt werden, enthält auch die Nebenquanten- 
zahl !. Daher wird E ganz allgemein von ! abhängen. Außerdem hängt der Wert von 
E von der Nummer der Eigenfunktion der Gleichung (48, 5) ab, d.h. von der ra- 
dialen Quantenzahl r,. Im allgemeinen Fall werden also die Eigenwerte von E von 
zwei Quantenzahlen n, und ! abhängen, bzw. man kann sagen,adan =, +! +1 
ist, sie hängen von rn und l ab. 

Die vollständige Numerierung der Niveaus und der Eigenfunktionen lautet daher: 


Ynım (r,®d, op) = Ryı (r) Yım ; I=0, 1,2,..,02 — ı, 
EEE (51, 9) 
E = En; n= 132,3... 


und nicht gleich E„ wie im Falldes Covzomgfeldes. Daß die Energie im CouLomsfeld 
nur von n abhängt, ist eine besondere Eigen- 
tümlichkeit dieses Feldes, die begründet ; 
werden kannt). Im Fall des CouLompfeldes ° | 
treten die Zahlen n, und ! in den Ausdruck 432 
für Energie als Summe einzn=n,.+!-+]1. 
Im Covrompfeld tritt also, wie bereits be- 
merkt wurde, eine Entartung (die ‚‚!‘“-Ent- 
artung) ein, die darin besteht, daß die Ener- 
gie bei gegebener Hauptquantenzahl n nicht 
von der Größe des Drehimpulses (!) abhängt. 3 
Im allgemeinen Fall des Zentralieldes U (r) 2s In=2, 1:0) 
ist diese ‚‚l“‘-Entartung aufgehoben, d.h., die 
Terme mit dergleichen Hauptquantenzahln, 
aber mit verschiedenen Nebenqguantenzahlen 
I, fallen nicht zusammen. Auf Abb. 29 sind 2 
die Niveaus für das einwertige Kaliumatom 2pn=2, l=1] 
angegeben. Man sieht, daß z. B. der Haupt- | 
zahl n = 2 zwei Niveaus angehören, != 0 
(s-Term) und != 1(p-Term). BeimWasserstoff 
fallen diese beiden Niveaus zusammen (wenn 
man von relativistischen Effekten absieht). 
Was die magnetische Quantenzahl m be- 
trifft, so bestimmt sie, wie bereits im $ 48 er- 
läutert wurde, die Orientierung des Atomsim ol 
Raum. Die Energie des Atoms kann (bei Ab- 
wesenheit äußerer Felder) von ihr nicht ab- 


kontin. Spektr. 


Qu 


Is{n»L 1:0) 


Abb. 29. Die Aufhebung der ‚‚/““-Ent- 
artung in einwertigen Atomen. Ange- 


hängen. führt sind die drei ersten Niveaus des 

Fee De Kaliumatoms. Die Niveaus 29 und 
1) Siehe Fock, W.A.:Abh. Akad. Wiss. UdSSR 2s, die beim Wasserstoff en 

1935, Nr. 2, S. 169. fallen, sind im Kalium getrennt. 
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& 52. Die Ströme in Atomen. Das Magneton 


Wir berechnen nun die Dichte des elektrischen Stroms, der im Atom fließt, wenn 
das Elektron sich im stationären Zustand mit einem bestimmten Wert für die 
Drehimpulskomponente m, = hm befindet. Die Wellenfunktion eines solchen Zu- 
stands ist gleich 


. Ynim (60,9) = Raı (r) Pl”! (cos 9) e"?. (52, 1) 


Nach der Formel (29, 11) wird die Dichte des elektrischen Stroms im Zustand yyım 
durch die Formel en 
N —  (Yatm V Yrım — Yaım U Ynim! (52, 2) 
1 


ausgedrückt sein (wir setzen vor e das Minuszeichen, da wir als Elektronenladung 
— e annehmen, e = 4,778 - 10-10 cgs-Einheiten). Der Vektor 3 läßt sich bequem in 
den Polarkoordinaten r,d, & darstellen. Dazu bemerken wir, daß im Polarkoordi- 


12 ! 2 sind 
Or’ 709 rsind dp 
Dementsprechend sind die Komponenten des Vektors 3 in Richtung des Radius, 
des Meridians und der Breite gleich 


natensystem die Komponenten des Nablaoperators 


vhe 9) Ei O Ynım 
Ver 5. [Farm H Z Ynım dr I 0, (52, 3) 
ihe Ö Yrım * Ö Ynım 
J= | rn — m | = , (52, 4) 
ihe Ö pn ım * Oy Im ehm 2 
Fe = grand Pet — Vena | = —uramd Min’ 62,5) 


Die beiden ersten Resultate erhält man sofort, wenn man daran denkt, daß pP” 
bzw. R„ı reelle Funktionen der Variablen 9 bzw. r sind. Das letzte Resultat folgt 
daraus, daß %,m proportional e’*® ist. In statio- 
nären Zuständen ist also die Komponente des 
Stroms in Richtung Radius und Meridian gleich 
Null (was auch aus geometrischen Überlegungen 
hervorgeht :: wärez.B.J,+0, würdendie Ladungen 
entweder auseinanderfließen oder sich sammeln), 
und der Strom fließt die Breitenkreise entlang 
(Abb. 30). Diese Strömung entspricht dem mitt- 
leren Strom in der klassischen Mechanik für eine 
Gesamtheit von Bahnen, die den gleichen Gesamt- 
drehımpuls m? und die gleiche Drehimpulskom- 
ponente m, in Richtung der 2-Achse besitzen. 

Gestützt auf die Formel (52, 5) für die Strom- 
dichte, läßt sich jetzt leicht das magnetische Mo- 
ment M, des Atoms finden. Die Stromstärke dI 
des Stromes, der die in die Meridianebene gerich- 
Abb. 30. Ströme im Atom bei ge- tete Fläche do durchfließt (Abb. 30), ist gleich 


gebenem Drehimpuls m? und seiner 5 
z — Komponente m:. dI=J,.de. (52, 6) 
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Das durch diesen Strom geschaffene magnetische Moment ist gleich 


FE ELLI (52, 7) 
e 6 
worin Sdie vom Strom d / umflossene Flächeist. Sie ist gleich zr? sin?9 (siehe Abb. 30). 
Daher ist 
sr? sin? arsind ehm 


DL urn 2 
AM, = : J,do 2 raid |yYnım |’ do. (52, 8) 


Um das gesamte Moment, zu erhalten, müssen alle Stromröhren addiert werden. 
Dann erhalten wir 


M,—= — 


(52, 9) 


Nun ist 2rxr sind do das Volumen einer Röhre. Da die Größe | ynım |? innerhalb 
der Röhre konstant ist, ist das Integral in (52, 9) nichts weiter als das Integral von 
|Ynım|? über das ganze Volumen. Dieses Integral ist infolgeder Normierungggleich 1, 


folglich erhält die Komponente des magnetischen Momentes auf die 2-Achse den 
Wert 


ehm 
M, = 77 = —Mpm, (52, 10) 
worin 
M;= su = 9 - 10-2! cgs-Einheiten (52, 11) 


beträgt, d.h., es besitzt einen Quantenwert gleich einer ganzen Zahl von Bourschen 
Magnetonen Mz (siehe $ 3). Das Minuszeichen ist durch die negative Ladung des 
Elektrons bedingt. 

Die durchgeführte Berechnung zeigt somit, daß in Zuständen mit m, #0 im 
Atom ein elektrischer Strom fließt. Dieser Strom ruft das magnetische Moment 
(52, 10) hervor, so daß das Atom als Ganzes einen magnetischen Dipol darstellt. 
Das Verhältnis der Komponente W, des Magnetmoments zur Msmponsnien M, des 
mechanischen Moments ist gleich 

M, e 
7S Pre (52, 12) 


und stimmt genau mit dem Verhältnis dieser Größen nach der klassischen Theorie 
für die Ladung —e mit der Masse u, die sich in einer geschlossenen Bahn bewegen, 
überein!). Wir bemerken, daß die z-Achse hier durch keine Raumrichtung ausge- 
zeichnet wurde. Daher gilt das gleiche Verhältnis auch für die Komponente von® 
und m auf jede beliebige Richtung. (52, 12) muß so aufgefaßt werden, daß das Ver- 
hältnis des Vektors des magnetischen Moments M zum Vektor des mechanischen 


Moments m gleich — ist, 
2uc 


1) Siehe z. B.: [2], [56]. 
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& 53. Die Energieniveaus eines zweiatomigen Moleküls 


Wir wenden uns nun einem durch zwei Atome A und B mit den Massen m, und 
mp gebildeten Molekül zu. Die potentielle Energie wäre als Funktion des Atom- 
abstands r gleich V (r). Diese Energie besitzt die in Abb. 31 gezeigte Form. Wir 

beschränken uns auf die Untersuchung der 
Vin) relativen Bewegung der Atome A und B. Aus 
der klassischen Mechanik ist bekannt, daß 
| die relative Bewegung zweier Teilchen mit 
der Wechselwirkungsenergie U(r) als Bewe- 
gung eines materiellen Punktes mit der durch 

die folgende Gleichung bestimmten Masse 


/ 
g er ET 
G | | HB Ma MB 
Q im Feld der Zentralkraft U(r) erfolgt. Die ge- 
1 samte Translationsbewegung geschieht als 
L r freie Bewegung eines materiellen Punktes 
—— mit der Masse mi + mz. Die gleiche Lage 
= Zi finden wir, wieim $102 bewiesen werden wird, 
auch in der Quantenmechanik. Gestützt auf 
Abb. 31 Die potentielle Energie für die diesen Umstand können wir den Operator 
Atome eines zweiatomigen Moleküls und der Gesamtenergie für die relative Bewegung 


das Energiespektrum. (Für E > 0 ist das ; ; s 

Spektrum kontinuierlich, bei Z < 0 tritt der Atome A und B wie ec schreiben: 
ein Niveausystem E,, £,; ... auf.) 

| - 1, +2 tun, 682) 


worin r der Abstand zwischen den Atomen ist und die (in > a Winkel® 
und o die Richtung der Verbindungslinie zwischen A und B bestimmen. 

Die SCHRÖDINGERgleichung für stationäre Zustände wird die gleiche sein wie 
(48, 2). Die Wellenfunktion kann wieder in Form von 


yr,d, = Kr) Yım (9,9), 


angesetzt werden, wobei für u die Gleichung 


deu [Aldi 1) 


BETT BETT vo) a a 


2 
gilt. Das Glied nn kann als zusätzliche potentielle Energie betrachtet wer- 
den, sodaß die gesamte potentielle Energie der Radialbewegung die Gestalt 


RI(+1) (68, 6) 


Zur? 


Wi)=Uln+ 
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annimmt und die Gleichung (53, 4) in der Wir) 
Form 
h? du | j 
an ant Wı(r)u=Eu (53,4) 
geschrieben werden kann. 
Der Verlauf der Funktion W, (r) für ver- 
schiedene / ist in Abb. 32 dargestellt. 
Bei fehlender Rotation (!= 0) wird 
W,(r)=U (r) und wir haben es mit dem im $48 
(Abb. 22) untersuchten Fall zu tun. Ist die 
Rotation nicht stark (l nicht groß), so unter- 
scheidet sich W; (r) noch immer nicht sehr 
'von U (r). Die letztere Kurve wird nur ein 
wenig verzerrt. Ist aber ! sehr groß, so 
zeigt W, (r) denin Abb. 32 gezeigten Verlauf 
(Fall 2> 1). Wir wissen, daß das Molekül 
bei 2 = 0für #E<0 ein diskretes Spektrum 
und für #2>0 ein kontinuierliches besitzt. 
Bei starker Rotation ist W, (r) überall po- 
sitiv. Dann folgt ausdem im $48 bewiesenen 
Satz, daß E >0 und das Spektrum somit 
kontinuierlich wird. Das Molekül ist dann 
in die Atome A und B dissoziiert. Diese 


Dissoziation ist das Ergebnis der Zentrifu- Abb. 32. Zusammenhang zwischen 
galkraft, die bei der Rotation des Moleküls Schwingung und Rotation im zwei- 
herrscht. atomigen Molekül. 


Wir betrachten den Fall, daß die Rota- 
tion nicht stark ist und W} (r) sich somit wenig von U (r) — wenigstens im Bereich 
des Minimums von U (r) bei (r = rı) — unterscheidet. Wir entwickeln W, (r) nach 
Potenzen der Abweichung r — r;ı vom Gleichgewichtszustand. Der Gleichgewichts- 
zustand r, hängt von ! ab und ermittelt sich aus dem Minimum von W,; (r): 


dW, dU Mill+ı) 


Zr rer (53, 6) 
Daraus finden wir r = r,. Ferner haben wir: 
d2W,(r 
Wiern)=Win)+Z re pr un ), (r — r)?, (53, 7) 
wobei | 
u h?l(l-+]1) | 
Wen)=Uln)+ ar . (53, 8) 
Wir führen die Ausdrücke ein: 
2 
au — u0,,. un = I, <er-—n. (53, 9) 
dr r=rj 
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Wir setzen W, (r) aus (53, 7) in (53, 4) ein unter Benutzung der Ausdrücke (53, 9) 
und erhalten: | 


ha.deu BId+1) 1 ,, 
Bere: Um)+ 7,  Tzaw® u= Eu. (53, 5’) 

Wir bezeichnen mit E’ die Größe 

hBi(+1 
ae (53, 10) 
21 | 
und bekommen für (53, 5’) 
2 de 1 

en: + -uou— Eu. (53, 5”) 


 2u da? 2 
Das ist die Gleichung (46, 3) für die stationären Zustände eines Oszillators mit der 
Eigenfrequenz w;. Nach (46, 10) sind seine Eigenwerte Z’ gleich 
| ' | 
= haln +5). n=N.L 2: (53, 11) 


und die Eigenfunktionen nach (46, 11) gleich 
(a) =e the Hl, E= —. (53, 12) 
0 
Unter Verwendung von (55, 10) finden wir die gesamte innere Energie des Moleküls 
als 


RI(d-+1) 


1 
Eu. =U (n) +hoıln+5) + 37, s (53, 13) 
n=0,1,2,..,. 1=0,1,2,... (53, 13°) 
und die Eigenfunktionen des Moleküls 
1 
Ynim (r, 9, Q) = .. (r) Yım @, Q). (93, 14) 


Diese Wellenfunktionen beschreiben die Rotation des Moleküls und seine Schwin- 
gungen. Die Molekularenergie E,„, erweist sich gleich der Summe der Schwin- 
gungsenergie mit der Frequenz w; und der Rotationsenergie 


„_ ld+1) _ 
Eı = an . (53, 15) 


Berücksichtigen wir, daß h?l(l + 1) das Quadrat m? des Drehimpulses ist, so er- 
kennen wir, daß der Ausdruck für die Rotationsenergie des Moleküls in der Quanten- 
mechanik der gleiche ist wie in der klassischen Mechanik, da nach (53, 9) I, das 
Trägheitsmoment des Moleküls ist?). Die Formel (53, 15) zeigt, daß die Rotations- 
energie gequantelt wird, wobei der Abstand zwischen benachbarten Energiestufen 
gleich 


h? 
AB=Z(+)), (53, 16) 


se ee 2 
1) Wir erinnern daran, daß in der klassischen Mechanik die Rotationsenergie gleich ist eu 


21. 
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ist, (wenn man die geringere Abhängigkeit des Trägheitsmoments von /, d.h. die 
Verzerrung des Moleküls unter dem Einfluß der Zentrifugalkraft vernachlässigt). 
Die von uns erhaltenen Lösungen sind angenähert. Wir vernachlässigten die 
Anharmonizität der Schwingungen des Moleküls, indem wir die höheren Glieder in 
der Entwicklung von W, (r) nach Potenzen von r — r; fortließen. Das ist zulässig, 
wenn die Abweichungen r — rı klein sind, verglichen mit dem Abstand r, (oder r,) 
zwischen den Atomen. Aus der Theorie des Oszillators folgt für den Mittelwert 
h [r + n 
= a [Um sich davon zu überzeugen, genügt es, das Matrixelöment zZ, 
unter Verwendung der Matrix &„ (47, 8) zu berechnen]. Daher ist 


— ıhı/,ı 
zi= 2 — _— — 
|#]=Vx = Vatz. 
und die Bedingung für die Gültigkeit unserer Näherung lautet: 


®l <] oder V- Vr+3 < 19 (53, 17) 
{t) } 


ig 


d. h., die Näherung ist um so genauer, je größer die Masse der Molekülatome, die 
Schwingungsfrequenz w, und der Atomabstand r, sind. Außerdem darf das Schwin- 
gungsniveau nicht sehr hoch liegen (kleines n). Bei großen rn und } treten Schwin- 
gungen und Rotation des Moleküls in enge Beziehungen, und unsere Näherung wird 
unbrauchbar. Bei kleinen » und ! dagegen können wir die Abhängigkeit r, von I 
vernachlässigen und für != O0 an Stelle I, 


und w;: /, und w, setzen. , IIVL LEN 
Die Größen I, "und @, Sind gewöhn- 000: kohtin, Spektr, WERL HL 
lich so, daß das Schwingungsquant how, ı- | zu 


weitaus größer ist alsdas Rotationsquant 2 
2 | 

nn So ist z.B. für die Wasserstoff- D 

moleküle I eo ...% 
ha, = 8,75 - 10-13erg, ne me] — —n: 
h? | I eedire a andan eun em en Br m 
_ — 1,15. 10-14 = 
57 = 1,15-10-14erg. H = =, 

2, 
Infolgedessen besteht das Energie- Aug 
spektrum des Moleküls aus einem Sy- ERURERIEESERL HPPBEIIETERN SEIRERASEN! DRERERESEAGE u 


stem von Schwingungsniveaus (verschie- | 
dene Werte von n) und Rötationsniveaus Abb. 33. Schema der an (n) 
(verschiedene). Letztere liegen sehr nahe une ker N rg RL 

2 = gen Moleküls. 
beieinander. Das Schema des Energie- 
spektrums eines Moleküls zeigt Abb. 33. 
Die gestrichelte Linie an der Grenze zum kontinuierlichen Spektrum ist #= 0 und 
entspricht der Energie des dissoziierten Moleküls. Dieser Wert der Energie kann 
für hinreichend große ! bei beliebigem n erreicht werden. 
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Die Dissoziationsenergie D eines im Normalzustand (n = != 0) befindlichen 
Moleküls ist, wie bereits im $ 48 gezeigt wurde, gleich 


hw 
D=U7,-—t. 


(53, 18) 

Die wichtigsten Erscheinungen, in denen aie Quantelung der Molekularbewegung 
zutage tritt, sind die Molekülspektren. Die möglichen Energieniveaus des Elektrons 
im Molekül seien Ey. Dann ist die Gesamtenergie des Moleküls und seines Leucht- 
elektrons gleich 


B= By th nt) +57 Ti+ 1) + const (53, 19) 


Schreiben wir die Energie in dieser Form, so setzen wir voraus, daß die Kopp- 
lung zwischen den Elektronen- und Atombewegungen im Molekül gering ist, sodaß 
die Energie angenähert als Summe der Energie des Elektrons und der Atome dar- 
gestellt werden kann. Immerhin besteht aber diese Koppelung, und selbst bei 
schwacher Koppelung wird die Zustandsänderung des Elektrons (der. Übergang 
vom Niveau E, in einen anderen Zy) von einer Zustandsänderung der Atome be- 
gleitet sein. Absorbiert daher das Molekül ein Lichtquant h w, so dient ein Teil dieser 
Energie zur Anregung des Elektrons, ein anderer aber zur Anregung der Atombewegung 
des Moleküls. Umgekehrt kann das Quant mit der Frequenz w nicht nur auf Kosten 
der Energie des Elektrons, sondern auch auf Kosten der Bewegungsenergie der 
Atome des Moleküls emittiert werden. Um daher die Frequenzen w des vom Mole- 
kül emittierten und absorbierten Lichts zu erhalten, muß in der Bonzschen Fre- 
quenzbedingung 


ho=E—-E 


unter E die Gesamtenergie des Moleküls verstanden werden. Setzen wir hier E aus 
(53, 19) ein, so erhalten wir: 


h? 
ho = En — Ertho m —m)+57[F (+1) (+ 1)]. (53, 20) 


Bezeichnen wir die durch die Elektronenübergänge bedingte Frequenz (Er — En) 
mit »% y, so können wir (53, 20) folgendermaßen schreiben: 
0 ‚ h ’ 1)? 1)? 
venta —n+g7|\itz) (tz (53, 21) 


h 
yir vist für gewöhnlich weitaus größer als w, oder gar ST . Darum werden wir neben 


der dem reinen Elektronenübergang entsprechenden Spektrallinie (Frequenz »Y-y) 
bei der Beobachtung im Spektroskop noch eine Reihe sehr nahe liegender, fast zu- 
sammenfallender Linien feststellen!). Ein solches Spektrum heißt Bandenspektrum. 


!) Ob diese Linien zusammenfallen oder nicht, hängt natürlich von dem Auflösungsvermögen 
des Spektrographen ab. 
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Es ist charakteristisch für zweiatomige Moleküle (die Atome besitzen ein Spektrum 
aus ziemlich weit voneinander entfernten Linien, die allerdings mitunter in eine 
geringe Anzahl benachbarter Linien aufspalten). Die Bandenlinien sind durch 
Änderungen der Rotationsbewegungen der Moleküle verursacht. Daher werden 
diese Banden oft Rotationsbanden genannt. Außer den Linien, die durch Rotations- 
änderung (Änderung von !) bedingt sind, werden wir Linien erhalten, die durch 
Änderung der Schwingungsbewegung (der Zahl rn) verursacht wird. Diese Linien 
werden oft Schwingungsbanden genannt. 

Die Kompliziertheit der Molekularspektren ist dadurch bedingt, daß am Energie- 
austausch des Moleküls mit dem Licht im allgemeinen das ganze Molekül teil- 
nimmt. Nicht allein die Zustände des Leuchtelektrons, sondern auch die Schwin- 
gungs- und Rotationszustände des Moleküls erleiden Änderungen. Die Theorie 
der Molekülspektren bildet gegenwärtig ein weitgehend ausgearbeitetes, aber bei 
weitem noch nicht abgeschlossenes Gebiet der Atommechanikt). | 

Neben den Molekülspektren äußert sich der Quantencharakter der Molekularbe- 
wegung noch in der spezifischen Wärme der zweiatomigen Gase. Nach der klassischen 
Theorie ist die auf einen Freiheitsgrad entfallende Atomwärme gleich — , worin 
k, die BoOLTZzmAanNsche Konstante, gleich 1,36 - 10 -!6 erg/grad ist. Ein zweiatomiges 
Molekül besitzt insgesamt sechs Freiheitsgrade, seine spezifische Wärme müßte 
daher nach der klassischen Theorie konstant und gleich 3%k sein. Das Experi- 
ment zeigt aber, daß die spezifische Wärme bei mittleren Teniperaßuren Zwar 


konstant, aber gleich — 2 k ist und bei niedrigen Temperaturen auf > Hi abfällt. Diese 
Tatsache wird durch ee Quantentheorie vollständig geklärt. 
Ist bei einer Temperatur 7’ die Durchschnittsenergie > kT der Translations- 


bewegung des Moleküls kleiner als Aw,, so werden keine Molekularschwingungen 
angeregt (genauer, sie werden selten angeregt). Das Molekül kann in diesem Falle 
als starr betrachtet und die Zahl seiner Freiheitsgrade nicht als 6, sondern als 5 
angenommen werden. Man sagt, die Schwingung ‚‚friert ein‘‘. Die Temperatur des 
„„Einfrierens‘‘ 7, geht offenbar aus der Ungleichung 


= kT,<ho, (53, 22) 


hervor. Für H, ist die ‚„Einfrierungstemperatur“ 7, = 4300°. Die Höhe von T, 
erklärt es, warum bei normalen Temperaturen die Atomwärme zweiatomiger Gase 


gleich = k ist. 
Mit sinkender Temperatur tritt der Zeitpunkt ein, an dem die Translations- 
2 
energie kleiner sein wird als das ‚‚Rotationsquant‘‘ — & Dann wird auch die Rota- 


21’ 
tion nicht mehr angeregt und scheidet aus der Wärmebilanz aus. Die Rotation 


1) Über Moleküle siehe eingehender in [42, 33]. 
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Cr „friert ein‘. Die ‚„Einfrierungstemperatur‘“ 
T, der Rotation ermittelt sich aus der Un- 
a a gleichung 
s kT. 2 53, 23) 
Pur = 


Für T<T, ist die spezifische Wärme der 
Rotation gleich Null. Es bleibt nur noch die 


3 Med 
0 50 00 0 200 reg Atomwärme E% k der Translationsbewegung 


Abb. 34. Die auf die Freiheitsgrade der übrig. \ 
Rotation entfallende spezifische Wärme Auf Abb. 34 wird die Temperaturabbängig- 


des A,-Moleküls. keit der spezifischen Wärme c, der Rotation 

gezeigt. Wie man sieht, stimmen Theorie und 

Experiment überein. Die gestrichelte Linie gibt die spezifische Wärme nach der 

klassischen Theorie an. Bei niedrigen Temperaturen widerspricht die klassische 
Theorie der Erfahrungl). 


S 54. Die Bewegung eines Elektrons in einem periodischen Feld 


. Zu den wichtigsten Fällen der Bewegung gehört die Bewegung. des Elektrons in 
einem periodischen Potentialfeld U (x, %, z). Besitzt dieses Feld die Periode « in der 
x-Richtung, 5b in der y-Richtung und c in der z-Richtung, so kann diese Eigen- 
schaft der Periodizität durch die Gleichungen 


U(+ay,2)=U(x,%,2), (54, 1) 
U(s,y+b.2)=U(x,y,2), (54, 1’) 
U(2,y,2+c)=U(x,y, 2) (54, 1’”) 


ausgedrückt werden. Ein solches periodisches Feld ist innerhalb idealer. Kristalle 
verwirklicht, in denen die Atomkerne und damit die mittlere elektrische Ladung 
periodisch verteilt sind. Das Potential des elektrischen Feldes wird dabei auch eine 
periodische Funktion der Koordinaten x, %, z sein. Bringt man in einen solchen Kri- 
stall ein Elektron hinein, so wird es eine periodische potentielle Energie der Form 
(54, 1) besitzen. 

Streng genommen, haben wir es in diesem Falle mit dem Mehrelektronen- 
problem zu tun. Der Ersatz dieses Problems durch das einfachere Problem der 
Bewegung eines Elektrons in einem äußeren Feld ist eine Näherung. Sie trifft vor- 
aussichtlich für große Geschwindigkeiten des zu untersuchenden Elektrons zu (und 
solange uns nichtelastische Stöße des Elektrons nicht interessieren). Was die An- 
wendung dieser Näherung auf die Elektronenbewegung im Kristall selbst betrifft, 
so ist diese Möglichkeit bisher noch nicht begründet, obwohl mit den Ergebnissen 
der Rechnungen zahlreiche Erscheinungen gedeutet werden können. 


1) Näheres über die spezifische Wärme zweistomiger Gase siehe [31] und auch [20]. 
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In Abb. 35 ist die potentielle 
Energie eines Elektrons in einem 
Kristall als Funktion von x darge- 
stellt unter der Bedingung, daß die 


AP 
x-Achse durch die das Kristall bil- N ZN L 7 h G ' 
denden Atommittelpunkte hin- _) ‘7 Q, v7 \ v7 i 
durchgeht. Die Atommittelpunkte -7 a0) Z ZA BERN We Go = 
liegen in den Punkten... — 2a, | D; IKT, ' GG 
— 4,0, +a, +2a, .... In diesen | | °] Z 
Punkten besitzt U einen Pol erster a IS, 

N 


e?z 
Ordnung (- = 
F Abb. 35. Die Kurve der potentiellen Energie eines 
Um über die möglichen Energie- Elektrons in einem Kristall (als Funktion einer Ko- 
ordinate x). Die gestrichelte Linie stellt die Wellen- 


niveaus des Elektrons im perio- : > 4 
dischen Feld und über die Eigen- funktion (eine modulierte Welle) dar. 


funktionen des Energieoperators 
einen Überblick zu gewinnen, muß die ScHRÖDINGERgleichung gelöst werden. Wir 
nehmen sie zuerst in der „x“-Darstellung. Diese Gleichung lautet: 


2 
5, 04 Uy=Ey, (54, 2) 


worin u die Masse des Elektrons und U die potentielle Energie bedeutet, die der 
Periodizitätsbedingung (54, 1) genügt. Da wir nur die wichtigsten Eigenschaften der 
Bewegung im periodischen Feld behandeln wollen, begnügen wir uns mit einer ein- 
zigen Dimension. Dann haben wir an Stelle von (54, 1) und (54, 2) 


U(c+a)=U (a), (54, 1’) 
h2 day 
rer 2 (54, 2°) 


Um diese Gleichung zu untersuchen, gehen wir zur ‚p‘-Darstellung über. Wir 


setzen zu diesem Zweck 
+ oo 


v(®) -/ 


—- 0 


worin 9, der Impuls längs der x-Achse ist. Dementsprechend entwickeln wir die 
potentielle Energie U in eine FourIzereihe 


— Pz 
2, (54, 3) 


ins 


U (x) Suse  ‚ ,= ir (54, 4) 


Die Koeffizienten U, dieser Reihe sind nichts anderes als U (x) in der „p‘‘-Dar- 
stellung. Wir setzen (54, 3) und (54, 4) in (54, 2’) ein: 


+o zun Eee 
fr RA Luc sei Zt eh ak. (64,5) 
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit ——— und integrieren wir über x von — 


bis + », so erhalten wir in den ee a ö-Funktiönen und daher 


Ef» c(k)ö(k— k') + Zu. [cw (#7 # Jar 
—o a (54, 5°) 
= 5 | end k)ak. 


Führen wir schließlich die Integration über k aus und setzen wir k statt %k’, so er- 
halten wir 


+ oo 
h® 92 
Rem + > | Une (642°) = Beck). (54, 6) 
Diese Gleichung ist nichts anderes als die Gleichung (54, 2’) in der ‚‚p‘‘-Darstellung. 
Ihre Eigentümlichkeit besteht darin, daß sie nur jene c (k) enthält, deren Argu- 


mente sich voneinander um 2 — (r=0, +1, +2,...) unterscheiden. 


Die Größen c (k), c k + mu sind Unbekannte, die wir berechnen müssen. Sie 
sind miteinander durch Gleichungen der Form (54, 6) verknüpft, die man leicht 
erhält, wenn man in (54,6) k durch k + = ersetzt, worin m eine ganze Zahl ist. 


Bringen wir in (54, 6) das Glied mit E auf die linke Seite, so können wir mühelos 


23T -) 
auf- 
a 


die Gleichungen für alle miteinander verknüpften Funktionen c (% + 


schreiben: 


Te Tr Tr Tr Tr LT 8 Te. ee 


M/| 21 \* | 2% 
rn [Klesy alles 


Er 2n , 2ın 
+ I dre[k+ +) - ; 
1 
m = 0, ne -2em+ 
= j 


(94, 7) 


2 
 [B-E]-elde-®) 
2u a A 
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Das ist ein System algebraischer linearer homogener Gleichungen für eine unend- 
2 era 
liche Zahl Unbekannterc|k + —- ‚m=0, +1, +2,... Damit dieses System 


von Null verschiedene Lösungen besitzt, muß seine Determinante A gleich Null 
sein. Diese Determinante hängt von E und % (und allen Koeffizienten U,„) ab und 
ist im allgemeinen eine transzendente Funktion von Z. Daher besitzt die Gleichung 


A(E,k) = 0 (54, 8) 


eine unendliche Zahl von Wurzeln E — E,),Eg,.. .,Ej,...., deren jede eine Funk- 
tion der Wellenzahl % ist. Daraus folgt, daß das Energiespektrum eines sich in 
einem periodischen Feld bewegenden Teilchens aus einzelnen Bereichen 


E=F;(k), j=1,2,3,... (54, 9) 


bestehen wird und in jedem die Energie eine Funktion der Wellenzahl % ist. Diese 
Bereiche heißen Bänder der zulässigen Energie oder kurz Bänder. 
Wir werden beweisen, daß innerhalb jedes Bandes die Energie eine periodische 


Funktion der Wellenzahl % mit der Periode au ist. Zum Beweis ersetzen wir im 


Gleichungssystem (54, 7) k überall durch k + —_ Wie aus (54,7) unmittelbar 


hervorgeht, bedeutet dieser Ersatz bloß eine andere Ordnung der Gleichungen 
(54, 7), d.h., das Gleichungssystem geht in sich selbst über. Daher bleiben auch die 
‘Wurzeln E,; ungeändert, sodaß wir haben 


E, (% en =) — E,(k). (54, 10) 


Somit ist die Energie tatsächlich eine periodische Funktion von k und kann folglich 
durch eine Fourierreihe dargestellt werden: 


BE; (k) = I E;m cos (mak), (54, 11) 
m=Ö 


worin die Koeffizienten Z,„ nur von der Form der potentiellen Energie U (x), d.h. 
von U,„ abhängen!). 

Abb. 36 bringt die typischen Kurven für E, (k) für die beiden ersten Bän- 
der E, und E,. In dem ersten Band ändert Sich die Energie vom Minimalwert 
E, bis zum Maximalwert E,; in der zweiten von E, bis E,. Das Intervall von & 
zwischen E, und E, wird nicht realisiert und bildet die verbolene Zone. Somit be- 
steht das Spektrum aus Abschnitten eines kontinuierlichen Spektrums (aus Bän- 
dern) von E, bis E7, von E, bis E, usw. In der Regel verengen sich die verbotenen 
Zonen mit Eimehm nder Bandnummer, bis sie im Bereich j = » in ein kontinuier- 
liches Spektrum zusammenfließen. 


1) Wir haben hier nach den Kosinus entwickelt. Die allgemeine Four1zrreihe enthält sowohl. 
Sinus wie Kosinus. Aber aus (54, 7) läßt sich leicht ersehen, daß der Ersatz von k durch — k die 
Koeffizienten der Gleichung (54, 7) nicht ändert. Bei einer solchen Substitution gehen sie wieder 
in sich selbst über. Daher muß Z eine gerade Funktion von k sein. 
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Auch die allgemeine Form der Eigenfunktionen ist leicht zu erhalten. Jedem 
Eigenwert E = E;(k) entspricht eine bestimmte Lösung des Systems (54, 7). Zum 
gegebenen Wert von (54, 7) gehört ein c, (k) mit völlig bestimmten, oder von ihm 


. ae 2 r 2 
um ein Ganzzahliges von — verschiedenen Wert von k. Wollen wir c,; (k) als eine 


Fe EEE EEE ER EEE NOESEEGEIR (HDERBEBRBEE, -——- -—- —- - o-—E 

AI GROBER BERERL:, een — — —-—- + —E 

— gun mes man jems Gmmmnem amd — um — wu cman sammen ammel ums ann am > 
IE ur u} 0 a 02 0 m, 
a a a Q@ a a 


Abb. 36. Das Energiespektrum und die Energie als Funktion der Wellenzahl % 
für ein sich in einem periodischen Feld bewegendes Elektron. 


einzige Funktion aufschreiben, so können wir das mit Hilfe der ö-Funktionen wie 
folgt tun: 


+ 00 
x (k’) = c;(k') PA +) (54, 12) 


Das ist die dem Eigenwert von E,(k) zugehörige und in der „p“-Darstellung 


(aa k’ — r) gegebene Lösung. Daraus erhalten wir win der ‚„‚x“-Darstellung: 


ik . 
Yjr(X) = f ja (K’ Be dk = De (k’) 6 (% + — en er) dk’. 
Auen Y2r 
Führen wir die Integration über k’ durch, so ergibt sich: 
zb ; |k +2) 2 
2ın € ( ® 
nes Pan 


Ziehen wir eik= vor das Summenzeichen, so bekommen wir 

vr (X) = ehr u, (X), (54, 14) 
worin u;; (2) eine periodische Funktion von x mit der Periode a ist: 

42 (© +0) = ur (8). (54, 15) 
188 


$54. DIE BEWEGUNG EINES ELEKTBONS IN EINEM PERIODISCHEN FELD 


In der Gleichung (54, 14) ist y;; (x) die Eigenfunktion des Energieoperators in der 
‚<““-Darstellung, bezogen auf den Eigenwert E, (k), d.h. auf das 5-Band, und die 
Wellenzahl gleich k. Sie stellt eine ebene Welle (eik*) dar, die mit der Periode 
der potentiellen Energie moduliert ist. Auf Abb. 35 ist der Realteil einer solchen 
Funktion dargestellt (gestrichelte Kurve). Die Punkte auf der x-Achse bezeichnen 
die Lage der Atomkerne [die Pole der Funktion U (x)]. In der Nähe dieser Punkte 
nähern sich die Funktionen %,, (x) denen für isolierte Atome, 

Aus der Lösung von (54, 13) geht unmittelbar hervor, daß die Zustände mit 


einem bestimmten Energiewert (AB? = 0) (wie stets bei bestehendem Feld) Zu- 
stände mit unbestimmtem Impulswert p sind. Und zwar sind im Zustand mit der 
Energie E, (k) die Impulswerte p gleich 

ri, TEN ELEI 5 (54, 16) 


mit der Wahrscheinlichkeit 


w (m) = san ele + = [ (54, 17) 


fürp, =h (1% + ==) möglich. Der Mittelwert » des Impulses ist im Zustand y;z 


im allgemeinen nicht gleich Null. 

Wir wollen jetzt einen Satz für die Bewegung einer Wellengruppe in einem periodi- 
schen Feld beweisen, ähnlich dem Satz von der Bewegung einer Wellengruppe bei 
fehlendem Feld ($ 7). Die Zeitabhängigkeit der Funktionen %;; (x) als Darstellung 


stationärer Zustände wird harmonisch mit der Frequenz = ae & sein: 
RACE 
ya) yald)e °. (54, 18) 


Wir bilden aus diesen Zuständen eine Gruppe, wobei wir uns auf Funktionen be- 
schränken, die einem bestimmten Band (j) angehören. Unter dieser Voraussetzung 
lassen wir den Index j ganz weg. 
Nach der Definition einer Gruppe haben wir: 
ko+4k 
y(mt)= | e(k)eite—edu, (z)dk, (54, 19) 
kı—4k 

worin Ak ein kleines Intervall ist. Wir setzen voraus: 


een) NUELIDEET 2 ö+ 


und betrachten c (k) und u; (x) als sich (im Bereich k, + Ak) langsam ändernde 
Funktionen von k. Dann erhalten wir an Stelle von (54, 19) 


Ak 
a do 
v(z,8) = c (k,) Ur, (2) east) ie gs. (54, 19’) 
—4t 


Die vor dem Integralzeichen stehenden Faktoren sind schnell veränderliche Funk- 
tionen von x und t. Das Integral über ö dagegen ändert sich langsam, wenn Ak 
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klein ist. Daher kann dieses Integral ebenso, wie wir dasim $ 7 taten, als Amplitude 
der Gruppe % (x, t) angesehen werden. 

Wenn wir die Überlegungen des $ 7 wiederholen, so finden wir, daß das Ampli- 
tudenmaximum (das ‚Gruppenzentrum‘“) sich mit einer Gruppengeschwindigkeit 


_ fdo\ _1/dE(k) 

fortbewegt. Daraus folgt, daß der mittlere Impuls der Gruppe gleich ist 
EA. 
n,=w=- (2). (54, 21) 


Unter Verwendung des Ausdrucks für EZ aus (54, 11) können wir für den mittleren 
Impuls in einer Gruppe von Zuständen des j-Bandes bei k, = %k schreiben: 


Pp= BR ine >> E;m Mm sin (mak). (54, 22) 
h m-i 


Daraus ist zu ersehen, daß der mittlere Impuls ? an der Bandkante ( = +— | 


gleich Null ist. Man kann sich aus der Form der Funktionen %y;; (x) in (53, 14) 
leicht unmittelbar davon überzeugen, daß man es in diesen Fällen mit stehenden 


modulierten Wellen zu tun hat. Für Werte k + Z ist der mittlere Impuls im 


allgemeinen nicht gleich Null. Folglich sind in einem periodischen Feld Zustände 
mit einer bestimmten Energie im allgemeinen solche, deren mittlerer Impuls nicht 
gleich Null ist. 
Beschränkt man sich in der Reihe (54, 11) auf die beiden ersten Glieder (m = 0 
und m = 1), so erhält man 
E; (k) = Ejo + Ejı COS (ka). (54, 11’) 


Im Bandmittelpunkt (bei k = 0, siehe Abb. 36) kann man (54, 11’) nach Potenzen 
von k entwickeln und findet dann 


k?a? Z 
(= Ep + En[1-g +), (54, 11”) 
Für die freie Bewegung ist die Energie gleich 
2.2 | 
Ex = const + ur (54, 11”) 
2u 


(s. $7). Daher kann (54, 11”’) auf die Form gebracht werden: 


h? k2 
E;(k) = const + IT (54, 23) 
worin u* die sogenannte effektive Masse ist: 
1 E;nıa? 1 [/d2E;(k 
nl). no 
Dementsprechend ist der Impuls gleich 
P= sh, (54, 25) 
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d.h., er unterscheidet sich vom Impuls des freien Teilchens durch den Koeffizienten 


en In ähnlicher Weise können wir die Energie auch an den Bändergrenzen 
7 


(% = — darstellen. Wir nehmen z.B. die Umgebung des Punktes k = +7. 


Wir setzen k = (=) — £. Dann ist 


cos (ak) = cos (n — a) = — cos (&a). 
In diesem Gebiet ist 
| &2q2 
E;(k)= E,—E#;, ( Be ); 
d.h. n2g2 | 
g=-—k, (54, 23°) 


2u Zur*’ 7 


E;(k) = const + —— 


worin u** die effektive Masse an der Bandkante bedeutet. Aus (54, 24) folgt, daß 


nr — — ur, 
d.h., die effektiven Massen besitzen in der Mitte und der Bandkante entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. 

Die in diesem Abschnitt bewiesenen Sätze haben hervorragende Bedeutung in 
der modernen Theorie der Metalle!). Da wir nicht in der Lage sind, auf die Details 
dieser gegenwärtig sehr umfassenden Theorie einzugehen, beschränken wir uns auf 

‘ganz knappe Bemerkungen?). Der Satz von der Bewegung einer Gruppe im perio- 
dischen Feld zeigt, daß sich das Elektron in einem periodischen Feld mit einem 
unveränderlichen mittleren Impuls bewegt, der im allgemeinen von Null ver- 
schieden ist (das wurde erstmals von BrocH 1927 gezeigt). Daher kann der OHM- 
sche Widerstand eines Metalls nur dadurch hervorgerufen sein, daß das wirkliche 
Metall kein Medium mit einem idealen periodischen Feld darstellt. Die Abweichung 
von der strengen Periodizität des Feldes führt zu einer Dispersion der Elektronen- 
wellen [Y;» (2)] und zur Änderung des mittleren Impulses ?;, des Elektrons, 

wodurch der OHmsche Widerstand hervorgerufen wird. Diese Abweichungen von 
der Periodizität sind durch zwei Ursachen bedingt: 1. durch die Wärmeschwin- 
gungen der Metallatome und 2. dadurch, daß fremdartige Einschlüsse im Kristall 
vorhanden sind, und durch Mikrodeformation. Nach Maßgabe der Verringerung der 
Temperatur verringert sich die Amplitude der Atomschwingungen und damit auch 
die Dispersion der Elektronenwellen, und es fällt somit der Wert des Widerstandes. 
In einem sauber hergestellten Kristall kann die zweite Ursache eine geringe Rolle 
spielen, daher wird der Widerstand des Metalls bei fallender Temperatur Null (oder 
sehr klein) werden?). Nach der klassischen Theorie hätte er steigen müssen (,‚Ein- 
frieren des Elektronengases‘‘). 


1) Wir müßten diese Sätze auf drei Dimensionen verallgemeinern. Aber diese Verallgemeinerung 
versteht sich von selbst: sie läuft einfach auf eine Vergrößerung der Zahl der Variablen hinaus 
(x, y,2 statt x und k,, k,, k, statt k), und alle Sätze bleiben gültig. 

2) Eingehend ist die moderne Metalltheorie dargestellt in [5]. 

3) Dabei meinen wir nicht die ‚‚Supraleitfähigkeit‘. Letztere Erscheinung drückt sich in einem 
scharfen, sprunghaften Abfall des Widerstands mancher Metalle bis auf Null aus und hat bisher 
keine genügende theoretische Erklärung erhalten. 
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Die auf Grund dieser qualitativen Vorstellung aufgebaute quantitative Theorie 
des Oumschen Widerstandes der Metalle führt zu guten Übereinstimmungen mit 
dem Experiment (siehe Fußnote?) auf S. 191). 

Wir wollen hier noch einen interessanten Umstand vermerken. Obwohl die Ver- 
suche TorLmans zweifellos feststellten, daß die Leitfähigkeit der Metalle durch die 
Elektronenbewegung bedingt ist, stellte es sich heraus, daß bei einigen Metallen das 
Vorzeichen des Haureffekts so war, als wäre die Leitfähigkeit durch positiv ge- 
ladene Teilchen verursacht. Diese Anomalie läßt sich vom Standpunkt der Quan- 
tenmechanik erklären. Esläßt sich zeigen, daß im Falle einer durch die Elektronen 
bedingten Leitfähigkeit des Metalles, die sich an der Bandkante befinden, sich 
diese so verhalten, als wären sie keine Elektronen, sondern positiv geladene 
Teilchen. 

Wir stellen uns vor, auf ein an der Bandkante befindliches Elektron wirkt ein 
elektrisches Feld €. Die auf das Elektron wirkende Kraft ist gleich e€. Diese Kraft 
hat eine Änderung des mittleren Impulses zur Folge, dienach dem EuRENFESTschen 
Satz gleich ist 

Tele. 


Nach (54, 21) erhalten wir: 

dp d/udE\ ud?Edk 

dt di\hdk) hdkdı' 
Andererseits ist die in I sec vom Feld geleistete Arbeit gleich 


= 1dE _4Edk 
Daraus folgt 
dk el€| 
di 


DE_@E_ m 


so erhalten wir 


—=elE]. (54, 26) 


In der Regel steht es so, daß „* positiv ist. (Das sieht man schon daran, daß mit 
Ver IngStUER des periodischen Feldes U— 0, d.h. beim Übergang zur freien Be- 
wegung u* —> u wird). Aber aus (54, 25) folgt, daß u* = — u" <O. 
Folglich bewegt sich nach (54,26) ein an der Bandkante befindliches Elektron so, 
als ob es eine Ladung e’ hätte: 
e=e ei 


d.h. mit entgegengesetztem Vorzeichen wie e (as zer < ) 


9 


192 


IX. Die Bewegung einer geladenen Partikel 


in einem elektromagnetischen Feld 


S bb. Das allgemeine elektromagnetische Feld 


Wir untersuchen jetzt die Bewegung von Teilchen mit der Ladung e und der 
Masse u in einem beliebigen elektromagnetischen Feld. Die elektrische Feldstärke 
sei &, die magnetische 9. Wir drücken diese Feldstärken durch das skalare Po- 
tential V und das Vektorpotential Y aus: 


E 104 Ä | 
re (55, 1) 
H= rot. (55, 2) 


Der HAmıtTonoperator für diesen Fall ist im $ 27 angeführt und gleich (27, 9): 


e 


1 e vhe 2 
IT et re 2 
HU EHE, (55,3) 


worin U die potentielle Energie ist. Sie wird dann hinzugefügt, wenn außer den 
elektromagnetischen Kräften noch andere wirksam sind. 

Wir werden jetzt nicht nach stationären Zuständen suchen, da solche in einem 
allgemeinen elektromagnetischen Feld nicht immer existieren. Wir wollen lediglich 
die Bewegungsgleichungen aufstellen und werden aus ihnen einige allgemeine 
Schlußfolgerungen ziehen. 

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen können wir uns auf die im $ 32 
behandelte allgemeine Theorie stützen. Nach (32, 2) und (32, 2’) läuft die Frage auf 
die Berechnung der Poıssonklammern für die Koordinaten x, %, z und die Impulse 
Pz; Py; P; hinaus, wobei unter dem HAmıtTonxoperator H der Operator (55, 3) zu 
verstehen ist). 


Wir berechnen zuerst den Operator der Geschwindigkeit n. ; Er .. lassen sich 
dann analog ermitteln) Wir haben: 
dE 1 e 
a ER 0 
Fr [H, x] 5 [p?, x] ie [APp, x] (55, 4) 


1) Die weitere Berechnung ist analog der im Anhang VI hehandelten klassischen Berechnung. 
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Die erste Klammer haben wir bereits berechnet (32, 5), sie ist gleich 7° * [siehe (32, 
5, 6, 7, 8)]. Für die zweite haben wir: 


1 1 
[Ap,x]=1[4A: P=,r]= (mA «Pz— AzPz%) on [AP — As Ppe—ih)]=A.. (55,5) 
Folglich ist 


dt 1 e .dy_ Be RR 
= = (m %4.) 2 -un=—(p A); 


4 i (55, 6) 
2 e 
di —=[H, 2] = — (pe -44,). 
Diese Operatorengleichungen stimmen genau mit der zweiten Gruppe der klas- 
sischen Hamırtronschen Gleichungen überein (siehe Anhang VI, Formel 10’), 
wenn man ) als Größe und nicht als Operator auffaßt. 
Die erste Gruppe der Gleichungen wird auf einem etwas komplizierteren Weg ge- 
wonnen. Wir berechnen 


d De _ 


= [M, p)=- MD, pl+ ya kp) + 
(55, 7) 
+ ge [4%, Be] + [eV + U, pe] 


Nun berechnen wir alle diese Klammern, indem wir bei der letzten beginnen: 
0oV OU 


[V + U, p]= 7, 3° 
EL e2 0A ee |, 8A, 04, 04, 
Tun: JE rer (A + A dx 452) (68,8) 
ihe ... _  ihe ddivY_ ihe (A, A, |, 0°, 
ne dx RER 
e e (OA. 
Folglich ist: 
dp _ OU 98V e (0A, e 
ef ae 4) 
(55, 9) 


OA, e 84, e ihe OdivX 
+ m 44) d% (1 Fra 


Um den Differentialquotienten nicht des veraällgemeinerten, sondern des gewöhn- 
lichen Impulses zu erhalten, der nach (55, 6) gleich 


de e 
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e dA, 


e dA, 
ce di ce dt" 
Wir haben: 
e dA, e O4, e ER 
Ed er. 2: (55, 11) 
Setzen wir hier H aus (55, 3) ein, so finden wir: 
2 (B,4,)= —-1p%, 4] Up, Au] (55, 12) 
C ’ z 2uc ’ 2 2 ’ xJ° $) 
Nun rechnen wir diese Klammern aus: 
| = 0A, OA, s a 
-. 2 + 1, En“ Ass (55, 13) 
„IA 
Daraus erhalten wir: 
e dA, e 0A, 0A, e 0A.,[ € 
art Ara (9 -44.)+ dy (m 4 
(55, 15) 


- dz (ma) we“ As 


Subtrahieren wir jetzt — En (55,15) von “® = (55, 9), so finden wir: 
d En 
lg 
dt (p FR 


oU [1084  0V\ e[dA, 9A\| e e 
re 3.) er 4) 
e (0A: 04,;,\ / € ihe div 
NER VEISWE SER er 0-9 BR FENRBBEeR 
| % 22) A) + Ar 0% ) 
Aber es ist: 
_ 184. 09_„ O4, 04, 04, 04,5 
ei a 7 a m TO duo ° 


2A odivY © 0A, 04, 0 (04, 04, ee 
a O2  Oy\dv Öx 02\9z 9:2) 
Berücksichtigen wir noch (55, 10), so erhalten wir aus (55 
d?x 


| e _—. dz 
„Gt eBe+ 2185 rn 


an Si 
gy! 
| 
I 
S 
+ 
5 
het, 
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Die Geschwindigkeitsoperatoren ı und aid sind mit dem Feld nicht vertauschbar 
(wenn es nicht homogen ist). Es ist daher besser, in (55, 17) eine Symmetrisierung 


durchzuführen: 


dy 1 e 1 .e ih OH, 
nes) rem vd 
dz 1 e 1 ih OH, 
H. ——=—H A 2 — 
"di u ‚(o 4) = le Art 02° 
Daraus ‚aibh daß 
dy de im,“ y dz de ih | 
H, — FT — H,— rue + H,— H,—. Ti —- Hr 27, 70b 9. (55, 18) 


Setzen wir (55, 18) in (55, 17) ein, so bekommen wir: 


d?x day day dz de | 
Ken Fe + et, H: rar ser TH). 0:39) 
Der Ausdruck 
BER e dy dy = (m, 8 A) 
F,=eE,+ m 7, H: vIr + (55, 20) 


ist als der Operator der LoORENTZkraft zu betrachten, die im Feld E, H auf das Teilchen 
mit der Ladung e wirkt. Der klassische Ausdruck für die LoRenTzkraft hat die Form 


d dz 
F,=eE, + — eıH, nn — ag). 
Die beiden restlichen Gleichungen für die 4- und z-Komponenten ergeben sich 
durch zyklische Vertauschung von &, y, 2. 

Gehen wir von der Operatorengleichung (55, 19) zur Gleichung für die Mittel- 
werte über, wozu wir (55,19) von links mit w*(x, y,2,t) und von rechts mit 
(x, Y, 2, t) multiplizieren und über den ganzen Raum integrieren, so erhalten wir 
den EHRENFESTschen Satz für die Bewegung im elektromagnetischen Feld: 


dx oa — e day dyn 
rent r (2 + 2) (55, 21) 
Diese Gleichung ist analog der klassischen NewTosschen Gleichung 


d2x 


NT = +eB.+ 21H, 2 a. (55, 21°) 


dt ’dt 


Wir untersuchen nun den Spezialfall der Bewegung in einem homogenen elek- 
trischen und magnetischen Feld. In diesem Falle sind E und 9 nicht von den Koor- 
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dinaten abhängig und sind daher mit den Operatoren a u nd = 7 vertausch- 


bar. Daher erhalten wir an Stelle von (55, 21) für homogene Felder: 


dez dy_ de 
KaTebtT oA: er Az}; (55, 22) 


x,y,z sind die gemittelten Koordinaten des Mittelpunkts des Wellenpakets. 

Ein Vergleich mit (55, 21’) zeigt, daß sich der Mittelpunkt des Wellenpakets im 
homogenen elektromagnetischen Feld nach den Gesetzen der klassischen Mechanik 
wie ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse u bewegt. 

Bei fehlendem Magnetfeld erhalten wir an Stelle von (55, 22): 


SEIN a nt + (55, 23) 


d.h.,der Mittelpunkt des Wellenpakets bewegt sich gleichförmig beschleunigt. Wir 
bemerken, daß esin einem homogenen elektrischen Feld keine stationären Lösungen 
gibt (die entsprechenden Wellenfunktionen werden bezüglich der Feldrichtung E, 
bei x—= + » unendlich). Denn nach (55, 23) muß das Zentrum des Wellenpakets 
für {= © im Unendlichen liegen: das Feld ‚‚bläst‘“ die Teilchen in die Richtung 
fallenden Potentials. 

In einem Magnetfeld existieren stationäre Lösun gen (siehe $56). Sie existieren auch 
bei gleichzeitigem Bestehen eines elektrischen und eines magnetischen Feldes, aber 
nur, wenn die Felder senkrecht zueinander verlaufen. 

Wenn man an Stelle der Potentiale Y und V neue, W und V’, einführt, die mit den früheren 
durch die Formel 


Y-4+Vvf, (55, 24) 
10f 

Y’=-V/’ —-_-_ 55, 25 
c ot ) 


verbunden sind und worin f eine beliebige Funktion der Koordinaten und der Zeit bedeutet, so 
folgt aus (55, 1) und (55, 2), daß die Potentiale Y’ und V’ das gleiche Feld wie Yund V beschreiben. 
Denn es gilt: 


HertV=HHrt(V)=N. 


Für die Potentiale V, V besteht also noch wegen der Transformation (55, 24) (55, 25) eine gewisse 
Willkür. Nun sind aber diese Potentiale in dem Hamıtroxoperator H enthalten. Es könnte daher 
scheinen, als hingen die physikalischen Schlüsse von der Willkür bei der Wahl von Y und V ab. 
Die physikalischen Schlüsse hängen aber lediglich vom Feld €, $ und nicht von den Potentialen 
U, V ab. So enthält z. B. die Bewegungsgleichung (55, 21) nur die Feldstärken und nicht die Po- 
tentiale. Das ist ein Beispiel, das die Richtigkeit der angeführten Behauptung belegt. 

Wir überlassen es dem Leser, durch direkte Substitution zu zeigen, daß man bei gefundener 
Lösung der SCHRÖDINGERgleichung 


.,0y 
h—-=-H 55, 26 
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worin H der HamıtTonoperator (55, 3) ıst, die Lösung %’ der KtHBRÖDINGERgleichung 


ih u. -Hy, (55, 26 ) 


worin H’ sich von HM durch Ersetzen von X und V durch W’ und V’ nach den Formeln (55, 24) 
und (55, 25) unterscheidet, aus y nach der Formel 
ie 
ig ehe (55, 27) 
erhält. Da f eine reelle Funktion ist, so ist 
y’? = vl, (55, 28) 


ih e ich e 
RL EN Kk__% Y_ If] — — * __ op Ze 2_ 
ne Vy v*rvy’} er Iy’| ann y*vyı rd 3 (55, 29) 


ie, 
(& Vy/= yet +&y). 


Das heißt, die Wahrscheinlichkeit für den Ort des Teilchens und die Stromdichte bleiben bei 
der Transformation der Potentiale nach (55, 24) und (55, 25), die das elektromagnetische Feld. 
unverändert läßt, ebenfalls unverändert. In ähnlicher Weise bleiben auch die anderen physika- 
lischen Größen die gleichen. | 

Diese Eigenschaft der SOHRöDINGERgleichung heißt Eichinvarianzt). 


$ 56. Die Bewegung eines geladenen freien Teilchens in einem homogenen Magnetfeld 


Wir legen die 2-Achse in Richtung des Magnetfelds. Dann sind die Feldkompo- 
nenten H,= H,=0, H,=H. 
Das Vektorpotential X wählen wir in der Form 


A, =- Hy 4&,=4=d0. (56, 1) 

Wir erhalten dann aus der folgenden Gleichung (56, 2) das erforderliche Feld (was 
auch die Wahl von X rechtfertigt): 

0 4, 

oy 


Andere Felder setzen wir nicht voraus (U = 0, V = 0), daher lautet nach (55, 3) 
die SchrönpIngergleichung für stationäre Zustände 


Rh? ihe Oy e? 


— — en 


2u v uc dx" 2 uc® 


320, Be0. Be —H. (56, 2) 


Hyy=Ey. (56, 3) 


In dieser Gleichung können wir die Variablen sofort separieren, wenn wir festsetzen : 
y(w, y 2) = etetPdg(y), (86, 4) 
worin « und ß beliebige Konstanten sind. 


1) Die gleiche Eigenschaft besitzen die klassischen HAMILToNschen Gleichungen (siehe 
Anhang VI). 
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856. BEWEGUNG EINES GELADENEN FREIEN TEILCHENS IM MAGNETFELD 


Setzen wir (56, 4) in (56,3) ein, so finden wir die Gleichung für die Funktion 9 (y): 


h? do ehe ei? , ha? Rh? B? 
BETT Tr Be nn 


Diese letzte Gleichung läßt sich leicht auf die Oszillatorgleichung bringen. Dazu 
setzen wir 


‚ hac 
J=YTTH’ (56, 6) 
eH - ' 
er (56, 6') 
2A2 
SE wir. (56, 6°) 
2u 


Dann erhalten wir nach einfachen Umformungen an Stelle der vorhergehenden 
Gleichung folgende: 


2 
I „2m — 


Das ist aber die Gleichung für den Oszillator mit der Masse # und der Frequenz w, 
[siehe (46, 3)]. 

Daraus können wir auf Grund der bekannten Lösungen für den Oszillator sofort 
die Lösungen hinschreiben, die wir brauchen: 


&: 


On(y)=e * H,(), (56, 8) 
£ - V v-Vi (v+ =) (56, 9) 
e=ha(n+z). n=0(0,1,2,... (56, 10) 


Folglich sind die Eigenfunktionen des Teilchens im Feld 


&t 
Ynap(%, y,2) = ei"@+Pde 2 H,(E), (56, 11) 


und die Energieniveaus werden durch die Formel 


hH 1 h? 
3. d=—, ("+ 5)+ 5 (56, 12) 


bestimmt, worin n = 0,1, 2,... 
Das letzte Glied ist nichts anderes als die kinetische Energie der Bewegung längs 
der z-Achse (längs des Feldes), der erste Teil aber 


ehH 1 a 
2.0) - (r+ 5) (56, 12°) 
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IX. BEWEGUNG EINER GELADENEN PARTIKEL IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 


stellt die Bewegungsenergie in der zum Magnetfeld senkrechten Ebene x, y dar 
Diese Energie läßt sich als potentielle Energie eines Stromes auffassen, der das 
magnetische Moment W im Magnetfeld 9 (0, 0, H) besitzt. Und zwar setzen wir: 


E,) = —-MH)= — M;H=WM;(2n + 1)H. (56 13) 


Wir sehen aus dieser Formel, daß die Projektion M, des magnetischen Moments auf 
die RichtungdesMagnetfeldes ein ganzes Vielfaches des Boarschen Magnetons Mist. 

Die erhaltene Quantelung der Energie des sich im Magnetfeld bewegenden freien 
Teilchens ist eine wichtige Folgerung der Quantenmechanik; denn sie führt zum 
Vorhandensein des Diamagnetismus im Elektronengas, während nach der klas- 
sischen Theorie beim Elektronengas diamagnetische Eigenschaften fehlen sollten!). 

Die Eigenfunktionen (56, 11) entsprechen dem klassischen Bewegungsgesetz in 
einem Magnetfeld, und zwar haben wir nach der klassischen Theorie eine Kreis- 
bewegung in der Ebene x, y, mit der Frequenz w (gerade dieser Teil der Energie 
wird gequantelt) und eine freie Bewegung längs der 2-Achse?). 

Die Wellenfunktion (56, 11) bedeutet, daß der verallgemeinerte Impuls längs 
der x-Achse gleich ist pP! =h« und längs der z-Achse gleich pP? = hß. Längs der 
y-Achse haben wireine harmonische Bewegung mit der Frequenz w, um die Gleichge- 


K 
— . Nach der klassischen Theorie ist der Impulsin Richtung der 


wichtslage %, = 


x-Achse ebenfalls konstant. Das widerspricht nicht der Tatsache, daß längs der 
x-Achse ebenfalls eine harmonische Schwingung um eine Gleichgewichtslage x, 


stattfindet, da 9, = uvV, + —A „und nicht uv, ist. 


Der verallgemeinerte Impuls p° bestimmt die Gleichgewichtslage %,. Daher hängt 
die Bewegungsenergie E,„ (8) von ihm nicht ab. 

Der Umstand, daß die quantenmechanische Lösung scheinbar eine harmonische 
Bewegung nur längs der y-Achse ergibt, während die klassische Kreisbewegung eine 


harmonische Schwingung [mit einem Phasenunterschied — sowohl längs der y- 


wie längs der x-Achse bedeutet, hängt damit zusammen, daß die Wellenfunktion 
Ynap (%, %, 2) (56, 11) einen Zustand mit einer unbestimmten Gleichgewichtslage x, 
für die Schwingungen längs der x-Achse beschreibt. | 

Da die Energie E,„ ($) nicht von « abhängt, haben wir eine unendlich hohe Ent- 
artung, die verschiedenen möglichen Gleichgewichtslagen x, entspricht. Zur Ener- 
gie E„(ß) gehören daher nicht nur die von uns gefundene Lösung %y„.;, sondern 
sämtliche Wellenfunktionen der Form 

+00 & 
YnB (X, Y, 2) = fe (nJ)eteztPD. 2 H,(ö)de, 


worin c(«) eine beliebige Funktion von « ist. 


Man kann z.B.c(«) so wählen, daß die Lösung y,„, einer bestimmten Gleich- 
gewichtslage x, auf der x-Achse entspricht. 


1) Siehe z. B.: [5], ferner [6], worin die Theorie von LANDAu erläutert wird. 
2) Siehe Anhang X, in dem eine entsprechende Berechnung nach der klassischen Mechanik 
angeführt ist. 
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X. Der Eigendrehimpuls und das magnetische Moment 
des Elektrons (der Spin) 


$ 57. Die experimentellen Beweise für die Existenz des Elektronenspins 


Die oben. dargelegte Theorie über die Bewegung eines geladenen Teilchens in 
einem Magnetfeld ist bei weitem nicht vollständig. Es handelt sich darum, daß 
neben dem Bahndrehimpuls und magnetischen Moment, die durch die Bewegung 
etwa des Schwerpunkts des Elektrons gebildet werden, dem Elektron ein eigenes 
mechanisches und magnetisches Moment zugeschrieben werden muß, so, als wäre 
es kein materieller Punkt, sondern ein geladener rotierender Kreiselt). Dieses mecha- 
nische Drehimpulsmoment und dieses magnetische Moment werden Spinmomente 
genannt (zum Unterschied von dem durch den Schwerpunkt des Elektrons erzeugten 
mechanischen und magnetischen Moment, die wir jetzt als Bahnmomente bezeich- 
nen werden). Die Erscheinung selbst wird als der Spin des Elektrons bezeichnet?). 

Wir werden nun kurz die experimentellen Tatsachen anführen, aus denen die 
Existenz des Elektronspins hervorgeht?). Einer der einfachsten und direkten Be- 
weise der Existenz des Elektronspins ergibt sich aus den Versuchen von STERN und 
GERLACH über die räumliche Quantelung ($ 3). STERN und GERLACH beobachteten 
die Spaltung eines Materiestrahls aus Wasserstoffatomen, die sich mit Bestimmt- 
heit im s-Zustand befanden, in zwei Teile. In diesem Zustand sind das mechanische 
und mit ihm das magnetische Moment gleich Null. 

Die Aufspaltung in nur zwei Strahlen zeigt, daß die Komponente dieses magne- 
tischen Momentes nur zwei Werte annehmen kann. Die Meßergebnisse zeigen, daß 
die absolute Größe dieses Moments gleich dem BoH&schen Magneton M; ist. Somit 
besteht im s-Zustand eines Atoms, das nur ein Elektron besitzt, ein magnetisches 
Moment I, dessen Komponente in Richtung des Magnetfeldes nur zwei Werte +Mz 
annimmt. 

Die Existenz dieses magnetischen Moments in einem Zustand, in dem ein Bahn- 
moment mit Sicherheit fehlt, läßt sich erklären, wenn man dieses Moment dem 
Elektron selbst zuschreibt. Diese Annahme stützt sich außerdem noch auf folgende 
wichtige Umstände. Selbst die Spektrallinien jener Atome, die nur ein Leucht- 
elektron besitzen, erweisen sich als viel komplizierter, als das aus der oben dar- 


t) Die Theorie des rotierenden Elektrons wurde im Rahmen der klassischen Theorie erstmals 
von FRENKEL entwickelt, siehe: [23]. 

2) Vom englischen Zeitwort to spin, sich drehen (eine Spindel). 

®) Eine eingehende Behandlung dieser Tatsachen findet der Leser in B. A. WEDERSKI und 
G. S. LANDSBERG: Einführung in die moderne Theorie des Magnetismus. 
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X. EIGENDREHIMPULS UND MAGNETISCHES MOMENT DES ELEKTRONS (DER SPIN) 


gelegten Theorie der Bewegung des Elektrons in einem Zentralfeld hervorgeht. So 

beobachtet man z. B. im Na-Atom an Stelle einer Spektrallinie (a) (Abb. 37), die 

dem Übergang 2p — 1s entspricht, zwei sehr nahestehende Linien (b, c), die aus 
zwei nahen Niveaus hervorgehen. Das ist das sogenannte Na-Dublett (die Linien 

5895,93 Ä und 5889,95 Ä). 

Der p-Term des Na muß somit als aus zwei benachbarten Niveaus bestehend be- 
trachtet werden. Eine ähnliche Struktur der Spektrallinien wird auch bei anderen 
Atomen beobachtet und trägt die Bezeichnung Multipleitsiruktur der Spektren. 

Die Theorie der Elektronenbewegung im Zentralfeld zeigt, daß der 2p-Term 
(n—= 2,1= 1) aus drei zusammenfallenden Niveaus (m = 0, + 1) besteht, keines- 

wegs aber aus zweieng benachbarten. Die Auf- 
2p 20 { spaltung der drei Niveaus kann nur bei Anlegen 
eines Feldes vor sich gehen, das Dublett (5, c) 
wird aber auch bei fehlendem äußeren Feld be- 
obachtet. 

Die Annahme, das Elektron besitze das mag- 
netische Eigenmoment Mz, ermöglicht sofort 
die Erklärung für die Dublettaufspaltung der 
Terme einwertiger Atome. Im Atom bestehen 
in allen Zuständen (9, d,...) mit Ausnahme 
Abb. 37. Die Multiplettstruktur des desZustands s,in dem das Bahnmoment gleich 
2 p-Niveaus. DieÜbergänge (b)und(c) Null ist, elektrische Ströme (vgl. $ 52). Diese 
bilden zwei enge Linien (ein Dublett). Ströme bilden ein inneres Magnetfeld. Je nach 

der Orientierung des Spin-Magnetmoments (in 
Richtung dieses Feldes oder entgegengesetzt) entstehen zwei Zustände mit etwas 
verschiedenen Energien, sodaß jedes der Niveaus 7, d,.... in zwei nahestehende 
Niveaus aufspaltet (siehe $ 61). 


Wie wir sehen werden, verlangt auch die Aufspaltung der Spektrallinien von 
Atomen im Magnetfeld (ZEEMmAN-Effekt, $ 73) die Annahme der Existenz des Elek- 
tronspins und kann nur auf dieser Basis erklärt werden. 


Wir betrachten jetzt das mechanische Eigendrehimpulsmoment des Elektrons, 
das wir mit 8 bezeichnen. Würde die Komponente s, dieses Moments auf eine belie- 
bige z-Richtung durch ein ganzes Vielfaches der PLanokschen Konstanten m, h be- 
stimmt sein (wie das für das Bahnmoment zutrifft), müßte man mindestens drei 
Orientierungen des Spins m, = 0, + 1 erwarten. In Wirklichkeit zeigen aber das 
erwähnte Versuchsergebnis von STERN und GERLACH und die Dublettstruktur der 
p-, d-.». Niveaus, daß nur zwei Orientierungen des Spins möglich sind. Diese 
Tatsachen führten die holländischen Physiker UHLENBECK und GOUDSMIT zur An- 
nahme, die Komponente des mechanischen Eigenmoments s, des Elektrons in einer be- 
lvebigen Richtung beträgt die Hälfte der Prancxschen Konstanten und kann nur zwei 
Werte annehmen: 


is Is 


2=4+r. (57,1) 


Entsprechend den Versuchsdaten wird diese Annahme von ÜUHLENBECK und 
GOoUDsMIT durch die Annahme eines eigenen magnetischen Moments M beim Elek- 


202 


857. EXPERIMENTELLE BEWEISE FÜR DIE EXISTENZ DES ELEKTRONENSPINS 


tron ergänzt, dessen Komponente M, auf eine beliebige Richtung auch nur zwei 
Werte anzunehmen vermag: 


M,;— MN; = un (57, 2) 


Aus (57, 1) und (57, 2) folgt, daß das Verhältnis des magnetischen Spinmoments 


zum mechanischen Spinmoment gleich ist — 26 
e 
M= 7 8, (57, 3) 


während das Verhältnis der Bahnmomente gleich — FT ist (siehe $ 52). 


Die Existenz des Verhältnisses (57, 3) zwischen dem magnetischen und mecha- 
nischen Moment wurde bereits 1915 von EINsTtEINn und DE Haas experimentell 
bewiesen: Ein Eisenmagnetkern. I (Abb. 38) wird so am Faden aufge- 
hängt, daß er sich um die eigene Achse drehen kann. Ändert man die 
Richtung des longitudinalen Magnetfeldes 9, so ändert sich auch die 
Magnetisierungsrichtung des Kerns, d. h. sein magnetisches Moment 
M. Da das magnetische Moment dem mechanischen Moment propor- 
tional ist, 

e 


so wird sich auch das mechanische Moment m der Elektronen des 
ganzen Kerns ändern!). Als Folge davon wird der Kern rotieren und Abb. 38. 
den Faden tordieren. Aus dieser Drehung läßt sich m bestimmen und Schema der 


Im | Versuche 
zugleich damit das Verhältnis _— überprüfen. Für Elektronen muß „m 

m INSTEIN 
dieses Verhältnis negativ sein (die Ladung des Elektrons ist gleich I 


—.e). Das hat der Versuch auch ergeben. Damit wurde gezeigt, daß die 
Magnetisierung eines kleinen Eisenmagnetstückchens durch die Elek- ä 
tronenbewegung verursacht wird. Aber das Verhältnis wurde nicht als — Ce 


sondern als — — gefunden. Für die Bahnbewegung führen sowohl die klassische 


Theorie wiedie Quantentheorie bei gleichen allgemeinen Voraussetzungen zu — 5 — . 
| u 

Das Versuchsergebnis erschien daher rätselhaft. Nimmt .man jedoch an, daß dasMa- 

gnetisieren nicht durch die Bahnbewegungdes Elektrons, sondern durch seinen Spin 


verursacht wird, dann mußte das Verhältnis m gleich — sein, wie es der Ver- 


such auch ergibt. Diese Annahme ermöglichte nicht nur die Erklärung der Er- 
gebnisse von EINSTEIN und DE Haas, sondern ergab auch die Grundlagen für die 
moderne Theorie des Ferromagnetismus (siehe $ 126). 


1) Wir bemerken, daß wir die Formel (57, 4) hier nur für die Summe der Momente aller Elek- 
tronen schreiben. Da sie für jedes Elektron einzeln gilt, wird sie auch für deren Gesamtheit gültig 
sein. Näheres darüber siehe: [56], [59]. 
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X. EIGENDREHIMPULS UND MAGNETISCHES MOMENT DES ELEKTRONS (DER SPIN) 


Wir bemerken, daß gegenwärtig die Existenz des Elektronspins als Folge der von 
Dirıc entwickelten relativistischen Theorie des Elektrons betrachtet wird. Die Dar- 
legung dieser Theorie überschreitet jedoch den Rahmen dieses Buchest). 


858. Der Operator des Elektronenspins 


Wir wollen nun die mathematische Formulierung der Hypothese von UHLEn- 
BECK und GOUDSMIT entwickeln. 

Übereinstimmend mitden allgemeinen Grundsätzen der Quantenmechanik stellen 
wir das mechanische Eigenmoment des Elektrons (wir werden der Kürze halber 
einfach Elektronenspin sagen) durch einen linearen selbstadjungierten Operator dar. 
Wir bezeichnen die Operatoren der Komponenten des Spins in Richtung der Koor- 
dinatenachsen mit s,, sy, 8. Um die Form dieser Operatoren zu bestimmen, ver- 
langen wir, daß sie den gleichen Vertauschungsregeln folgen wie die Komponenten 
m.. m,, m, des Bahnmoments?). Setzen wir daher in (25,5) % statt m, so erhalten 
wir: 

8,8, — 8,8; —ihs,, | 
8,8, — &,8,—=ihs,, (58, 1) 
8,8: — 8:8, = ihs,. 


Die Komponente des Spins in einer beliebigen Richtung kann (nach der Aus- 
h | | 
gangshypothese) nur zwei Werte + Gr annehmen. Daher müssen die Operatoren 


Sz, Sy, S; durch zweireihige Matrizen dargestellt sein, da eine zweireihige Matrix, 
auf Diagonalform gebracht, nur zwei Diagonalglieder hat und folglich nur zwei 
Eigenwerte besitzt. Nehmen wir an: 


5 ee (58, 2) 


so können wir sagen, die Operatoren 0,, Oy, 0; (die Spinmatrizen) müssen zwei- 
reihige Matrizen der Form 


b,1 ba 


da b2 


144 a 1,7 C 
11 12 1171 
Oı = J 9 = = (58, 3) 


Cgı Ca2| 
sein, die die Eigenwerte +1 besitzen. Setzen wir (58, 2) in (58, 1) ein und kürzen 
5 | 


Ggı Qoa 


wir um z so erhalten wir: 


Oz 0y— 0, 0: = 210, (58, 4) 
Oo, 0: — 0,0, = 2i0,, (58, 4’) 
0; 04 — 0:0; = 210,. (58, 4”) 


!) Siehe DRA0: [16]. DrBA0 hat gezeigt, daß aus der relativistischen Gleichung für die Elek- 
tronenbewegung sich von selbst ergibt, daß das Elektron ein Magnetmoment (57,2) und ein 
mechanisches Moment (57, 1) besitzen muß. Damit wird der Hypothese ÜHLENBECKsS und 
GOUDSMITs die theoretische Grundlage gegeben. 


2) Auf die Gruppentheorie gestützt kann man beweisen, daß die Regeln (58,1) die einzig mög- 
lichen sind. Siehe z. B. [45]. 


204 


858. DER OPERATOR DES ELEKTBONENSPINS 


Mit Rücksicht darauf: daß die Eigenwerte von G,, 0,, 0, gleich + 1 sind, werden die 
Eigenwerte der Operatoren 0%, 0,, 0 gleich + 1 sein. Folglich müssen diese letzteren 
Matrizen in ihrer Eigendarstellung die Form, 


“ joı ” jJoı’ ° Joı 
haben, d. h., sie sind gleich der Einheitsmatrix d 
10 
d= A (58, 6) 
01 


Die Einheitsmatrix Bein. Ba ne in jeder Darstellung (siehe $39). Daher 
haben die Matrizen 02,07, 02 die Form (58, 5) in jeder möglichen Darstellung. Unter- 
suchen wir jetzt die Kombination 


2% (0:0, + 0,0%) kn 2170:0, u 0,210;. 
Auf Grund von (58, 4) kann sie auf die Form 
(0,0: — 0,0,) 0y+ 0,(0y0: — 0,0,) = 0y0;0, — 0,0% + 0,0, — 0,0;0y 
= o, O2; — 0:07; 
gebracht werden; 0% — d ist die Einheitsmatrix. Daher ist 
| 0,0; = 0,07. 
Folglich gilt 
0:0, u 0, Oz; (58, 7) 


d.h. die Matrizen o, und o, sind, wie man sagt, nicht miteinander vertauschbar. 
Kombinieren wir (58,7) mit (58, 4) und wenden wir die zyklische Vertauschung 
von Gz, Gy, 0, an, so finden wir: 


0,0, = 2 O0, 0:= 10; ; 
0,03 = — 0:.%;=10,. 


Wir wollen jetzt die wirkliche Form der Matrizen o,, o,, o, finden. Nehmen wir an, 
daß die Matrix o, auf Diagonalform gebracht ist. Da ihre Eigenwerte En + 1 
sind, wird die Diagonalform von 6, sein 


1 0 


O0, = ä 
= 


(58, 9) 


Es läßt sich zeigen, daß in der gleichen Darstellung die beiden Matrizen o,, o, die 


Form 
01 0—ı 
Or = 3 
“777: 


58, 9’ 
ı 0 


haben werden. 
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X, EIGENDREHIMPULS UND MAGNETISCHES MOMENT, DES ELEKTRONS (DER SPIN) 


Zum Beweis bilden wir dieProdukte 0,0, und 0, 0o,. Nach den Regeln der Matri- 
zenmultiplikation ($ 39) haben wir: 


|120) a 45 Gı 9 
Oz Or ze: 0 — F) 
— 1| [%ı 4 — Ag — Gm 
1 a| | 0 41, — @ 
Oz Og — 0 1 = | 
Gy, ng — Ggı — A| 
Aus (58, 8) folgt: 
| ar Bl _ 4 — 2] | %ı So 
ee _ s 
— Ay — Gg Agı — Gy — Ag Gy 
oder 
vos zn mul, — gm — Ag, — Ag Ag, 
das heißt 


=, 90. 


Daher hat die Matrix o., die Form 


0 ds 
en a“ (58, 10) 
I, 0 
Wir bilden jetzt 
de 0 a3 0 Ga = 9 Ag 9 
Gy, 0 Gy, 0 0 02 Ayı 


Vergleichen wir das mit (58, 5), so finden wir, daß a,, a,, = 1. Die Matrix muß selbst- 
adjungiert sein, d.h. a,, = aßı. Folglich ist a, = 1. 
Daraus erhalten wir 


er 58, 11 
Gl gl (55, 11) 
worin « eine reelle Zahl ist. 
Auf ähnliche Weise finden wir, daß 
m 8,11’ 


Multiplizieren wir jetzt o,mit a, und dann o, mit a, und verwerten wir (58, 8),so 
erhalten wir 


etla—-P) 0 eita—-P9 O0 
0 emiea—d = 0 eit«—B)|’ 
woraus folgt: 
erta—P) — — mia pP), 
d.h. P= 5: Auf diese Weise sind alle Beziehungen bei beliebigem Wert von 
« erfüllt. Wir können also ohne jede Einschränkung «= 0, = — z setzen. Setzen 
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wir diese Werte in (58, 11) und (58,11’) ein, so erhalten wir (58, 9’). Nach (58, 2) 
erhalten wir aus (58, 9) und (58, 9°) die Matrizen der Operatoren S,, s,, s;in der: 
Darstellung, in der s, diagonal ist (s,-Darstellung): 


h h h 
0; 0 -i; 5 0 
Ss, = h ‚S= N Ar > — „| (58, 12) 
2 a © a 


| Wir bemerken, daß die die Matrixelemente der Matrizen a und s bestimmenden 
Indizes 1 und 2 jetzt (wo die Darstellung gewählt ist) sozusagen eine physikalische 
Bedeutung haben: der Index 1 bezieht sich auf den ersten Eigenwert von s, (+ ;) 
und der Index 2 auf den zweite (-3 A 


Wir wollen jetzt den Operator des Quadrates des Elektronspin bilden. Aus. 
(58, 2) haben wir: 
3 


2=-2+ + = z®# 


10 3 
— — h?2 a 

0 i 1 h?d (58, 13) 
Führen wirdie Quantenzahl m, und [, ein, die den Wert der Spinkomponente in 
eine beliebige z-Richtung und dementsprechend auch sein Quadrat bestimmen, so 


können wir die Formeln für die Quantelung des Spins in Analogie zu den Formeln 
(50, 95 50, 10) für das Bahnmoment aufstellen: 


1 


Se h2l, (l,;-+ 1) ’ ls == DJ 9 (58, 14) 


1 
$, —h m, MmMm,= Se 5% (58, 15). 


$ 59. Die Spinfunktionen 


Wir sehen, daß in der Quantenmechanik der Zustand des Spins durch zwei Grö- 
Ben gekennzeichnet sein muß: den absoluten Wert |&| (oder s?2) und die Kompo- 
nente des Spins s, in irgendeiner Richtung. Die erste Größe (s?) wird für alle Elek- 
tronen als gleich vorausgesetzt, es kann daher nur von einer Variablen s, gesprochen 
werden. Zu den drei Variablen, die die Bewegung des Elektronenschwerpunkts 
bestimmen (x, y, z oder ?,, ?,, P, usw.) tritt also eine weitere Variable s, hinzu, die 
den Spin des Elektrons bestimmt. Man kann daher sagen, daß das Elektron vier 
Freiheitsgrade besitztt). 


1) Die Spinvariablen S,, S,, S,; unterscheiden sich von sämtlichen uns bekannten Quantengrößen 
dadurch, daß sie nur zwei Werte annehmen. Das hängt mit der Voraussetzung eines genau be- 
stimmten Wertes für das Gesamtmoment (8°) des Elektrons zusammen. 

Würde man % als variabel betrachten, so erhielten wir nicht einen, sondern zwei Freiheitsgrade, 
wie es bei einem Kreisel auch sein müßte. Man könnte daher annehmen, daß der in der modernen 
Physik untersuchte Elektronspin nur einen der möglichen Rotationszustände des Elektrons aus- 
drückt (andere Werte für 8? könnten z.B. eine größere Rotationsenergie fordern). Diese Frage 
steht vorläufig noch offen. Sie ist von besonderem Interesse bezüglich der Mesonen, bei denen ein 
ganzes „Massenspektrum‘ beobachtet wurde. 
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Dementsprechend ist die den Zustand des Elektrons bestimmende Wellenfunk- 
tion y als eine Funktion mit vier Variablen aufzufassen : drei beziehen sich auf den 
Schwerpunkt des Elektrons, die vierte auf den Spin (s,). In der Koordinatendar- 

stellung muß z. B. für das Elektron angesetzt werden: 
= Y(% Yy,2, 851). (39, 1) 


Ah 
Da die Spinvariable nur zwei Werte besitzt | + 3) so können wir sagen, daß 


wir an Stelle einer Funktion zwei erhalten: 


h 
n=vlanztz.), (59, 2) 


h ; 
n=vlanz-z.1). (59, 2) 


Diese Funktionen werden wir mitunter in der Form einer Matrix mit einer Spalte 
schreiben : 


y, 0 
yYv => ’ (59, 3) 
y 0 
und die konjugierte Funktion als Matrix mit einer Zeile: 
v9 ’ 
+_.|Ttı ra 
Ywr — 00f (59, 3°) 


Diese Fassung ermöglicht uns die Benutzung der Regeln des $ 41 (41, 12). 

Es ist klar, daß die Wellenfunktionen y, und y, nurindem Fall voneinander ver- 
schieden sein werden, wo eine tatsächliche Kopplung zwischen dem Spin und der 
Bewegung des Schwerpunkts besteht. Diese Kopplung ist vorhanden und stellt die 
Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment des Spin und dem Magnet- 
feld her, das durch die Schwerpunktsbewegung des geladenen Elektrons entsteht. 
Diese Wechselwirkung verursacht die Multiplettstruktur der Spektren (siehe $ 57). 
Ignorieren wir die Multiplettstruktur der Spektren, so können wir die Wechsel- 
wirkung zwischen Spin und Bahnbewegung vernachlässigen. In dieser Näherung ist 


v9, 0)= WR, y2,0)=y(a,y,2, 2). (59, 4) 


Um aber auchin diesem Fall hervorzuheben, daß von einem Teilchen mit Spin die 
Rede ist, werden wir die Funktion (59, 1) in einer Form schreiben, die einer Separa- 
tion der Variablen entspricht: 


Yv (%, 9, 2,8, ) = Y (2, y, 2,8) ° I (8.) ; (59, 5) 


worin 8, (8) die Spinfunktion ist. Im Grunde genommen ist das einfach eine Be- 
zeichnung, die auf den Spinzustand des Teilchens hinweist. 
Die Bedeutung dieser ‚‚Bezeichnung‘“ oder der ‚‚Spinfunktion‘“ ist folgende: der 


Index « nimmt zwei Werte an, für die man üblich + = und -5 (an Stelle von 1 
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und 2) nimmt. Der erste Wert +5 (oder ı) bedeutet, daß die Spinkomponente in . 


einer beliebig gewählten z-Richtung gleich + > ist. Der zweite Wert des Index « 
bedeutet den Spinzustand mit dem anderen möglichen Wert der Spinkomponente 


| h : 
in der gleichen Richtung, und zwar — > Das „Argument“ s, der „Funktion“ $, 


wird als unabhängige Variable betrachtet, die zwei Werte + annehmen kann. 


Dann ist: 
h h 
i 1 h. 
da wegen der Bedeutung der Bezeichnung im Zustand « = >; = ist und im 
gleichen Zustand s, nicht = _, sein kann, die entsprechende Funktion also gleich 
Null sein muß. In gleicher Weise ist 
h h / 


Die Schreibweise (59, 1) der Wellenfunktion sowie auch die im Spezialfall fehlender 
Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung (59, 5) gestattet es, den Spin 8, 
als dynamische Variable ähnlich einer beliebigen anderen mechanischen Größe auf- 
zufassen. 


Die eingeführten ‚‚Wellenfunktionen‘ S, (s,) des Spin sind orthogonal und nor- 
miert. Um sich davon zu überzeugen, nehmen wir das Produkt 


sz (8) Sp (8); 
worin $* wie immer die zu $ konjugierte Funktion bedeutet und «4, = + sind. 
Wir summieren dieses Produkt über alle möglichen Werte der Spinvariablen s, (es 


sind nur zwei solche Werte, + . vorhanden). Dann folgt (unter Berücksichtigung, 
daß 8’* — 8’) aus (59, 6) und (59,6’) unmittelbar, daß 


IS: (&) Sp (8) = Öap. (89, 7) 

Die Funktion $,(s,) kann auch in Matrixform (59, 3) geschrieben werden. Und zwar: 
10 00 

10 0.41 , 

St = 00) = |ool (59, 8°) 
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Wir berechnen jetzt die Wirkung der Operation eines beliebigen Spinoperators 
der Gestalt 
Lıı Lız 


L= 
Igı Laer 


(59, 9) 


auf die Wellenfunktion. Die Indizes 1 und 2 sollen, wenn der Operator L in der 
h 
‚‚sz -Darstellung genommen ist, die Nummern der Eigenwerte von s, 2 bedeu- 


ten. Nach der Formel (38, 5), die die Wirkung eines in Matrixform gegebenen Opera- 
tors auf die Wellenfunktion bestimmt, finden wir, daß der Operator L aus der Funk- 
tion 7 (y,, Y5) eine neue Funktion ® (9,, 9) nach der Regel 


9%, = Lıvı + Li2%a; (59, 10) 
9% = LaıYı + LaaYr (59, 10°) 


bildet. Der Unterschied zwischen (59, 10) und (38, 5) liegt nur darin, daß wir in 
(59, 10) zweizeilige Matrizen und dementsprechend Funktionen aus zwei Kompo- 
nenten haben, während wir (38, 5) als Matrix mit einer unbegrenzten Zahl von Ele- 
menten L„„ und die Funktion y mit einer unendlichen Zahl von Komponenten c, 
(645 69, - . .) auffaßten. 

Stellen wir Y als Matrix (Spalte) nach (59, 3) dar, dann können wir die beiden 
Gleichungen (59, 10) und (59, 10’) als Matrizengleichung schreiben: 


6-1LY (59, 11) 
[siehe (39, 14)]. Denn (59, 11) bedeutet in entwickelter Form: 


Li Lie 


= | 
Lgı Lea 


9 ,\- 


0 (LııYı + Iu2Pa) 0 ‚ 
— | s (59, 11’) 
| Ira + Log) 0 


was mit (59, 10) und (59, 10’) übereinstimmt. Ist ein vom Spin abhängiger Operator 
gegeben, so werden wir in Zukunft unter dem Symbol LY Produkte dieser Art ver- 
stehen, die im Grunde zwei Gleichungen, (59, 10, 10’) in Form einer einzigen Ma- 
trizengleichung darstellen: 

Der Mittelwert eines beliebigen Spinoperators Lim Zustand y,, y,ist nach der 
allgemeinen Formel (40, 2) 


L(&, y,2,1)= yılıyı + il + Yelsıyı + Yelaayı: (59, 12) 


Da die Funktionen %, und y, außerdem noch von den Schwerpynktskoordinaten 


des Elektrons abhängen, schrieben wir L (x, y, 2, t) mit Rücksicht darauf, daß der 
aus (59, 12) erhaltene Mittelwert das Mittel von L bei gegebener Lage des Elektronen- 
schwerpunkts ist. 


Das Mittel im Zustand %,, y, für eine beliebige Lage des Elektrons erhalten wir aus 
der Formel 


L()= [L(e, y, 2, t) de dy de. (59, 13) 
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Stellen wir Y als Matrix mit einer Spalte dar, so können wir die Formeln (59, 12) 
und (59, 13) in folgender Form schreiben: 


L(2,9,2,1)=W+HL’P, (59, 12°) 
Li) = [P+ LP dedydz. (59, 13°) 
Insbesondere ist 
= | yi y3| 0 1|1y, 0 
.(,y22)=YtaP=|i,9 0110 y, 0|” 
a (59, 14) 
=), 9 FR jvintein 


Auf gleiche Weise erhalten wir: 


(0,94, ,)=- Uta, P=—iymtiyky, (59, 14°) 
0,(%, 9,2, 0) — pr ,V/= vi yvı — YE Ya- (59, 14°”) 


8 60. Die Pauus-Gleichung 


Wir untersuchen nun die Bewegung des Elektrons im elektromagnetischen Feld 
unter Berücksichtigung des Spins. Nach der grundlegenden Hypothese (8557) besitzt 
das Elektron das magnetische Moment: 


e 
Infolge dieses Moments erhält das Elektron im Magnetfeld 9 (H,, H,, H,) eine zu- 
sätzliche potentielle Energie, gleich der Energie eines magnetischen Dipolsim Feld 9: 


AU= — Med. (60, 2) 
Der Operator dieser Energie ist entsprechend (60, 1): 


AU= 2890-20. 89-3, HetaHyta Hi), (0,9) 

BC 2uc 
worin o der Vektor-Operator mit den Komponenten 6,, @y, 0, (58,9) und (58, 9') ist. 
Der HammTtonoperator (27,7) für die Bewegung eines geladenen Teilchens im 
elektromagnetischen Feld muß bei Berücksichtigung des Spins so durch ein Zusatz- 
glied ergänzt werden, daß er gleich 


1 e ar. ; >. 
=. {#+%3) —eV/ HU +—:09 (60, 4) 


wird (wir setzen die Ladung des Elektrons — e). 
Die ScHRöpmsgeErgleichung für die Wellenfunktion 7 (y,, %,) erhält jetzt die 
Form: | 
09V 1 eh > 


a eg ey\w_e.y vr et 
ih „.e+se)r eVF+-UFT;z oHW. (60, 5) 
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Diese Gleichung heißt PauLı-Gleichung. Wir bemerken, daß wir unter Y die Spalte 
(59,3) verstehen. Daher stellt (60,5)im Grunde die beiden Gleichungen für die beiden 
Funktionen %, und %, in Form einer Matrizengleichung dar. 

Wir bestimmen nun die Stromdichte. Dazu schreiben wir (60, 5) in der Form 


eh > 


0 


worin mit H, die Glieder bezeichnet sind, die keine o-Operatoren enthalten. Wir 
schreiben die Gleichung für die adjungierte Funktion Y*+, unter der wir die Zeile 
(59, 3’) verstehen: 


OD a RI. 5 


Das Symbol + bedeutet, daß in der entsprechenden Matrix die Spalten und 
Zeilen vertauscht und die Elemente konjugiert komplex genommen sind. 
Multiplizieren wir jetzt (60, 6) links mit Y+ und (60, 6’) rechts mit Y und sub- 
trahieren wir die eine Gleichung von der anderen, so bekommen wir: 
| h > > 

LENZ Y=Y+(H,P)— (HR PA en W+EH-P (a9 PHP. (60,7) 
Nach (39, 15) haben wir 

> > 

(HH PY+=YVrt-oH, (60, 8) 
entsprechend des Selbstadjungiertseins des Operators + = 0. Daher ist das Glied 


> 
in den Doppelklammern gleich Null. Die übrigen Glieder, die keine o-Operatoren 
enthalten, ergeben nach den im $ 29 bei Ermittlung der Formel für die Stromdichte 
angeführten analogen Rechenoperationen!): 


BL; hi. 
re a Pe a a a nd a 5 u 2 


:h EM 
div [Alyryı + yEy)]. (60, 9) 


Formen wir diese Gleichung in die Kontinuitätsgleichung für die Wahrscheinlich- 
keitsdichte w und Stromdichte $ der Teilchen um, so finden wir: 


w (x, Y, 2; e) = vi Y% 7 v5; %2» (60, 10) 
ch | e 

Se Sn Kyıv yr —yivp)t(yYV ven ya vyal tut YıtYEYa) (60,11) 

oder 
‚h 

w(2,y,2,1)=-W+HW, = 37 VprYw_ pr vPI— AUPtP. (60, 12) 

1) Da wir die Matrizenform verwenden, operieren wir zugleich mit den vier Funktionen »7, 

295, %ı, Ya. Wir empfehlen dem Leser, die Gleichungen (60,6) und (60,6) in entwickelter Form 


(vier Gleichungen) zu schreiben und durch Multiplikation der beiden ersten mit y* und y$ und 
der beiden letzten mit y, und %, zum gleichen Ergebnis zu gelangen. 
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Diese Formeln zeigen, daß sich die Ortswahrscheinlichkeit des Elektrons und die 
Stromdichte additiv aus zwei Teilen zusammensetzen, von denen jeder sich auf 
Elektronen mit einer bestimmten Spinrichtung bezieht. Die Normierungsgleichung 
hat die Form 


[wryı+ yiy)dedydz=1 oder [P+Wdadydz=1. (60,13) 


Die Größen: 
w, (8, Y,2, £) = yr Yı, Wa (z, Y,%;, £) = y% Y, (60, 14) 
sind die Wahrscheinlichkeiten, das Elektron um den Punkt x, y, z im Zeitpunkt t 


h 
mit = + L bzw. s, = = zu finden. 


Die Größen | 
w=|yFy, dedydz, 
‚= [yryı dedy | Be 
w,— | y% v,dedydz 
| | h 
sind die Wahrscheinlichkeiten, das Elektron mit dem Spin , = + 5 bzw. Be, 


zu finden. Die mittlere Dichte der elektrischen Ladungen _, und die mittlere Dichte 
des elektrischen Stroms $% werden nach (60, 12) gleich 


the 


2 
= et P, -,, tv PvP + UP. (60, 16) 


o, und $ beschreiben nicht vollständig sämtliche Quellen des elektromagnetischen 
Feldes im Fall des Elektrons. Es muß noch das magnetische Moment des Elek- 
trons (60, 1) berücksichtigt werden, das ein Magnetfeld bildet. Wir erhalten aus 


(60, 1) und der allgemeinen Formel (59, 12) den Ausdruck für die mittlere Dichte 
des magnetischen Moments (der Magnetisierung 9): 


h > 
In yl)= HER). (60, 17) 
2 u6 
Nach den MAxweuschen Gleichungen für ein Magnetfeld haben wir die Gleichungen 
4 Ä 
1 95 = 3, div®=0, B=H+4n3. (60, 18) 


Aus diesen Gleichungen bestimmt sich das vom Elektron im Zustand Y erzeugte 
Magnetfeld, wenn man unter $, und 3 (60, 16) und (60, 17) versteht. Setzen wir in 
die erste Gleichung (60, 18) statt 9 die Induktion 3 ein, so erhalten wir 


= ld teros). (60, 18’) 


Man kann also an. Stelle der Magnetisierung 3 den Strom untersuchen, der dieser 
Magnetisierung äquivalent ist, und zwar: - 


h R | 
Y=crot9— 2,70 DEP), dv,—=0. (60, 19) 
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Der gesamte elektrische Strom, der sowohl der Bahn- wie der Spinbewegung ent- 
spricht, ist 


Re OP vr Zu) Sorot 95) (60, 20) 


Zur Berechnung der Komponenten des Spinstroms $, sind die Formeln (59, 14) und 
(59, 14’) zu verwenden. 


$ 61. Die Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld 


Wir betrachten nun ein Atom mit einem Valenzelektron in einem äußeren homo- 
genen Magnetfeld. Das Elektron des Atoms wird gleichzeitig der Einwirkung des 
Magnetfeldes und des elektrischen Feldes des Kerns und der inneren Elektronen 
unterworfen sein. Wir betrachten dieses elektrische Feld als Zentralfeld und be- 
zeichnen die potentielle Energie des Elektrons in ihm mit U (r). 

Das Magnetfeld legen wir in die 2-Richtung, und zwar habe das Vektorpotential X 
die Form 


H H 
A= 7% 4,= wo A,=d0. (61,1) 


Nach der Formel 9 = rot X erhalten wir ein konstantes Magnetfeld: 

H,=H,=0, B,=H. (61, 2) 

Setzen wir diesen Wert für Win den HAmıtroxoperator (60, 4) ein, so erhalten 
wir die Pauuı-Gleichung: 

i 07 _ h? Tail oYV 52) 


wer BEIN = 
ih TE 2, Y+U()Y er = Ur 


(61, 3) 
+ Tri (+ y)P-+ Br (a H)Y 


Das Glied mit H?® können wir bei kleinen Feldern vernachlässigen!).Ferner ist der 
Operator 


0 0) 0 
ij ——0— l=—-ih— = 1,4 
ch vs x 5) ih 30 m, (61, 4) 
der Operator der Komponente des Bahndrehimpulses. Bezeichnen wir noch mit 
| h? | | 
Da ee 
H’= 77 v„2-+-U(r) (61, 5) 
den Hamıttonoperator des Elektrons bei fehlendem Magnetfeld, so erhalten wir 
OVP eH 


1) Wie im $ 125 gezeigt werden wird, bestimmt das vernachlässigte Glied den schwachen 
Diamagnetismus. 
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Aus dieser Gleichung folgt, daß wir bei Vernachlässigung von HM? das Glied, das die 
Wirkung des Magnetfeldes ausdrückt, als die potentielle Energie AU eines magne- 


tischen Dipols mit dem. Moment (5) (m, + ho,) im Magnetfeld auffassen 
u 


Ü = — — (M; + O;). +4 


Wir wollen nun die stationären Zustände suchen. Dazu stellen wir die Wellen- 
funktion in folgender Form auf: 
Et 


Yaya)=Plny,D)e *”, (61, 8) 


worin E die Energie des stationären Zustands ist. Setzen wir sie in (61, 6) ein, so 
finden wir 


H 
MP +5 (met ho) Y = EV. (61, 6') 
Wählen wir die Darstellung, in der die Matrix o, diagonal ist (,,s,“-Darstellung), 


dann ist 
‚| Yı) _ +%ı 
Gt Ya —% 


und die Gleichung (61, 6’) zerfällt somit in zwei getrennte Gleichungen für %, 
und %g: 


H’y, 4; (m. +h) y,= Ey, (61, 10) 


HH’, + Fr (m; — h) Y2 —=E Ws. (61, 10’) 


Die Lösung dieser Gleichungen erhalten wir, wenn wir berücksichtigen, daß bei 
fehlendem Magnetfeld zwei Lösungen möglich sind: 


nis - ("u") ‚ E= #?, für den Spin ,—= ee (61, 11) 
” 0 0 .. . h ' 
nim = ‚„ E= Ey. fürdnSpn, = ——, (61, 11’) 
| Ynim j 2 
wobei 
Ynlm = Raı (tr) Yım (d, p). (61, 12) 


Da m, yaım = hmynım, Sind diese Lösungen zugleich auch die Lösungen der Glei- 
chungen (61, 10) und (61, 10’), gehören aber zu verschiedenen Eigenwerten. Setzen 
wir (61, 11) und (61, 11’)in (61, 10) und (61, 10’) ein, so erhalten wir zwei Lösungen: 


er : ehH h 

aim; Z= um E) nt5 5 m +1), erg (61, 13) 
„ = h ’ 
im E=Eim-Enty, ml, 8=-7, (61,19 
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d.h.,(da wir das Glied mit 7? vernachlässigten), die Wellenfunktionen ändern sich 
nicht: das Atom wird durch das Magnetfeld nicht deformiert. Die Energie aber 
hängt jetzt von der Drehimpulsrichtung in bezug auf das Feld ab, d.h. von der 
magnetischen Quantenzahl. Die bei fehlendem Magnetfeld zusammenfallenden 
Niveaus spalten jetzt auf (die ‚„‚m‘-Entartung wird aufgehoben). 

Abb.39stellt die Aufspaltung der s-und p-Termedar. Die Aufspaltung des p-Terms 
ergibt sich aus (61, 13) und (61, 13°), wenn man alle möglichen Werte von m bei 


2p 


15 


2 
ohne Feld ( 4%=0) mit Feld (9 #0) 


Abb. 39. Aufspaltung der s- und p-Terme in einem starken Magnetfeld 
(mit Berücksichtigung des Spin). 


!=1 einsetzt (d.h. m = + 1,0). Die Aufspaltung des s-Terms (= 0, m = 0) 
kommt nur infolge des Elektronspins zustande. Das ist das wichtigste Ergebnis der 
Spintheorie: gerade diese Aufspaltung war von STERN und GERLACH bei ihren Ver- 
suchen beobachtet worden. 

Infolge der Niveauaufspaltung vergrößert sich die Zahl der möglichen Übergänge 
und damit auch die Zahl der beobachteten Spektrallinien. Diese Erscheinung wird 
als der einfache Zermanefjekt bezeichnet (zum Unterschied von zusammengesetz- 
ten, s. 8 73). Wie im $88 B gezeigt wird, kann sich die Zahl m bei optischen Über- 
gängen nur um — 1 oder O ändern. Außerdem steht das magnetische Moment des 
Spins in nur schwacher Wechselwirkung mit dem Feld der Lichtwelle. Daher kom- 
men nur jene Übergänge i in Betracht, bei denen der Spin sich nicht ändert. Diese 
Übergänge sind in Abb. 39 durch die Linien (a,b,c) und (a’, b’, c’) dargestellt. Die 
Frequenzen dieser Übergänge berechnen sich nach der Formel 


de. PEN INN E°, RR ITETT PR 
Op Um nme = a => ma A gm — m’). (61,14) 


Bezeichnen wir die Frequenz bei fehlendem Feld mit w® und bei vorhandenem 
Feld mit w, so erhalten wir 


H 
= w+ ZZ (m’— m”). (61, 15) 
2 uc 
Da m’ — m’ = + 1,0, so haben wir drei Frequenzen: eine konstante und zwei um 


eH 
EI 


verschobene. 
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Diese Aufspaltung in drei Linien (das normale ZeemAxtriplett) entspricht genau 
der klassischen Theorie des ZeEmAneffekts. In der klassischen Theorie wird der 
ZEEMAnNeffekt bekanntlich!) durch die Präzession der Bahn im Magnetfeld mit 


der Larmor-Frequenz 0, = ST erklärt, Die quantenmechanische Formel (61, 15) 


enthält nicht die PLancksche Konstante, und daher muß das Ergebnis mit dem 
klassischen übereinstimmen (es kann sich nicht ändern, wenn man Ah = ( setzt). 
Diese Übereinstimmung ist tatsächlich vorhanden. 

Wir wollen zeigen, daß der Zeemaneffekt auch in der Quantenmechanik durch 
die Präzessionsbewegung des Impulsmoments um die Richtung des Magnetfeldes 
bedingt ist. Dazu berechnen wir die zeitlichen Differentialquotienten für Bahn- und 
Spinmoment. Aus der allgemeinen Formel (31, 10) haben wir 


dm, dm, _ dm, _ | 
dt = IH, m;]; dt = [H, my]; dt [H, m;]; (61, 16) 
d u ds; 
Hs, F-Hs), Ss]. (6,17 


Setzen wir hier den u aus (61, 6) ein 
H 
H=H°+, „m +ho)=H'+0,m. + 2018 (61, 18) 
und berücksichtigen wir, daß H° mit m und 8, und m und 3 untereinander ver- 


tauschbar wird (da m auf die Funktionen von 9, p und 3 auf die Funktionen von 
S;, Sy, S; einwirkt), so finden wir 


um. _ Ob m.m, — m,m A LER 
era ih ( % z 2 2) > di —gR Yy 12 z Yy] > dt => $) 
—— — — —— ıız I ed a 0. 
a): an: di 
Unter Verwendung von (25, 5) und (58, 1) erhalten wir 

dm dm dm 

7 Im: 7 + 9a me; u (61, 19) 

“FE = 20184, 42018, 0. (61, 20) 


Gehen wir von diesen Operatorformeln zu den Mittelwerten über und berücksich- 
tigen wir, daß O, eine Zahl ist, dann finden wir 


dm, _ dm dm; 


a any. men 61, 21 
ds ds . ds 

ZBERU Sehe Sense), 61, 22 
dt 20,5%, dt OÖrsz, dt ( ) 


1) Siehe: [36, 51, 39]. 
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Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß die Komponenten des Bahn- und Spin- 
moments in Richtung des Magnetfeldes jede für sich eine Konstante der Be- 
wegung darstellen. Die zum Magnetfeld senkrechte Komponente des Bahndreh- 
impulses dagegen rotiert mit der LArMmorfrequenz O;. Die gleiche Komponente des 
Spinmoments rotiert [infolge der anomalen Beziehung zwischen magnetischen und 
mechanischem Moment, s. (60, 1)] mit der doppelten Frequenz: 20,. Wir finden 
aus (61, 21) 

d?m, 


FE 


dm, 


= 1 dm 
3 — 
m an me 


Or dt ' 


(61, 23) 


Daraus folgt 
m; — Asin (Ort+0), my= —A cos (O,t +40), m,— const. (61, 23’) 
Auf ähnliche Weise erhalten wir aus (61, 22) 


$s;—= Bsin (20,t+ß), = —Beos(20,t+ PB), = const. (61, 24) 


8 62. Die Bewegung des Spins in einem variablen Magnetfeld 


In einem veränderlichen Magnetfeld wird der Eigendrehimpuls des Teilchens 
keine Konstante der Bewegung sein. Darum sind Übergänge von einem Quanten- 
zustand in einen anderen möglich. | 

Wir werden in diesem Paragraphen den Fall der Spinbewegung eines Teilchens 
im variablen Feld untersuchen, deren Theorie eine wichtige Anwendung bei der 
Messung der magnetischen Momente der Atomkerne nach der Methode von Rapı 
findet. Das Schema der Versuche von RagI gibt Abb. 40 wieder. 


Pauary, MU} —nan BE 
Ip GGG 
7 


Abb. 40. Schema der Versuche zur Messung der magnetischen Mo- 

mente der Atomkerne (Ragr). S Quelle des Teilchenstrahls (Spalt), 

A erster Raum mit nichthomogenem konstanten Magnetfeld, C der 
zweite Raum, B Raum mit Wechselfeld, P Auffänger. 


Die Magnete A und C bilden ein inhomogenes konstantes Feld, wie in.den Ver- 
suchen von STERN und GERLACH, aber die Richtungen der Feldgradienten sind in 
den Magneten A und C entgegengerichtet. Beim Durchgang durch das inhomogene 
Feld in A wird das Teilchen so abgelenkt, daß es nicht in den Auffänger P gelangen 
kann. Diese Ablenkung wird durch das Feld in C‘, das das Teilchen in entgegen- 
gesetzter Richtung ablenkt, wieder rückgängig gemacht. Die Folge davon ist, daß 
das Teilchen so in den Auffänger gelangt, als hätte es sich nur längs einer Geraden 
(wie bei Abwesenheit von Feldern) fortbevwegt. 
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Ferner befindet sich in dem kleinen Raum B, der zwischen A und C liegt, ein zu- 
sätzliches Wechselfeld A,, das imstande ist, das magnetische Moment desTeilchens 
umzuklappen. Klappt das magnetische Spinmoment des Teilchens beim Durch- 
gang durch dieses Feld um, so wird die Ablenkung im Feld C die vom Feld A her- 
vorgerufene Ablenkung nicht mehr kompensieren und die ‚umgeklappten‘“ Teilchen 
gelangen nicht mehr in den Auffänger P. 

Die Frequenz w des Zusatzfeldes und seine Stärke Z, werden so gewählt, daß 
die Wahrscheinlichkeit des Umklappens des Moments den höchsten und somit der 
Teilchenstrom im Auffänger P den geringsten Wert erhält. Wie später gezeigt wird, 
kann man bei bekanntem w und H,, die dem Maximum der Umklappwahrschein- 
lichkeit entsprechen, das magnetische Moment des Teilchens bestimmen. Diese Me- 
thode, das magnetische Moment zu messen, ist sehr genau. Da uns ausschließlich 
die Spinbewegung interessiert (die Bewegung des Teilchenschwerpurkts läßt sich 
durch Methoden der klassischen Mechanik beschreiben)!), so genügt es uns, die 
SOHRÖDINGERgleichung für die Spinfunktion $8 (59, 5) anzusetzen. Diese Gleichung 
hat die Form?) | 


= HM: 8. (62, 1) 


Der Einfachheit halber nehmen wir an, das Teilchen besitze den Spin 3 Dann wird 


das magnetische Moment M durch eine Matrix mit zwei Zeilen dargestellt: 
M.= 40z, M,= UOy; M,= uo,, (62, 2) 


worin Oz, Gy, 0; die Pavuischen Matrizen (60, 6, 6’) und u der absolute Wert der 
Komponente des magnetischen Moments in einer beliebigen Richtung sind. Für 
Kernteilchen, selbst für die einfachsten Nukleonen, das Proton und Neutron, besteht 
keine so einfache Beziehung zwischen dem mechanischen Moment S und dem magne- 
tischen Moment It, wie sie für das Elektron bekannt ist (57, 3). Daher betrachten 
wir u einfach als eine für das Teilchen charakteristische Konstante. Das Magnet- 
feld im Raum B nehmen wir, der Versuchsanordnung von RABI entsprechend, wie 
folgt an®): 

H;,=H,coswti, H,„=H,sinowt, H,=H,: (62, 3) 


Setzen wir (62,2) und (62,3) in die Gleichung (62, 1) ein und benutzen wir die 
PAvLischeMatrixform (59, 8; 59,8’) sowie die Regeln der Wirkung dieser Matrizen auf 


1) Das ist nur für die schweren Teilchen (Kerne, Atome), nicht aber für Elektronen möglich. 
BORR hat gezeigt, daß das magnetische Moment eines freien Elektrons nach der Methode STERN- 
GERLAOH überhaupt nicht gemessen werden kann (siehe z. B.: [41]). 

2) Diese Gleichung enthält nicht den Operator der kinetischen Energie, die im gegebenen Fall 
die kinetische Energie der Eigenrotation des Teilchens sein müßte. Da aber $? konstant bleibt, 
kann auch diese Energie als konstant angenommen werden. Sie braucht daher nicht in die Formel 
eingeführt zu werden. 

®) Bei den Versuchen von RABI war die variable Komponente des Magnetfeldes in Wirklichkeit 
linear polarisiert. Für die Berechnungen ist es aber bequemer, ein in der xy-Ebene zirkular 
polarisiertes Feld anzunehmen. Die Ergebnisse sind nicht wesentlich verschieden. 
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die Spinfunktionen (59, 10, 10’), so finden wir die Formel für die Komponenten S$, 
und S, der Spinfunktion (die erste gehört zu M,= + u, diezweitezu M,= —u): 
ds, 


ih rg = — uH,S; — uH,e®'S;, (62, 4) 


neo 


=+uH,Sg— uH,je®!8,. (62, 4’) 
Wir werden annehmen, daß in dem Augenblick, in dem das Teilchen in das 
Wechselfeld eintritt (= 0), sein magnetisches Moment parallel zur z-Achse gerichtet, 
ist, sodaß bei = 0,8, =1,8,=0. 

Wir setzen an: 


2uH, HA, _ 
Zu h y 2H, = 4. (62, 5) 
Dann können die Gleichungen (62, 4, 4’) in folgende Form gebracht werden: 
d 
—- = + ivdeiatg,, (62, 6) 
ds iv ; 
Eeri — = SS, + ivde-tets.. (62,6) 


‚Differenzieren wir (62, 6°) nach der Zeit, so können wir unter Benutzung von (62, 6) 
die Funktion 8, eliminieren. Zugleich fällt auch der variable Koeffizient e " ?®t fort. 
Nach einfacher Rechnung erhalten wir die Gleichung für $, 


d?8, 7 ; 7) R dis, 
Bee I, ee. 


Mer y2 A? — — er, (62, 7) 


2 4 
Wir lösen diese Gleichung durch die Substitution $,—= @ei®?!, Dann erhalten 
wir eine Gleichung zur Bestimmung der Frequenz 2: 


2 
2 +20 + (F- 0. (62, 8) 
Setzt man 
_#+ 4A (ee 3 u? H? 


h 
worin I = 5 die Spinkomponente ist, und führt man tg% = a ein, so kann man 


0 
‚sich leicht davon überzeugen, daß aus (62, 8) für Q gefunden wird: 


Q=- +01 +P- 2400-4 ö. (62, 10) 
Die allgemeine Lösung für S, ist daher 
se risr a 
5, (t) = ae +@,e ” (62, 11) 
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Den Anfangsbedingungen entsprechend muß a, = — a, = m genommen werden, 
so daß 
8, (t) = Ae-telsinöt. (62, 11’) 
Die Amplitude A ermittelt sich endgültig aus der Bedingung S, (0) = 1. Setzen wir 
(62, 11’) in (62, 6°) für =0 ein, so finden wir A = — . Daher ist 
S, (ti) = wenn sin öt. (62, 12) 


Die Wahrscheinlichkeit, im Zeitpunkt t das magnetische Moment M; gleich — u zu 
finden, wird sein: 


P()=|8,()?= 


TER sin?d  9[® ö 4] 1(62, 13) 
— gs ein a re erg eer o zlte 29 c0s#) N. 


Die Zeit tist im Versuch von Rapiı gleich der Zeit, in der das Teilchen den Raum B 
durchfliegt. Ist die Teilchengeschwindigkeit gleich » und die Länge des Raumes B 


gleich I, soist t -— 


Beim Versuch wählt man g = 1, und öt = - (um das Maximum der Umklapp- 


wahrscheinlichkeit P (t) zu erhalten). Daraus läßt sich leicht abschätzen, daß bei 
v = 10° cm/sec und = 1 cmdie Frequenz w des Wechselfeldes gleich 10% Hz wird. 

Zur Beurteilung der Genauigkeit dieser hervorragenden Methode weisen wir dar- 
auf hin, daß mit der Methode von Rapı die magnetischen Momente u des Protons 
(p) und Neutrons (n) gemessen und folgende Werte erhalten wurden: u, = 2,7896 
+ 0,0002, un = 1,935 + 0,02 (in Einheiten des Bonzschen Kernmagnetons - ‚wo 
M die Masse des Protons. Dieses Magneton ist der 1842ste Teil des magnetischen 
Moments des Elektrons). 


8 63. Die Eigenschaften des Gesamtdrehimpulses 


Wir sahen, daß sowohl das Bahnmoment m wie das Spinmoment $& Größen dar- 
stellen, die nur diskrete Quantenwerte annehmen. Wir untersuchen jetzt.den Ge- 
samtdrehimpuls, der die Summe des Bahn- und Spinmoments darstellt. 

Den Operator des Gesamtmoments bestimmen wir als die Summe der Operatoren 
der Momente m und 8: 


j=m+3, (63, 1) 
J« = Mm: + Sr, 3,=m,-+ Sy; 2=Mm,-+ 8. (63, ’) 


Wir wollen zeigen, daß die Operatoren der Komponenten des Gesamtdreh- 
impulses den gleichen Vertauschungsregeln (25, 5) folgen wie die Komponenten 
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M.,, m,, m, des Bahnmoments. Dazu bemerken wir, daß m und $ vertauschbar 
sind, da der Operator m auf die Koordinaten einwirkt, der Operator 3 aber nicht. 
Daher ist 


JeIv — le = (Mi: + S:) (m, + s,) — (m, + sy) (M: + Sı) = 
(63, 2) 
= MM, — M,Mz:-+ SzSy— Sy Sx —tihm,-+ihs, 
[letztere infolge (25, 5) und (58, 1)]. Somit folgt: 
Jeiv — le = ih jz 9 (63, 3) 
vie Ihm ih), (63, 3°) 
Jz 3x == I2 3: = chjy 9 (63, 3”) 


(die beiden letzten Gleichungen erhält man aus der ersten durch zyklische Um- 
stellung). 

Wir suchen jetzt den Operator j? zum Quadrat des Gesamtdrehimpulses. Wir 
haben | 


= (m +8)?= m? +8? + 2m = m? + 8?+ 2 (m,s,+ m, s,+ m,s.). (63, 4) 


Der Operator j? ist mit jeder Komponente von j vertauschbar. Betrachten wir 
z. B. die Projektion auf die z-Achse ,—= m, + s,. Da m, mit m?, 8? und s, mit 
m?, 32 vertauschbar sind, so erhalten wir 


Pi — = 2 (m. Ss + m,s,+ m, s.) (m, + s.) 
— 2 (m, + $S:) (M: 82 + My Sy+ Mx S2). 
Multiplizieren wir hier die Klammern aus, so finden wir 
ai -2 {(m, mM. — mM, mM.) Ss + (m, m, — m, m,) Sy 
+ mM. (Sz 5 — 552) + My (S,S2— 5 5y)} - 


Setzen wir hier den Ausdruck in den runden Klammern aus (25, 5) und (58, 1) ein, 
so erhalten wir endgültig 


Fi? = 2{- ihm,ysz>+ihm,s,+ m, (—ihs) + my (+ihs.)} =. 


Auf gleiche Weise wird die Behauptung auch für die beiden anderen Komponenten 
bewiesen. Somit sind die Gleichungen 


Fir =I0, (63, 5) 
jun — ;’ u (63, 5') 
1° je — 3 1? = 0 (63, 5°) 


von der gleichen Form wie (25, 6). Daraus folgt, daß der Operator j? und der Ope- 
rator einer beliebigen (aber nur einer) Komponente, beispielsweise j,, gleichzeitig auf 
Diagonalform gebracht und somit die Größen j? und j, zu den gleichzeitig meß- 
baren Größen gehören. 
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Ebenso leicht ist zu erkennen, daß der Operator j? mit den Operatoren m? und 82 
vertauschbar ist. Nehmen wir die Formel (63, 4), so sehen wir unmittelbar diese 
Eigenschaft des Operators j?, da m? mit m?, m,, m,, m, und 8,, 8,, %, und 32 

2 


vertauschbar ist. In gleicher Weise ist 3° als Einheitsmatrix, die mit Er: multipli- 

ziert ist [siehe (58, 13)], mit &,, 8, und 8, vertauschbar. Daher ist 
”w.:—m’f?=1(, (65, 6) 
?°-27=0. (63, 6’) 


Folglich stellen j?, m? und 8? ebenfalls gleichzeitig meßbare Größen dar. Aus (63, 4) 
haben wir 


—m°— 82). (63, 7) 
Da m& aus gleichzeitig meßbaren Größen gebildet ist, so wird das skalare Produkt 


m 8 gleichzeitig mit j?, m? und 3? meßbar sein. 
Berücksichtigen wir, daß 


ma +32—=j3, (63, 8) 
so erhalten wir aus (63, 7) ein weiteres skalares Produkt j38: 
1 
=>? m24+ 83) (63, 9) 


Wir. werden später zeigen, daß das Quadrat des Gesamtmoments j? und seine 
Komponente j, in einer beliebigen Richtung analog dem Bahnmoment, aber halb- 
zahlig gequantelt sind. Und zwar 


135 
Berne get, 2, 10) 
l 160 + )» 7 2 B) 2 2 2 ’ ’ (63, 0) 
se 10,3 Be . 
J= "M;, mM; — ug: Ze ee, (63, } 


wobei die Quantenzahl 57, die die Eigenwerte des Gesamtmoments bestimmt, durch 
die Bahnzahl ! und die Spinzahl /, (58, 14) nach der Formel 


j=1+l, ode je|l—L| (63, 12) 


ausgedrückt werden kann. Aus den Formeln für die Eigenwerte von j? (63, 10), 
m? (25,21) und 3? (58, 14) erhalten wir die in der Spektroskopie wichtigen Aus- 
drücke für die Eigenwerte von m& und j8: 


h? 
27 BUN FIRE] (63, 13) 


i h? . . | 
3 ZUU DAN TIER DT:- (63, 14) 


Wir werden diese Formeln später bei der Theorie des zusammengesetzten ZEEMAN- 
Effekts anwenden. 
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Wir wenden uns jetzt dem Beweis der Formeln (63, 10) und (63, 11) zu. Die Gleichung für die 
Eigenfunktionen von j? besitzt die Form 


py-iy, (63, 15) 
worin unter Y die Spalte | 
y_ |? (63, 16) 
Ya 


zu verstehen ist. | 
Unter Benutzung von (63, 4), (58, 13) und (58, 12) finden wir die Gleichung (63, 15) in ent- 
wickelter Form: | 


y|. 3,,|10||9 hol h|0—i 
2 22 Ba 2 
” Plz, 94 2{mez 10)tMmy|; o | 
| (63, 17) 
tmez|; | Yıl_ Yyı 
2 |0—1|) |» Ya 
Führen wir hier die Multiplikation und Addition der Matrizen durch, so erhalten wir 
3 
wu + z7Pynthmpthm:—im)yp 0| |jyı0 
5 | = (63, 18) 
Wut zn —hmymthlmtim)y 0| |5% 0 
und schließlich, durch Gleichsetzen der Elemente, zwei Gleichungen: 
3 
m’y, + zer + hm.yı + hlmı — im,)y. = vi: (63, 19) 
3 : j 
my + zZ MRy—hmythlm + im)y=iy. (63, 19°) 
Die Gleichungen lassen sich leicht auflösen, wenn man setzt: 
9% =4aYm(, 9), Yy=bYıum+ı(9,Y), (63, 20) 
worin Yim(8, €) Kugelfunktion und «a und b unbestimmte Koeffizienten sind. Wir haben dann 
m?y, = h2l (l + 1) Yı> m:Yyı = hmy,, (63, 21) 
mp, = All +-1)y, my =h(m +1) y, (63, 21”) 
und ferner 
(mx — im,) Yım = —hy(ti+m(i—m+]) Yı,m—ı, (63, 22) 
(Mz + im,) Ym = —-hylti—m)i+m+]1) Yım+ı. (63, 22°) 


Die beiden letzten Gleichungen erhält man auf Grund der Eigenschaften der Kugelfunktionen!). 

Setzen wir y, und y, aus (63, 20) in die Gleichungen (63, 19) ein und benutzen wir (63, 21) und 
(63, 22), so erhalten wir nach Kürzung der ersten Gleichung durch h?Y,„, und der zweiten durch 
h? Y,, m+1 


ka+n+ I+mla-NUFmFne=mb= 10, (63, 23) 


3 lee a me sr un nen 
Ra+n+4-m- 1a -V@FmFDR=me= 2, (63, 23°) 
worin 
ı- 8 63, 24 
m ( ‚24) 


!) Siehe Anhang V, die Formeln (33, 34). 
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Damit diese Gleichungen von Null verschiedene Lösungen haben, muß ihre Determinante gleich 
Null sein. Das erhalten wir aus der Gleichung zur Ermittlung von A 


Ta+D+S+m-4 -Yürm+DE-m 


3 =, (63, 25) 
—-Y(+m+1))(i—m) Idl+ era 
Daraus finden wir zwei Wurzeln : 
1 1 
1-(145) #145): (63,26) 
Setzen wir sie (63, 24) gleich, so erhalten wir die gesuchten Eigenwerte von 1%: 
1 3 
2 _ p2 a = 
l 1 
2 — h2 RBERUFEIEER — 4‘ 
i [1 >) (+ 5): (63, 27°) 


Der erste Ausdruck entspricht der Summe, der zweite der Differenz des Bahn- und Spinmoments. 
Setzen wir den Wert für A in die Gleichungen (63, 23) ein und lösen wir sie auf, so finden wir @ 
und 5 und damit auch die Eigenfunktiönen (63, 20). Dabei normieren wir sie so, daß + 5? =1. 

Einfache Rechenoperationen führen zu folgenden zum Eigenwert (63, 27) gehörigen Eigen- 
funktionen 


Im m=- 1+1 Yım+ı (63, 28) 


I—m I+m+l1l i 
Y= Vi m, %p= VER Yım+1.: (63, 28°) 


Wie wir sehen, sind die Lösungen entartet. Tatsächlich kann man bei gegebenem /! verschiedene 
Zahlen fürm=0, +1, +2,...., + ! wählen und der Eigenwert von j? hängt nicht von m ab. 
Die Ursache dieser Entartung liegt darin, daß bei gegebener Größe des Drehimpulsquadrates j? 
für dieses verschiedene Raumrichtungen möglich sind. Um sich davon zu überzeugen, wollen wir 
beweisen, daß die Lösungen (63, 28) und (63, 28’) zugleich auch Eigenfunktionen des Operators jz 
der Komponente des Gesamtdrehimpulses in der z-Richtung sind. 

Die Gleichung für die Eigenfunktionen des Operators j, lautet ja 


sy = %y (63, 29) 
oder in entwickelter Form 
h|1 0 Yı Yı 
(me +) 9 = {ms + 2 al) v| — IYel' 
Daraus erhalten wir unter Benutzung von (63, 21): 
h 
| (r m-+ 3) Yı 0 1 
‚ == (m ne 5) . =) . ’ (63, 30) 
2 2 
(rm +. 3) Yy 0 
d.h. unsere Lösungen gehören zum Eigenwert 
1 
= (m +5) . (63, 31) 
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Wenden wir uns nun den Lösungen (63, 28) und (63, 28°) zu, so sehen wir, daß in der ersten Lösung 
m die Werte m = — (!+1) (wobei y, =0), —4, —!-+1,...0,12,...,!, und in der zweiten 
die Wertem = — 1, —!+1,...0,1,2,...(2 — 1) durchlaufen kann (bei m = lsind y, = y,=0). 


Führen wir jetzt die Quantenzahl j = I+ >= I+Loderj=|i—-L| = 1-2 ein, können 
wir (63, 27) und (63, 27’) in der Form von (63, 10) darstellen. Und führen wir schließlich den Aus- 
druck m; = m+ 25 auf Grund des über die möglichen Werte von m bei gegebenem } Gesagten 
ein, so erhalten wir die Formel (63, 11). 


864. Die Numerierung der Terme unter Berücksichtigung des Elektrospins. Die 
Multiplettstruktur der Spektren 


Wir kennzeichneten den Zustand eines Elektrons, das sich in einem Zentralfeld 
bewegt, durch die drei Quantenzahlen », !, m. Die Energieniveaus Z,; dieses Elek- 
trons waren durch zwei Quantenzahlen n, ! bestimmt. Dabei ließen wir den Elek- 
tronenspin völlig unberücksichtigt. Berücksichtigen wir auch den Spin, so wird 
der Zustand y„ım (r, 9, 9) verdoppelt sein, da zwei Spinrichtungen möglich sind: 


1 
,;=hm, ; n-%7z- (64, 1) 


Somit tritt zuden drei Quantenzahlen, die den Zustand des Elektronenschwerpunkts 
bestimmen, noch eine vierte, m,, hinzu, die den Spin des Elektrons bestimmt. Unter 
Berücksichtigung des Spins setzen wir für die Wellenfunktion des Elektrons 
Ynimm (1, ©, 9, &). Da wir jetzt die Wechselwirkung des Spins mit der Bahn- 
bewegung nicht berücksichtigen, so kann nach (59, 5) diese Formel in folgender 
Form dargestellt werden: 


VUnimm; (r, d, ®, 8) == Vnim (r, v, 9) Sms (82) (64, 2) 


(wobei wir den Index « der Funktion $ diesmal durch m, ersetzen). Das entspre- 
chende Energieniveau ist 
E = E nl« (64, 3) 


Die vier Quantenzahlen können folgende Werte annehmen: 


1 
n=1,2,3,..., O<l<n—]l, —!I<sm<sil, eg (64, 4) 


Für jeden Term E„; haben wir 22! + 1 Zustände, die sich durch die Richtung des 
Bahndrehimpulses unterscheiden. Jeder von ihnen zerfällt seinerseits in zwei durch 
den Spin unterschiedene Zustände. Insgesamt haben wir also 2 (2! 1) Zustände. 
Es besteht somit eine 2 (21 + 1)-fache Entartung. 

Berücksichtigt man jetzt nochdie schwache Wechselwirkung des Spins mit dem 
Magnetfeld der Bahnströme, so wird die Zustandsenergie außerdem noch von der 
Richtung des Spin $ gegenüber dem Bahndrehimpuis m abhängen. Wir führen hier 
die Berechnung dieser Wechselwirkung nicht durch, da die Korrektur für die 
Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung von der gleichen Größenord- 
nung ist wie die Korrektur, die aus der Abhängigkeit der Elektronenmasse von der 
Geschwindigkeit folgt. Die richtige Ausrechnung.der Niveauaufspaltung fordert also 
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in diesem Falle eine relativistische Gleichung für die Elektronenbewegung, deren 
Behandlung aus dem Rahmen dieses Lehrgangs fällt!). Wir begnügen uns mit einer 
qualitativen Analyse dieser Aufspaltung und der Abschätzung ihrer Größe. Das 
magnetische Moment Mz des Elektrons bewegt sich im Feld 9, des Bahnstroms. 
Seine Energie ist in diesem Feld gleich 


AE = —Mp9ı. (64, 5) 


Die Größe des Magnetfeldes 9, können wir als das Magnetfeld eines den Bahn- 
strömen äquivalenten Dipols, d.h. eines Dipols mit dem Moment MM, auffassen. 
Dieses Feld ist gleich?) 


IM M 
9-7: (64, 6) 


worin r der die beiden Dipole M;, und M B verbindende RBadiusvektor ist. Da uns 


. “ ® .. E ® M, 
nur die Größenordnung von AH interessiert, so können wir H,» —-annehmen, 
a 


worin a eine Länge von der Größenordnung inneratomarer Abstände (10-8cm) ist. 
Dann folgt 
M,Mı 


AE= eu COS (Ms, 9:) ; (64, 7) 


Die Momente WW, , WM; sind der Größenordnung.nach gleich dem Bonzschen Magneton 
(9.10-2! cgs-Einheiten), und cos (M, 9) kann infolge der Eigenschaften des Spins 
nur zwei Werte + 1 annehmen (je nachdem, ob er mit dem Feld 9, oder diesem 
entgegengesetzt gerichtet ist). Setzen wir die Zahlenwerte in (64,7) ein, so erhalten. 
wir für AE + 8.10% erg. Diese Größe ist klein im Vergleich zu den Energieunter- 
schieden zwischen den Niveaus, die sich durch die Zahlen », ! voneinander unter- 
scheiden, und daher liegen die entstehenden neuen Spektrallinien nahe beiein- 
ander. Für das in $ 57 erwähnte Dublett des Na z. B. (Linien 5896 Ä und 5890 Ä) 
ist AE= 2,8.10-15 erg. 

Die Multiplizität der Spektrallinien läßt sich also durch die Richtungsunterschiede 
des magnetischen Spinmomentes gegenüber dem inneren Magneifeld des Atoms er- 
klären. 

Aus dem Dargelegten geht hervor, daß bei Atomen mit nur einem Leuchtelektron 
nur Dubletts (Doppellinien) entsprechend den beiden Richtungen des Elektron- 
spins möglich sind. Diese Schlußfolgerung aus der Theorie wird durch die Spektral- 
daten vollauf bestätigt?). 

Wenden wir uns jetzt der Numerierung der Atomniveaus unter Berücksichtigung 
der Multiplettstruktur zu. Bei der Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen 
Spin und Bahn besitzt weder das Bahnmoment m noch das Spinmoment 8 im Zu- 
stand mit einer bestimmten Energie einen bestimmten Wert (sie sind nicht mit dem 
HamItTonoperator vertauschbar. Nach der klassischen Mechanik hätten wir eine 
Präzession der Vektoren m und 8 um das Gesamtmoment 


j=m+s, (64, 8) 


it) Siehe: [16]. Die Berechnung der Aufspaltung bringt [4]. 
2) Siehe z. B.: [56]. 
$) Näheres siehe: [24]. 
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wie das auf Abb. 41 gezeigt wird!). Das Gesamtmoment bleibt dabei konstant. Ent- 
sprechendes gilt auch in der Quantenmechanik. Bei Berücksichtigung der Spin- 
wechselwirkung besitzt nur das Gesamtmoment jim Zustand mit einer gegebenen 
Energie einen bestimmten Wert (es ist mit dem HAMILTONopera- 
tor H vertauschbar). Daher hat bei Berücksichtigung der Spin- 
Bahn-Wechselwirkung die Klassifizierung nach den Werten des 
Gesamtmoments j zu erfolgen. 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wird das Gesamt- 
;  momentnachden gleichen Regeln wie das Bahnmoment gequantelt. 
Führt man nämlich die Quantenzahl jein, diedas Gesamtmoment | 
bestimmt, so gilt 


N 


2 == h27(5+ 1) s (64, 9) 


und die Komponente von jin einer willkürlichen z-Richtung besitzt 
den Wert 


.—=hm, (64, 10) 
Abb. 41. Die 

Addition des wobei 
Spin- und des 1 
Bahnmoments j=l+l, L=— (64, 11) 
und ihre Prä- 2 


dad ist, wenn das Spinmoment zum Bahnmoment parallel und 


samtmoments j. 


j=|1—1|, (64, 12) 


wenn sie antiparallel sind. Ähnlich ist die Quantenzahl m,, die die Projektion von j 
auf die z-Richtung bestimmt, gleich 


1 
my=m-+ m, m=+7: (64, 13) 
Da !, m ganze und /,, m, halbe Zahlen sind, so ist 


135 1 3 

= —, —, —, 0: —— a ee ag ) 
IF9,9,7° » Mm; A es ua (64, 14) 
Der Energieterm wird je nach der Richtung des Spins verschieden sein, und zwar 

1 

verschieden fürj=!-+ und j=i— 5 Daher müssen in diesem Fall die Energie- 
niveaus durch die Werte der Hauptiquantenzahl n, den Wert der Bahnzahl I und die 
‚Zahl j charakterisiert werden, die das Gesamtmoment bestimmt, d.h. in diesem Fall ist 
E = En: (64, 15) 


Die Wellenfunktionen werden von der Spinvariablen s, abhängen und für verschie- 
dene ;j verschieden sein: 


Yntims = Ynljms (r, d, P &). (64, 16) 
1) Einzelheiten über die halbklassische Theorie siehe: [11]. 
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(In diesem Fall werden die Variablen r,d, @ und s, nicht separiert.) Die Energie- 
niveaus liegen bei gegebenem ! und verschiedenem 5 nahe beieinander, denn es han- 
delt sich hier um den Unterschied in der Wechselwirkungsenergie zwischen Spin 
und der Bahnbewegung bei zwei verschiedenen Spinrichtungen. Die vier Zahlen 
n, I, j und m; können folgende Werte annehmen: | 


n=1,2,3,..., (64, 17) 
0<!I<n-—], (64, 17’) 
j=1+l, oder |I— |, =>; (64, 17”) 


—i<mXj. (64, 17°) 


Die Größe des Bahnmoments / wird (wie wir bereits erklärten) in der Spektroskopie 
durch Buchstaben gekennzeichnet: 


p(l=|]), fi=3),... 


Die Hauptquantenzahl n wird vor den Buchstaben gesetzt. Rechts unten wird die 


si= 0), di= 2), 


Zahl 5 angegeben. Das Niveau (der Term) mit z.B.n=3,1=1,j = S_ wird daher 
wie folgt bezeichnet: 39 8- Mitunter wird noch 
ein Zeichen hinzugefügt: 32p 8- Die Zwei links 


2 EEE —_ 125 1,n22,1.0,je} 


oben zeigt an, daß der Term 329 ; zu den Du- | 
bletts (Doppelterms) gehört. Im Fall eines ein- | 
| 
| 


zigen Leuchtelektrons ist diese Angabe über- 
flüssig, da dann alle Niveaus Dubletts sind 


G=!-+l, und j=|!-—|,|, ausgenommen ZIP: (zphnezuleh je} 

Hatürlich die a wo Al 0). i 2’P, Zw I2pehn-Zi-t, je} 
Bei der Untersuchung des Heliums werden wir | | 

einer komplizierteren Multiplettstruktur be- m | 

gegnen. Dort bestehen infolge der Existenz 2 8 | 

zweier Elektronen einfache Terme (Singuletts) ee 

und dreifach aufgespaltene Terme (Tripletts) | 

(s. $ 118). Um diese Fälle zu unterscheiden, wird 175% Dev (Ishinsh,le0,je} 


der die Multiplizität des Niveaus angebende In- 
dex beibehalten. Das Niveau also, das nach der 
üblichen Methode (64, 15) mit E,, ,, 3 bezeichnet 


Abb. 42. Die Multiplettstruktur des 
2»-Terms des Natriumatoms. (Die 
Linien 5889,963 Ä und 5895,30 Ä 
bilden das bekannte Natriumdublett, 


wurde, wird spektroskopisch durch 329; gekenn- 


zeichnet. 

Auf Abb. 42 ist das Schema der Niveaus eines 
wasserstofähnlichen Atoms (d.h. eines Atoms 
mit einem Leuchtelektron) wiedergegeben unter 
Berücksichtigung der Multiplettstruktur. Dort 


die gelben Linien D, und D,). Der 
2s-Term ist von den 2p-Termen weit 
entfernt, wie das in wasserstoffähn- 
lichen Atomen sein muß (die |p|-Ent- 
artung ist aufgehoben). 


sind auch die Quantenzahlen und die spektroskopischen Bezeichnungen angeführt. 
Zu jedem der untersuchten Niveaus E„,,; gehören 27j+ 1 Zustände, die sich 
- durch die Zahl m,;, d.h. durch die räumliche Richtung des Gesamtdrehimpulses 
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unterscheiden. Nur bei Anlegen eines äußeren Feldes können diese zusammenfallen- 
den Niveaus getrennt werden (s. die Theorie des zusammengesetzten ZEEMAN- 
Effekts, $ 73). Bei Abwesenheit eines solchen Feldes haben wir eine (27 + 1)-fache 
Entartung. So besitzt der2s,-Term eine zweifache Entartung, d.h. es gibt zwei 


Zustände, die sich durch die Spinrichtung unterscheiden. Der 2p,-Term besitzt eine 
2 
vierfache Entartung entsprechend den Richtungen von j 


1 3 
mM; = edr +7: 
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S 65. Die Problemstellung 


Nur in sehr wenigen Fällen läßt sich die Aufgabe der Bestimmung von Energie- 
niveaus (d. h. die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Energieoperators H 
aufzufinden) mit Hilfe der in der Mathematik bekannten Funktionen lösen. Für die 
meisten Probleme der Atommechanik gibt es keine so einfachen Lösungen. Daher 
sind die sehr oft vorkommenden Fälle von besonderer Bedeutung, wo das fragliche 
Problem auf ein einfacheres mit den bekannten Eigenwerten Z® und Eigenfunk- 
tionen %? zurückgeführt werden kann. Diese Möglichkeit ist in jegen Fällen gegeben, 
wo der Energieoperator H des zu untersuchenden Systems sich nur wenig von dem 
Operator H° eines einfacheren Systems unterscheidet. 

Die genaue Bedeutung des Ausdrucks ‚die Operatoren unterscheiden sich nur 
wenig‘ wird aus dem Folgenden klar werden. Jetzt führen wir die Fälle auf, die in 
den Kreis der angenähert lösbaren Aufgaben gehören. | 

Nehmen wir an, wir kennen die Wellenfunktionen und Energieniveaus der Elek- 
tronen, die sich im Atom bewegen. Uns interessiert, wie sich die Energieniveaus und 
Wellenfunktionen ändern werden, wenn wir das Atom in ein äußeres elektrisches 
oder magnetisches Feld bringen. 

Die bei den Experimenten zu erzielenden Felder sind meist klein im Vergleich 
zum inneratomaren CouLomgfeld!). Die Wirkung des äußeren Feldes kann als kleine 
Korrektur, oder, wie wir uns ausdrücken werden, als Störung betrachtet werden 
(dieser Ausdruck ist der Himmelsmechanik entlehnt und wurde ursprünglich an- 
gewandt, um den von einem Planeten auf einen anderen ausgeübten Einfluß zu be- 
zeichnen). Auf gleiche Weise können auch die schwachen Wechselwirkungen der 
Elektronen innerhalb des Atoms, z. B. die magnetischen, in manchen Fällen aber 
auch dieCouLoMgschen Wirkungen erfaßt werden. Die allgemeinen Lösungsmethoden 
für solche Aufgaben bilden den Gegenstand der Störungstheorie. 

Wir beschränken uns vorläufig auf die Untersuchung solcher Fälle, wo der Ener- 
gieoperator H ein diskretes Spektrum besitzt. Der gegebene HAmILToxoperator H 
sei gleich 


H=H,+W. (65, 1) 


Den Zusatz W betrachten wir als klein und bezeichnen ihn als Störungsenergie (oder 


!) Im Falle des elektrischen Feldes lassen sich mit den inneratomaren vergleichbare Felder er- 
zielen. Vgl. $ 99. 
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zuweilen kurz als Störung). Ferner nehmen wir an, daß die Eigenwerte EV des Opera- 
tors H° und seine Eigenfunktionen %° bekannt sind, so daß 


Hy = El y®. (65, 2) 


Unsere Aufgabe besteht darin, die Eigenwerte E, des Operators H und seine Eigen- 
funktionen zu finden, Diese Aufgabe läuft, wie wir wissen, auf die Lösung der 
'ScHRÖöDINgERgleichung 

Hy=Evy. (65, 3) 
hinaus. 

Die Gleichung (65, 3) unterscheidet sich von der Gleichung (65, 2) nach (65, 1) 
durch ein Glied Wy, das wir als klein annehmen. 

Für die angenäherte Lösung der Aufgabe durch die Methode der Störungstheorie 
schreibt man zunächst die Gleichung (65, 3) in einer Darstellung, in der man als 
unabhängige Variable die Eigenwerte E?. des Operators H’wählt, d.h., man nimmt 
die Gleichung (65, 2) in der „EB“ -Darstellung. Waren der Operator H (65, 1) und 
damit die Gleichung (65, 3) ursprünglich, wie das meist der Fallist, in Koordinaten- 
darstellung gegeben, so müssen wir aus dieser Darstellung zur ‚„E%“-Darstellung 
übergehen. Dabei schreiben wir, wie oben, nur eine Koordinate x hin. Wenn nötig, 
kann man unter x eine beliebige Zahl von Variablen, ebenso wie unter dem Index „ 
der Wellenfunktion %, eine Reihe von Quantenzahlen verstehen. Die Eigenfunk- 
tionen des Operators H° seien in der Koordinatendarstellung (,,x‘‘-Darstellung) 
y®, (x). Wir entwickeln die gesuchte Funktion y(x) nach den Funktionen y? (x) 


y(a)= =2 on Yn(R). (65, 4) 


Dann bildet die Gesamtheit aller c, die Funktion y in der ‚EP‘-Darstellung. 
Setzen wir (65, 4) in die Gleichung (65, 3) ein, multiplizieren wir sie mit y?* (x) 
und integrieren wir über x, so erhalten wir 


P3 Hann E Cm; (65, 5) 
n 
worin H,„n das Matrixelement des Operators H in der „E%‘-Darstellung ist: 
Hnn=[ym- Hyn-de. (65, 6) 


Die aus den Elementen H mn gebildete Matrix ist der Operator Hin der ‚„E%‘-Dar- 
stellung. Berücksichtigen wir (65, 1) und (65, 2), so bekommen wir 


Hun = [ya (H’+W) vn de= 


EEE (65, 6’) 
= [ymH’yn dx um 2 Wyl-d« >> Er Ömn-+ Wann: 


worin W „nn das Matrixelement der Störungsenergie in der ‚„ZP“-Darstellung ist: 


Wan=|ym Winde. (65, 7) 
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Die aus den Elementen W,„,„ gebildete Matrix ist der Operator W in der gleichen 
Darstellung. Setzen wir (65, 6’) in (65, 5) ein, so erhalten wir 


oder i 
[EI + Wam— Eltm+ X Wann nd, (65, 9) 
nm 


worin n bei festem m alle Indexwerte der ungestörten Eigenfunktionen durchläuft. 
Bisher haben wir von der Voraussetzung, daß die W„.„ klein sind, noch keinen Ge- 
brauch gemacht, d.h., die Gleichung (65, 9) ist exakt. Die Aufgabe der Störungs- 
theorie besteht darin, die Voraussetzung von der Kleinheit der Größen W „.„ zu ver- 
werten. Um den Grad der Kleinheit von W deutlich zu machen, setzen wir an: 


W=iw, (65, 10) 


worin Aein kleiner Parameter ist. Bei A = 0 geht der Operator H in den Operator H° 
über. Die Gleichung (65, 9) wird dann: 


[Eu + Aunm — Elm + A una nd. (65, 11) 
nm 


Wir wollen sie nach Potenzen von / entwickeln, wobei wir A als kleine Größe be- 
trachten. Bei A = 0 erhalten wir aus (65, 11) einfach die Gleichung (65, 2) in der 
„E%“-Darstellung 
(EI, — E) cm = 0 (65, 12) 
mit den Lösungen 
EU - ED, Pz1ı. (65, 13) 


Bei kleinen Werten von A ist natürlich zu erwarten, daß die Lösungen der Glei- 
chungen (65, 11) in der Nähe der Lösungen der Gleichungen (65, 12), d.h. nahe 
(65, 13) liegen werden. Wir können diese Voraussetzung berücksichtigen, indem wir 
die Eigenfunktionen c,, der Gleichung (65, 11) und ihre Eigenwerte EZ, als Reihen 
nach Potenzen A darstellen: 


man + Amt Ah +... (65, 14) 
und 
En—= E” + 1EW + A2E®WL... (65, 15) 


Bei 4 = 0 gehen (65, 14) und (65, 15) in (65, 13) über, wobei E,, gleich E® sein muß. 
Es zeigt sich, daß die Lösung der Gleichungen (65, 11) wesentlich davon abhängt, 
ob die Zustände des Systems H entartet sind oder nicht. Sind sie entartet, so ge- 


hören zu jedem Eigenwert EN”, mehrere Eigenfunktionen um; sind sie nicht entartet, 
nur eine Funktion. Diese beiden Fälle wollen wir jeden für sich untersuchen. 


8 66. Störung bei fehlender Entartung 


Jedem Eigenwert E) einer nicht gestörten Gleichung (65, 2) möge nur eine Eigen- 


funktion KIM und dementsprechend eine Amplitude c) zugehören. Setzen wir in die 
Gleichung (65, 11) die Reihen (65, 14) und (65, 15) ein und fassen wir die Glieder 
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mit gleichen Potenzen zusammen, dann bekommen wir 


[2% — 29) 9 + 2 {wm — BO] Od + [EI — BO) D 4 Dun cO\ 
R Mr) 2) „(0) .. 
+22 [tom — EW] cm — ER ch win 
+ m EO) m + Zum) te =0. 
nm 


In dieser Darstellung kann man die Gleichung (65, 11) leicht mit der Methode 
der sukzessiven Approximation lösen. Wir erhalten die nullte Näherung, wenn wir 
) = O setzen. Dann ist 


[Ed — E01 0, m=1,2,3,...,k,... . (66, 2) 


Das ist die Gleichung für das nichtgestörte System H°. Nun interessiert uns die 


Änderung des Niveaus E% und der Eigenfunktion y° unter dem Einfluß der Störung 
W. Dazu wählen wir aus (66, 2) die Lösung mit m = k: 


EO — Ei, cn = Öms; (66, 3) 


d.h. alle c{ — 0, mit Ausnahme von c® =]. 
Die Lösung (66, 3) bezeichnen wir als Lösung in der nullien Näherung. Wir setzen 
diese Lösung in (66, 1) ein und finden die erste Näherung. Die Substitution ergibt 


2 [mm — EV] One + (Em — Ei) + I Wmn Önr! +O(A2)= 0, (66, 4) 
nm 


worin O(A?) alle Glieder der Ordnung 4° und höher bezeichnet. Wenn wir uns auf 
die erste Näherung beschränken, können wir diese Glieder als klein annehmen und 
fortlassen. Dann erhalten wir 


[wm — EV] öma + (Em — Ei) cn + I mn m 0. (66, 4°) 


nm 


Wählen wir aus diesen Gleichungen die mit m = k, so bekommen wir 
Wr — EV —= 0, (66, 4”’) 
Daraus finden wir die Korrektur für Z% in der ersten Näherung: 


EV = wer. (66, 5) 
Aus den Gleichungen mit m + k finden wir die Korrekturen für die Amplituden en. 
Aus (66, 4’) erhalten wir bei m #& k 


(ER — Ei) ch + ums 0. (66, 4°”) 
Daraus folgt 
(1) Wm k 
c ‚m=+k. (66, 6) 
"—B_ EM, 
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Jetzt suchen wir die zweite Näherung. Dazu müssen wir die Glieder mit A? berück- 
sichtigen. Setzen wir die erste Näherung (66,5) und (66, 6) in (66, 1) ein, so finden 
wir 
(Umm — Wer) an — EO6nı+ (En — Er)ch 
E,;,-2, 
(66,7) 
ae St o0a)—0, 


nk kTIDn 


worin wieder 0 (4°) alle Glieder gleicher oder höherer Ordnung als A? bezeichnet sind. 
Vernachlässigen wir diese Glieder, so erhalten wir,die Gleichung zur Bestimmung 


von E® und c® (zweite Näherung). Dabei wird Gleichung (66,7) mit m = k 


WknWnk 
— 58) 1 (66, 7°) 
& BE 


Daraus finden wir die Korrektur für die Energie in zweiter Näherung: 


A 66, 8 

& Fer (66, 8) 
Aus den Gleichungen mit m + % finden wir 

Den en; want m: Im nt _, mukınkk. (66,9) 


(EI — EO)\(EI— EI) 


Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, wobei man zu immer genaueren Nähe- 
rungen gelangt. Wir begnügen uns mit der zweiten Näherung und schreiben das 
Ergebnis auf. Nach (65, 15) (65, 16) und (66, 3), (66, 5), (66, 8) und (66, 9) haben wir: 


Wen Wnk 
Er= ER + Aw + 22 1.0(48), (66, 10) 
i PN m 
= 1, 
Wr k Wmn Wnk Wr Wk (66, 11) 
CHd=iA— —— +72 sen I Dong hl En O(1?). 
m_ 5 12 @_ #5) (W,— as 2 


Aus diesen Formeln ist zu ersehen, daß die Voraussetzung der Kleinheit des Ope- 
rators W im Vergleich zu HP bedeutet, daß auch das Verhältnis 


Alm 


———|<l, n+m; (66, 12) 
En — Em 


klein ist. Bei Erfüllung dieser Bedingung sind die Korrekturglieder in (66, 10) und 
(66, 11) klein, und die Eigenwerte E, des Operators H und seine Eigenfunktionen 
Cm(k) liegen nahe bei den Eigenwerten und Eigenfunktionen des Operators H°. Die 
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Bedingung (66, 12) ist die Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Störungstheorie. 
Auf Grund von (65, 10) kann diese Bedingung auch geschrieben werden: 


en 1, NM, 66, 13 
Em — En nn 
worin W,„..„ die Matrixelemente des Störungsoperators sind. 

Unter Verwendung von (65, 4) und (66, 6) sowie (66, 5) können wir unsere Lösung 
in der ‚„x“-Darstellung schreiben 


W 
yua)= yla)+ I nl) + (66, 14) 
Pr E—-E, 
H=E+Wat+', Wurm [pr-Wyr de. (66, 15) 


Aus der letzteren Formel ist ersichtlich, daß die Korrektur für die Niveaus in erster 
Näherung gleich ist dem Mittelwert der Störungsenergie im ungestörten Zusiand (y}). 


Aus der Bedingung (66, 13) für die Anwendbarkeit der Störungstheorie geht unmittelbar her- 
vor, daß der Erfolg der Näherungsrechnung davon abhängt, welches Energieniveau wir berechnen. 
So drückt sich z. B. im CouLomgfeld der Energieunterschied benachbarter Niveaus durch die 
Formel 

1. 1 


0 0 TEE el We er 7 
Eu Eur = -2(5 (n + „)- n?(n + + pP 
aus. Bei kleinen n kann diese Größe bedeutend größer als W„,n + 1 sein. Für große n dagegen nähert 
sie sich Null wie R ‚ und die Bedingung (66, 13) kann nicht mehr erfüllt werden. Die Methode 


der Störungstheorie kann sich also bei der Berechnung der Korrektur für niedrige Energie- 
niveaus als brauchbar, für hohe aber als ungeeignet herausstellen. Dieser Umstand darf bei der 
Anwendung der Störungstheorie auf konkrete Probleme nicht übersehen werden. 

Ferner gibt es einige Sonderfälle, bei denen die Bedingung (66, 13) zwar erfüllt ist, aber die 
Quantenzustände der Systeme H und H® sich trotzdem wesentlich voneinander unterscheiden. 
Es handelt sich hier darum, daß die Störungsenergie W eine Formbesitzen kann, durch die sie das 
agymptotische Verhalten der potentiellen Energie U(x) wesentlich verändert. Nehmen wir an, ein 

harmonischer Oszillator wird der Störung W = Aa? 


U) unterworfen. Die SCHRÖDINGERgleichung lautet 
dann: 
ee NL 2 3 
353m tz "yriay=Ey. (66,16) 


Bei A=0 erhalten wir die Gleichung für einen 
harmonischen ÖOszillator mit dem diskreten Ener- 


'giespektrum Zu, = h w, (r + 5) . Die Matrixele- 
mente der Störung 


Abb. 43. Die Kurve der potentiellen Ener- Wrn= M°)mn 
gie (die gestrichelte Kurve). 


können bei kleinem A im Vergleich zu Em — En 
—= ho, (m — n) beliebig klein sein. Trotzdem 
besitzt die Gleichung (66, 16) bei jedem A ein kontinuierliches Spektrum und nur bei A = 0 eindis- 
kretes Eigenwertspektrum. Denn die potentielle Energie U(x) = uw? x2/2 + A2° zeigt die in 
Abb. 43 wiedergegebene Form. Bei jedem Wert von E wird für große negative x-Werte 
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U(z)< E,d.h., der asymptotische Wert der potentiellen Energie ist kleiner als Z. Das Eneıgie- 
spektrum muß daher kontinuierlich sein. 

Welchen Sinn haben in diesem Fall die angenäherten Funktionen y„(x) und Niveaus Z„, die 
wir aus y, und Z„ mit der Methode der Störungstheorie unter Benutzung der Kleinheit des Para- 
meters errechnen können? Es zeigt sich, daß die für kleine A nach der Methode der Störungstheorie 
gefundenen Funktionen %,„(x) dadurch gekennzeichnetsind, daßsie in der Nähe der Potentialmulde 
U(x) groß und außerhalb von ihr klein sind. In Abb, 44 ist die Kurve der potentiellen Energie 
U(xz) aus Abb. 43 noch einmal aufgetragen, außerdem das Quadrat des absoluten Betrages der 
Wellenfunktion |% (x)|?. Abb. 44a entspricht dem Fall, daß die Energie E= E„=En ist. Ist 
jedoch die Energie E nicht gleich E,„, dann nimmt die Funktion yz (x) in der Entfernung von dem 
Potentialtopf zu (s. Abb. 44b). Im ersten Fall können wir sagen, daß die Teilchen sich in der Nähe 


a b 


Abb. 44. Die potentielle Energie U (x) = — x? + A2° und die Wahrscheinlichkeitsdichte | y |. 
a.fürE=E, b. für£E&E, 


der Gleichgewichtslage x = 0, gewissermaßen „im Atom‘, befinden. Im zweiten Fall befinden 
sie sich vorwiegend außerhalb desselben, unendlich weit entfernt. Stationäre Zustände können in 
diesem Fall nur dann auftreten, wenn sowohl ins Unendliche fortgehende wie auch aus ihm 
kommende Wellen existieren, sodaß der durch eine um das Atom gelegte Oberfläche fließende 
Teilchenstrom gleich Null ist. Dieser Fall bietet wenig Interesse. Häufiger hat man es mit dem 
Fall zu tun, wo nur eine auslaufende Welle vorhanden ist (s. $97). Dann existieren überhaupt 
keine stationären Zustände. 

Stellt man die Bedingung, daß nur eine auslaufende Welle vorhanden ist, dann beschreiben die 
durch die Methode der Störungstheorie gefundenen Funktionen %,„(x) das Verhalten der Teilchen. 
nur innerhalb einer beschränkten Zeit. Aber diese Zeit kann in Wirklichkeit sehr lang sein, und 
zwar um so länger, je geringer der Wert des Parameters A ist. Zustände dieser Art y„(x) und die 
ihnen entsprechenden Niveaus E, werden wir als quasistationär bezeichnen. 


$ 67. Die Störung bei bestehender Entartung 


In der Mehrzahl der praktisch wichtigen Aufgaben haben wir es mit dem Fall 
der Entartung zu tun, wenn im ungestörten System (H°) zum Eigenwertt E= E) 
nicht ein Zustand y?, sondern mehrere, wO,, wa, ... ., Wa, - . ., Yargehören. Wirkt 
jetzt eine Störung W 2 so läßt sich ohne besondere Untersuchung nicht sagen, 
welche der Funktionen %,, die nullte Näherung der Eigenfunktionen des Operators 
, H,-+: ” en wird. Wir können dann an Stelle der un uenerieine 
Wals es Waas - ++» Yay, die zum Eigenwert EA} gehören, neue Funktionen 001, 
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Des par nehmen, die aus den ersteren durch eine unitäre Transfor- 
mation hervorgehen: / 
0 0 
Pna= Si Gup Ynb (67, l) 
/ } u 
te Gyr = Ögor : (67, 2) 


Die Funktionen 9), sind als lineare Kombination der Funktionen y} p ebenfalls Lö- 
sungen der SCHRÖDINGERgleichung 


Hy, = Ey yn, (67, 3) 


die zum Eigenwert E,) gehören, und werden unter der Zusatzbedingung (67, 2) 
orthogonal sein, wenn die Funktionen y}„ orthogonal sind. Die Funktionen 9%, sind 
daher ebenfalls mögliche Funktionen der nullten Näherung, wobei es jedoch un- 
bekannt ist, welche Koeffizienten a,, zu nehmen sind, um die richtige nullte Nähe- 
rung zu erhalten. 

Zur Beantwortung dieser Frage benutzen wir die Gleichung (65, 9). Wir müssen 
sie aber jetzt modifizieren, indem wir die Bezeichnung präzisieren. Bei vorhandener 
Entartung besitzen die Eigenfunktionen des Operators mindestens zwei Indizes 
(n, «). (65, 4) muß daher genauer gefaßt, der Index n durch zwei Indizes n, « ersetzt 
werden. Dann erhalten wir 


PR)= Zen Yaz (®). (67, 4) 


Auf Grund dieser Gleichung nimmt Gleichung (65, 9) (indem wir n durch n, a; m 
durch m, 8 ersetzen) folgende Form an: 


[En + W nß,mß ar 5] CmpB + > Wanbna One 0, (67, 5) 
m, B=Fn,& 
worin | 
Wnpne= | Yms: Wyna ' de (67, 6) 


das Matrixelement der Störungsenergie ist, das man aus (65, 7) durch Einführung 
von neuen zusätzlichen Quantenzahlen erhält, die den Zustand numerieren. EP, ist 
die Energie des m-ten Energieniveaus für den nichtgestörten Zustand. Diese Energie 
hängt nicht von der Quantenzahl « ab (Entartung). 

Es seien jetzt das Energieniveau E, des gestörten Systems, das nahe bei E? liegt, 
und die entsprechenden Eigenfunktionen y,„(x) gesucht. Wir beschränken uns bei 
dieser Aufgabe auf die erste Näherung für die Niveaus und die nullte Näherung für 
die Funktionen. | 

Bei fehlender Entartung nahmen wir für die Funktionen der nullten Näherung 
an, daß sie mit den nichtgestörten identisch sind. Dementsprechend war c? = 
und die übrigen gleich 0. Das läßt sich bei vorhandener Entartung im allgemeinen 
nicht mehr erfüllen, denn wenn wir die Störung W in der nullten Näherung fort- 
lassen, so erhalten wir aus (67, 5) 


(ER, — E) Cp = 0. 
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Daraus ergibt sich c,; + 0 für E = ER. Das gilt aber nicht mehr für ein einziges 
C;p, sondern für alle zum Eigenwert Ex gehörenden, nämlich 4, fürß=1,2,...,f. 
Somit ist bei der nullten Näherung nicht eine Amplitude, sondern eine ganze Gruppe 
von Null verschieden. Die richtige nullte Näherung für die Funktionen des k-ten 
Niveaus wird daher sein: 


(0) ' 
C & — ° & (0) >) ei l, 2, [ . u >) 
° .. (67, 7) 
GO (n=+k). 


In dieser Näherung nehmen wir ausdem Gleichungssystem (67, 5) die, die von Null 
verschiedene c;, enthalten. Das sind die Gleichungen 


[ER + Wine — Ela + 2, Wirren = 0. (67, 8) 


Da wir uns mit der nullten Näherung für das k-Niveau begnügen, können wir den 
Index k weglassen (und nur im Gedächtnis behalten), wobei wir festsetzen: 


Wa Wip,ra= | vrs Wyru de, (67, 9) 


VO K=l,2,...,fr- (67, 9) 


Dann erhalten die Gleichungen (67, 8) folgende Form: 
0 0 & (0) 
[Er + Wis— E) G-+ > Win x = 0, ß = 1, 2; ey Ir. (67, 10) 
aß 


Bei ER haben wir den Index % beibehalten, um hervorzuheben, daß es sich um die 
Gruppe der f,-Zustände handelt, die zum Niveau ER gehören. 

Damit die Gleichungen (67, 10) von Null verschiedene Lösungen haben, muß die 
Determinante des Systems (67, 10) Null sein, d.h. 


Er Zu W;ı EB Wie Wırz 
W;ı Er + We —E Worr 
MB, a ee ee ek =0. (67,11) 
De ee Be rear be Bra Bo de | 
| Wer Sissi E— Wun—E 


Das ist eine algebraische Gleichung vom Grade f; zur Bestimmung von E. Sie wird 
oft Säkulargleichung genanntt). Aus ihr erhalten wir /, Wurzeln: 


E=E,,, Era; Par Exras oo... Eryr- (67, 12) 


Da die Matrixelemente W,. als klein angenommen werden, werden diese Wurzeln 
nahe beieinander liegen. Wir kommen folglich zum wichtigen Ergebnis: Ein ent- 
artetes Niveau (E}) zerfällt unter dem Einfluß einer Störung in eine Reihe eng benach- 
barter Niveaus (67, 12). Die Entartung wird also aufgehoben. Sind einige der Wur- 
zeln von (67, 12) einander gleich, so wird die Entartung nur zum Teil aufgehoben. 


1) Diese Bezeichnung ist der Astronomie entlehnt. 
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Für jede der Wurzeln Ex. (67, 12) erhalten wir für die Amplituden c{P’ eine Eigen- 
lösung aus der Gleichung (67, 10). Um zu betonen, daß die Lösung ce), c®, ,. ., 


ch ee 0% zum Niveau Er;. gehört, führen wir in ch einen weiteren Index « so 


ein, daß die Lösung der Gleichungen (67, 10) für Z;, folgende Form annimmt: 


0 0 0 0 
B=Hh.e=M, 0... al d.:.,he (67,18) 


Würden wir außerdem noch den Index % festhalten, so wäre c(® die vollständige 
Numerierung für ER . Die Gleichung (67,13) ist (in nullter Näherung) die an- 
gepaßte Wellenfunktion des Operators Hin der „E“-Darstellung. In der ‚„x“-Dar- 
stellung schreibt sich die Lösung (67, 13) wie folgt: 


Jk 
Yra = PT; vr (®). (67, 13°) 


Somit gehört jetzt zu jedem Niveau E = E;. eine Eigenfunktion 9;.,, die die Funk- 
tion der nullten Näherung für das gestörte System (H) ist. 

Der Unterschied zwischen den Funktionen (67, 13’) und (67, 1) liegt darin, daß 
in (67, 1) die Koeffizienten @,, [einschließlich der Orthogonalitätsbedingung (67, 2)] 
willkürlich, die Koeffizienten 0, dagegen in (67,13) bestimmt sind. Folglich stellen 
die Funktionen der nullten Näherung x, einen Spezialfall der Funktionen des 
nichtgestörten Zustands p}. dar. Wir bemerken, daß man sich bei Berechnung der 
weiteren Näherungen leicht davon überzeugen kann, daß (66, 12) wieder die Be- 
dingung für die Anwendbarkeit der Methode der Störungstheorie sein wird, die 
jetzt für den entarteten Fall die Form 


|Waunp, na |< | EH— En|.» (67, 14) 
annimmt. | 


Im $40 wurde gezeigt, daß die Aufgabe, die Eigenwerte und Eigenfunktionen eines beliebigen 
in Matrixform gegebenen Operators L zu finden, auf die Lösung der Gleichungen (40, 4) und (40,5) 
hinausläuft. Fassen wir in (40, 4) den Operator L als den Operator H der Gesamtenergie auf, 
so müssen wir im Falle der Entartung in (40, 4) unter dem Index n zwei Indizes » und «a, unter 
m ebenfalls zwei, m und f, verstehen. Als Ergebnis erhalten wir aus (40, 4) die Gleichungen 


I Hmß,na ns = ECmp, (67,15) 
N,%& 
die mit (67, 5) übereinstimmen, da 
Hmp, na = Em ÖOmn + Wnp,na . (67, 16) 


Die Gleichung (40, 5), die dem System (40, 4) entspricht, erhält in unserem Fall eine etwas 
kompliziertere Form, da die Zeilen und Spalten der Matrix des Operators H durch zwei Quanten- 
zahlen n und & numeriert sind, und zwar haben wir für jedes n f„ verschiedene Werte von «a 
(fn-fache Entartung). Die Zahl /„ nimmt mit steigendem n zu. Für das erste Niveau f, = 1 wird 
der Ausdruck ‚„‚Entartung“ nicht angewandt. 

Es ist nicht schwierig, die Elemente H„£,n. in eine Matrix zu ordnen. So kann man eine Spalte 
mit dem Paar (n, 1) und die folgenden mit (n, 2), (n, 3), ... ., (7, fn), numerieren. Darauf folgen die 
Spalten mit den Nummern (rn -+ 1, 1), (n+1, 2),... bis (an + 1, fn+1ı) usw. In ähnlicher Weise 
numerieren wir die Zeilen (m, 1), (m, 2), ..., (m, fm) usw. Bei einer solchen Numerierung der 
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Matrixelemente Ang, na kann die Gleichung für die Bestimmung der Eigenwerte EZ in folgender 
Form geschrieben werden [das ist dann die Gleichung (40, 5) für unseren Fall]: 


| Hıı,ıı -E | u.a... Hıı,2f: .. Hhu,kı......Hın,ap..- 


.. Hip,kı-- . Hrfı, fe — EB 


\ 


Die in Rechtecke gefaßten Matrixelemente beziehen sich auf das gleiche Energieniveau. Das im 
ersten Rechteck z. B. (ein Element) auf das Niveau k = 1, im zweiten auf k = 2, im dritten auf das 
Niveau k. Vernachlässigen wir die Matrixelemente, die sich auf verschiedene Niveaus beziehen, 
d.h. die Elemente vom Typ Hmß,nc (m + n) [diese Elemente sind nach (67,16) gleich Wmß,n«), 
so vereinfacht sich die Gleichung (67, 17) und bekommt die Form: 


0) Haı,seı -E. Aaı,af, Das nase ra he N ee 
Dr leere ee VE ee ee ea id 
0 Hay, ,.ı . Hof,, 2 — E N) a Ra ae ha ea ar are ee a eat 


—0. (67,18) 


Hrp,kı ... Hip,up — E 


Eine solche Matrix wird Stufenmatrix genannt. Ihre Determinante 4°(Z) zerfällt in ein Produkt 
von Determinanten niedrigeren Ranges, und zwart): 


Hz1,21— &-... Haı,ar 
AKE)= |Hı,n-—-E|.|.:-:.-.-::--er0reccere ne 

Hap,aı-- Hafsan  E 

Hrn,sı —E...Hr,cp 


...... .. .. >> eo 02a 0 02 0 08 580 + 


RS REES ER; (67,19) 


cz Hep,kı .-- Hafcfe — E 
1) Dieses Ergebnis erhält man sofort, wenn man die Determinante (67, 18) nach der üblichen 
Auflösungsregel: Multiplikation der Elemente mit den Minoren, auflöst. 
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Bezeichnen wir die zugehörigen Determinanten mit 4;, (E), so erhalten wir 


2° (E) = A, (E)- Ay (Ey)... Ay (E)...=0. (67, 20) 


Die Gleichung (67, 20) wird befriedigt, wenn 47, (E) = 0 oder Ay, (E) =, oder allgemein 45, (E) 
—=0. Die Wurzeln dieser Gleichungen geben in erster Näherung die Energie der ersten, zweiten 
und überhaupt der k-ten Stufe. Die Gleichung 


A; (E) = 0 (67, 21) 


ist identisch mit der Gleichung (67, 11), die auf anderem Wege gefunden wurde. 

Wir erklärten im $40, daß die Aufgabe, die Eigenwerte eines Operators zu finden, gleich- 
bedeutend mit der Aufgabe ist, seine Matrix auf Diagonalform zu bringen. Wir ersehen aus dem 
Besprochenen, daß das Verfahren zur Bestimmung der ersten Näherung darin besteht, daß wir die 
Matrixelemente, die sich auf verschiedene Niveaus beziehen, vernachlässigen. Damit wird die 
Aufgabe, eine unendliche Matrix in Diagonalform umzuformen, auf das Überführen endlicher 
Matrizen in Diagonalform [einzelner Matrizen in der Stufenmatrix (67, 18)] zurückgeführt. 


$ 68. Die Aufspaltung der Niveaus bei zweifacher Entartung 


Wir untersuchen jetzt den Sonderfall, daß eine Entartung durch eine Störung 
aufgehoben wird, wenn das uns interessierende Niveau des ungestörten Systems 
zweifach entartet ist. Zum Eigenwert Ex des Operators mögen zwei Funktionen. 
(fx = 2): yı und ye2 gehören. Zwei beliebige, aus ygı und y}z durch unitäre Trans- 
formation erhaltene Funktionen of} und oP, werden ebenfalls zum Niveau ZP ge- 
hörende Eigenfunktionen des Operators H’ sein. Diese Transformation können wir 
in folgender Form [s. (67, 1)] schreiben: 


Yrı = 4, Yrı 7 Ga vb, > (68, 1) 
Yr2 = ds] Yr1 + @s9 YL2 - (68, 1’) 
Um der Orthogonalitätsbedingung (67, 2) zu entsprechen, setzen wir an: 
am cd. , a» —=sind-e-iP, 
en, (68, 2) 
Gg, = — sind - elf, au, = 0080. e-iß, 
wobei 0 und ß zwei beliebige Winkel sind. Somit stellen 
Ykı — cos: ec? Yrı + sin 9 - ec‘? wre ; 
0 Lg iB 0 ip 0 (68, 3) 
%2= — sind -e Yrıt c080.e Yk2 


die allgemeinsten Ausdrücke für die Wellenfunktion dar, die dem zweifach ent- 
arteten Niveau El angehören. 

Die Orthogonalität und Normierung dieser Funktionen kann man leicht unmittel- 
bar überprüfen und sich auch davon überzeugen, daß die Koeffizienten a,s (68, 2) 
der Orthogonalitätsbedingung (67,2) genügen. Setzt man in (68, 3) ß = 0 = 0), so 
kommt man zu den Ausgangsfunktionen vr i u » zurück. Nun möge eine gewisse 
Störung W einwirken. Die nullte Näherung wird sich durch Funktionen ausdrücken 
lassen, die Funktionen des nichtgestörten Systems sind, d.h. durch Funktionen 
(68), und ihre Koeffizienten werden völlig bestimmt sein. Anders gesagt, die 
Werte der Winkel 0 und f werden von der Art der Störung W abhängen. Zur Er- 
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mittlung dieser Winkel suchen wir unmittelbar die Koeffizienten c, und c, in der 
Überlagerung 
0 0 ’ 
.P=CYı + CaY%r2. (68, 4) 


Entsprechend der vorhin dargestellten Theorie bestimmen sich diese Koeffizienten 
aus der Gleichung (67, 10), die in diesem Spezialfall die Form 


[Br+ Wu — Ela + W2o=0, 
[DE + Wa — Elia + Wac = 0 


annimmt, worin W,1: Wis: Wa: Wa, die Matrixelemente der Störungsenergie sind: 


(68, 5) 


Wı=/[wi Wurde, (68, 6) 
WW — [yr2 Wine’ de, (68, 6’) 
Wis = w5, = [yı° Wing‘ dx. (68, 8”) 


Die Säkulargleichung (67, 11) nimmt dann die Form an: 


A (E)= | "u: Wa |-o, (68, 7) 
worin e die Korrektur der Energie des Niveaus & ist: 
e=E—H. (68, 8) 


Entwickeln wir die Determinante (68, 7) und lösen wir die so erhaltene quadra- 
tische Gleichung, dann erhalten wir zwei Wurzeln: 


W W Y- — Ws)? 
te ua m,le. (68, 9) 


Aus den Gleichungen (68, 5) finden wir 


c ‚Wıia. 
nn er, (68, 10) 
Nehmen wir an 
und setzen wir in (68, 10) die erste Wurzel &, (mit + Vorzeichen) ein, bekommen wir 
| Wıal e‘P 


Messe Al re nun Zw TR —=ctg0-eif, (68,12) 
a7 


c Wı- ) 
2 11 5 22 +Y 7 22 +[W: 51? 
und für die zweite Wurzel e, (mit — Vorzeichen) 


4 _ |Wıa —- 
c _ — (W,ı—Woso)? Ir 
2 _ I 22 - Ye 11.7 +19: 1? 


= 243 


= —tgh.-eif, (68,12) 
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Dadurch erhalten wir folgende Lösungen (in der ‚„x‘-Darstellung): 


W W, (W,, —W,,)? _ 
a ag Ya H mals (68, 13) 


i 


wi c08s#- EP ar +sind: ec. Yr2 


und | 
0 W;ı Zu W3; Wı- W.2)? 
. = - —ı _——& _. If W..1*, 
= Gk2 = — sin 6 „gi? . Yrı + cos 6 - ee : v2 5 
wonel 
hen Mal. rn, ea 


Wıı-MWae: Wıı- Was)? .. 
11 : 22 -y' 11 n 22) 1. |W,.]2 
12 


W 


eriß — . (68, 15) 
|Wıa| 
Sehr wichtig ist der Spezialfall: 
Für diesen Fall haben wir 
Er = E+ Wı + Wis: 
1 0 0 (68, 17) 
%Rı = — (W%ıt Ye); 
No] 
Er = E+ Wı— Wis; 
(68, 17°) 


1 0 ) 
2 = ”z (Yrı — Yr2)- 


Die Transformation (68, 3) ist eine Umkehrung. Wir können die unmittelbare geometrische 
Analogie erhalten, wenn wir 8 = 0 annehmen (das verlangt, daß W,, = W,,). Dann sind die 
Koeffizienten a reell. Auch die Koeffizienten c sind reell. Statt (68, 4) können wir schreiben, 
wenn wir c, = &,c, = n Setzen: 


P=Ey+tnm (68, 18) 
(den Index k behalten wir im Gedächtnis). Fordert man, daß 
ernft=l, (68, 19) 
dann ist der Mittelwert der Störungsenergie W im Zustand (68, 18) 
W=[((ey + ya) W(Eyi + nya) de. (68, 20) 
Nach (68, 6) bekommen wir 
"=Wı®+2Woain+ Wan. (68, 21) 
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Diese Gleichung kann als Kurve zweiter Ordnung in der (£, n)-Ebene betrachtet werden. Der 
Mittelwert von W ist somit eine quadratische Form .der Amplituden £, n, die den Zustand 9 
darstellen. 

Wir führen jetzt an Stelle des Koordinatensystems £&, n neue Koordinaten £’, 7’ ein, die sich 
von den vorherigen durch eine Drehung um den Winkel 0 ‚ınterscheiden: 


E= 00509. — sind: 7, n=sin® + cosd m. (68, 22) 
Nach Einsetzen in (68, 18) erhalten wir 
P=Eptno 
p1 = c088: yı + sind. ys, (68, 23) 
9% = —sin®-y + cos0 : yn. 


Die Matrix W bezüglich der Funktionen 9 und 9, muß 
diagonal sein. Es gilt nämlich 


wu=[g*-Wol-de=o, 
W3. = | 9 ö Wo; dem &, (68, 24) 


wo=/ m Wo-de=Wa=0. 


Der Mittelwert von W für den Zustand » wird sich daher 
in anderer Form darstellen: 


Abb. 45. Die geometrische Dar- 
stellung der Überführung einer Ma- 
(68, 25) trix zweiten Gradesin Diagonalform 


W- [vwd tan 


d. h. mit den neuen Variablen £’, 7’ erhalten wir die mittlere Energie als eine auf die Hauptachsen 
bezogene Kurve zweiter Ordnung (Abb. 45). 

Die Aufgabe, die Matrix W auf Diagonalform zu bringen, ist also mit der geometrischen Auf- 
gabe identisch, eine Kurve zweiter Ordnung auf Hauptachsen zu transformieren. Im allgemeineren 
Fall sind & und n komplexe Größen, die Aufgaben sind also nicht identisch. Aber die Analogie 
bleibt bestehen, wenn man £ und n auch in diesem Falle als Punktkoordinaten ansieht. 


$ 69. Bemerkungen über die Aufhebung der Entartung 


Wir zeigten, daß bei eingeschalteter Störung die Entartung des nichtgestörten 
Systems aufgehoben wird: die zusammenfallenden Niveaus werden aufgespalten. 
Wodurch ist diese Aufspaltung bedingt? Zur Beantwortung dieser Frage wenden 
wir uns vor allem den Ursachen der Entartung zu. 

Wir sahen, daß z. B. die Elektronenniveaus in einem Zentralfeld (22 + 1)iach 
entartet sind (wenn man von der Spinentartung absieht). Diese Entartung wird da- 
durch verursacht, daß die Energie des Elektrons in einem Zentralfeld nicht von der 
Richtung des Bahndrehimpulses gegen das Feld abhängt. Mathematisch drückt sich 
das darin aus, daß der HamıtTonoperator in diesem Fall Rotationssymmetrie be- 
sitzt. Und zwar bleibt der HAMILToNoperator 


m-—;,, V2+U(r) (r=Ya8+ y2+ 22) (69, 1) 
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bei einer Drehung des Koordinatensystems, bei der die Koordinaten z, y,2in x’, y’,z’ 
übergehen, unverändert. Denn im Fall einer Drehung gilt: 


22 + y2 + 22— @2 4 y24+ 22, (69, 2) 


0? 0° 0° 0° 0? 0? 


7 EIS BERNER en EEWIETBIRN? -— BERSUEREEN PABIREER en 
bee 7: Basar: 77. Bar 7 air 7ER TE 7% 


(69, 2°) 


Letztere Gleichung ergibt sich am einfachsten daraus, daß 


da v ein Vektoroperator ist und das Quadrat eines Vektors sich bei einer Drehung 
nicht ändert. Somit ist 


B° (x, y,2) = H’ (x, y', 2‘). (69, 3) 


Besitzt die angelegte Störung keine Kugelsymmetrie, so wird die Energie des Elek- 
trons von der Richtung des Drehimpulses abhängen. Dann tritt eine Aufspaltung 
der Niveaus ein. Damit verliert die Gleichung (69, 3) für den Operator H ihre Gül- 
tigkeit. Dieses Beispiel zeigt, daß die Entartung mit einer gewissen Symmetrie 
des Feldes, ihre Aufhebung aber mit der Störung dieser Symmetrie verknüpft ist. 

Wir bringen noch ein Beispiel. Wir haben einen Oszillator in der Ebene x, y, der 
sowohl für die x- wie die y-Achse die gleiche Frequenz w, besitzt. Die ScHrö- 
DINGERgleichung lautet für einen solchen Oszillator 


ne (oo u 
(gt at N (024 y2)Y= RW. (69, 4) 


Der Hamıtroxoperator bleibt in dieser Gleichung bei einer Drehung der Koordi- 
naten um die 2-Achse ungerändert. Er weist Rotationssymmetrie auf. Nach dem 
Gesagten ist also eine Entartung zu erwarten. Diese ist auch tatsächlich vorhanden. 
Die Gleichung (69, 4) läßt sich nämlich durch Separation der Variablen sofort lösen: 


Y&,y)y=-u)waW), E=E + BE: (69, 5) 


Setzt man (69, 5) in (69, 4) ein, so erhält man auf dem üblichen Weg zwei Glei- 
chungen: 


2 


2 
cw Yy Y, = E, Vs. (69, 6’) 


Diese Öszillatorgleichungen besitzen bekannte Eigenfunktionen und Eigenwerte, 
nämlich: 


yılz) = ym (®), ham +5), m=01%,.., (9,7) 


(Yy) = un); B-ho (". ar 5)  MR=0,12,.... (69, 7) 
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Daraus folgt: 
Dr Ne (%, y)= Un (x) Un, (Y); En, Fee ho (NR, tr N, 5 l). (69, 8) 
Führen wir die ‚Hauptquantenzahl‘ ein 
n=n+%+l m = nr — mn —]|, (69, 9) 
dann ist 


Yan (% Y) = Yn (8%) nn ı(Y); Bahn, n=1,2,... (69, 10) 


Jeder Energiestufe E,„ entsprechen dann n Funktionen (,=0, m, = |],..., 
N, = n — 1). Folglich ist eine Entartung tatsächlich vorhanden. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß die Störung Win der Änderung des Elastizitäts- 
koeffizienten für die Schwingungen längs der y-Achse besteht. Dann wird sich die 
Frequenz in der 4-Achse ändern. Sie möge gleich w, sein. Der HAmILToNXoperator 
des gestörten Systems erhält dann die Form 


92 02 
a latar) 
W ist hier die Störung. In dem angeführten Beispiel kann man eine genaue Lösung 


für das gestörte System finden, wenn in der Gleichung (69, 7’) w, durch w, ersetzt 
wird. Daraus ergibt sich folgende Lösung: 


2 < 
x 
Emm Bas WW)=-5 (wi on) y%. 


hw = ; 
Fran (% 9) = Yn, (%) 9m (9); Emm = horn + hmm ++ (69,8) 
oder 
Pan (2, Y) = Ym (%) Ir—n—ı (9%); 
h h 69, 10’ 
En hun rtko nm, —1l)+ +z = nn 


Wie wir sehen, werden die Niveaus mıt verschiedenem Wert von n, und gleichem n 
verschiedene Energie besitzen. Das eine Niveau Z,„ des nichtgestörten Systems ist 
in die Niveaus Z,,0: En» 1; En: n-ı (n-fach) aufgespalten. Die Entartung ist aufge- 
hoben. 

Aus diesen Beispielen ergibt sich: Bleibt die Hamıtonfunktion H® (x, y, z) 
gegenüber einer Koordinatentransformation (x, y,2— x, y’,z’) invariant, dann 
sind die Eigenwerte von E° entartet. Ist sie bei Hinzutreten der Störung nicht in- 
variant, so wird die Entartung, wenigstens zum Teil, aufgehoben. 


XII. Die einfachsten Anwendungen der Störungstheorie 


$ 70. Der anharmonische Oszillator 


Der harmonische Oszillator stellt eine Idealisierung realer mechanischer Systeme 
dar. Die wirkliche potentielle Energie von Teilchen wird niemals durch die Funk- 
tion En x?, sondern durch eine viel kompliziertere Funktion U (x) ausgedrückt. Der 
erste Ausdruck gilt nur für kleine Werte von x. Um den Ausdruck der potentiellen 
Energie genauer zu bekommen, müssen wir außer dem Glied vo x? noch diehöheren 


Glieder der Entwicklung von U (x) nach Potenzen von x berücksichtigen: 


2 
Ua) 224128. (70, 1) 


Solange die Zusatzglieder klein bleiben, haben wir es mit einem harmonischen ÖOszil- 
lator zu tun, der durch die kleine Abweichung vom Potentialverlauf des idealen 
harmonischen Oszillators gestört ist. Einen solchen Oszillator nennen wir anhar- 
monisch. 

Wir suchen die Energieniveaus des anharmonischen Oszillators, wobei wir die Zu- 
satzglieder von (70,1) als klein (d.h. klein) betrachten. Wir lösen diese Aufgabe 
durch die Methode der Störungstheorie, indem wir uns auf die bereits bekannten 
Lösungen für den harmonischen Oszillator beziehen. Die Störung W wird hier durch 
die Zusatzglieder im Ausdruck für die potentielle Energie!) 


W(e)=Aa®---- (70, 2) 


dargestellt. Die Energieniveaus des nichtgestörten Systems (A = 0) sind die Niveaus 
des harmonischen Oszillators. Wir bezeichnen sie und die entsprechenden Eigen- 
funktionen mit 


EB — ha, (r + 3) ; n(®) (70, 3) 


4) Wir können annehmen, daß das Spektrum des gestörten Systems diskret bleibt, da Az? ein 
Korrekturglied ist, das für große © nicht mehr richtig ist. Somit braucht aus der Form der Kor- 
rektur (70, 2) nicht geschlossen zu werden, daß das asymptotische Verhalten von U (x) sich radikal 
geändert hätte, wie das im $ 66 angenommen wurde, wo wir das Zusatzglied Ax? formell als auch 
für große x gültig betrachteten. 
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In diesem Falle besteht keine Entartung: zu jedem Niveau gehört nur ein Zustand 
w). Die Matrixelemente der Störungsenergie W sind 


Wann — | Ym° Wy- de = Al Yym «3 pn a N (70, 4) 


worin mit (x°),,„ die Matrixelemente für x? bezeichnet sind. 
Nach der Formel (66, 10) ist die Energie des kten Niveaus in zweiter Näherung 
gleich 


9: 
= + Ar a Den (70, 5) 
nk Er — En 


Es genügt also, die Matrix (x°)„,„ zu berechnen. Wir könnten sie unmittelbar aus 
der Formel (70,4) mit Hilfe der Funktion 9%, berechnen [s. (46, 11)]. Aber wir 
gehen einfacher vor. Die Matrix z,,„ ist uns bekannt (s. 47, 8). Nach der Regel für 
die Matrizenmultiplikation können wir aus der Matrix x„„ die Matrix (x°)„n be- 
rechnen, und zwar ist 


(2°)zn = 2 Cr (Ein = P3 Sud Lim Imn = 228 Im Imn- (70, 6) 
I m m 


Setzen wir hier die Werte der Matrixelemente x;;, Cm, Imn aus (47, 8) ein, so er- 


u een = (5 j) Ir(VEa- 1:14 y de ). 


| (70, 7) 


(VS nt 5 du) . y: int nein). | 


Infolge der auftretenden 6-Funktionen wird die Doppelsumme über / und m einfach 
summiert. Wir erhalten 


hN\3(1/kK(k— 1)(k—2 9 
(C)en == ()' ya ÖR-3; N + Vz k® Ök-1; n ar 


ua ICH BTL ven a LLESELE HITZE NER 


Daraus folgt, daß (x°),; = 0 und daher die Korrektur für E}/in der ersten Näherung 
gleich Null ist. Die Korrektur der zweiten Näherung, die eine Summe über n ent- 
hält, ist ebenfalls leicht zu berechnen, da nach (70, 8) in der. Summe nur vier Glieder 
übrigbleiben: n=k +3, n=k-+]1. Außerdem ist (2°)rn = (2)ns. Setzen wir 
daher (70, 8) in (70, 5) ein und berücksichtigen wir (70, 3), so finden wir 


1 22 315 11 
Er = ha,|k - —- k®®+k+—) k=0,1,2,... 10,9 
ee re) ih 


(70, 8) 


Das ist der gesuchte angenäherte Ausdruck für die Energieniveaus eines Oszillators 
unter Berücksichtigung des anharmonischen Korrekturgliedes Ax?. 
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Die Bedingung für die Anwendbarkeit unserer Näherung ist leicht zu finden. Das 
Matrixelement (x°);„ der Störungsenergie für große Quantenzahlen % ist nach (70,8) 
der Größenordnung nach gleich 


3 3 
Wensal RR. 
@, 


Die Niveauunterschiede sind PP — Ex h @,. Somit wird die Bedingung für die 
Anwendbarkeit der Störungstheorie (66, 13): | 


Hi 
4 =)" Ka <l. (70, 10) 
no) Boy 
Unsere Näherung gilt also für nicht allzu hohe Niveaus, und zwar für 
k< (e* (4) (70, 10°) 


In die Sprache der klassischen Mechanik übersetzt, bedeutet diese Bedingung, daß 
die Schwingungsamplitude nicht zu groß sein darf. 

Die Formel (70, 9) findet Anwendung bei der Berechnung der Schwingungsterme 
von Molekülen. Im $53 haben wir uns bei der Untersuchung eines zweiatomigen 
Moleküls auf das zweite Glied in der Entwicklung der potentiellen Energie U (x) 
nach Potenzen der Abweichung (x) von der Gleichgewichtslage beschränkt und da- 
her für das Molekül harmonische Schwingungen erhalten. Hätten wir auch das fol- 
gende Glied der Entwicklung berücksichtigt, was im allgemeinen geschehen muß, 
dann wären die Schwingungsniveaus des Moleküls nicht durch die Formel (70, 3), 
sondern (70, 9) bestimmt worden. 


$ 71. Die Aufspaltung der Spektrallinien im elektrischen Feld 


Wie aus dem Experiment hervorgeht, werden die Spektrallinien der Atome in 
einem elektrischen Feld aufgespalten (der sogenannte STarkeffekt). Das Experi- 
ment zeigt, daß die Wirkung eines schwachen elektrischen Feldes auf das 
Wasserstoffatom und andere Atome sehr verschieden ist. Im Wasserstoff ist die Auf- 
spaltung proportional zum elektrischen Feld €, bei allen anderen Atomen aber 
proportional dem Quadrat (&2). In starken Feldern (der Größenordnung 10°V/cm) 
tritt eine zusätzliche Aufspaltung ein, die höheren Potenzen von & proportional 
ist. Außerdem wurde beobachtet, daß sich bei Verstärkung des Feldes die Spek- 
trallinien verbreitern und schließlich ganz verschwinden. Diese Erscheinung wer- 
den wir im $ 99 untersuchen. Jetzt betrachten wir Felder, die schwächer sind 
als 105.V /cm. 

Aus dem Vergleich des inneratomaren elektrischen Feldes 


= je — 5,13.10% V/cm 


(a — der Radius der ersten BoH&schen Bahn) mit dem äußeren Feld (& < 10°V//cm) 
folgt, daß die Wirkung des äußeren Feldes innerhalb weiter Grenzen als Störung 


250 
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betrachtet werden kann. Diese Tatsache benutzen wir zur Berechnung der Energie- 
niveaus und Wellenfunktionen des Atomelektrons bei angelegtem äußeren Feld ©. 

Wir bezeichnen die potentielle Energie des Leuchtelektrons im Atom mit U (r). 
Haben wir jetzt ein äußeres. homogenes elektrisches Feld von der Stärke &, so erhält 
das Elektron eine gewisse zusätzliche potentielle Energie W. Diese Energie läßt sich 
leicht berechnen. | 

Wir wählen die z-Achse als Richtung des elektrischen Feldes €. Dann wird die 
potentielle Energie des Elektrons im Feld gleich 


W=el&lz2=—-D,|E|, (71,1) 
worin D;, = —ez die Komponente des elektrischen Moments in der z-Richtung!) 
ist. Die gesamte potentielle Energie des Elektrons wird gleich 

U’) = Ur) + el&lz. (71,2) 


Die ScHRöDInGERgleichung für stationäre Zustände nimmt die Form an 
h? 
re VE (71, 3) 


Die Störung W bezieht sich auf den im $ 66 untersuchten Fall. Selbst ein beliebig 
kleines Feld || verändert das asymptomatische Verhalten der potentiellen Energie. 
Ist|&|= 0, dann ist U’ — 0Obeiz— + », ist aber|®|+ 0, dann wird U’ — + 
beiz — + ». Wir können daher die Störungstheorie (für kleine A) nurin dem Sinne 
des $66 anwenden. Wir finden somit unter Anwendung der Störungstheorie die 
Energiewerte E„, bei denen sich das Elektron hinreichend lange Zeitin der Nähe des 
Atoms aufhält (‚‚quasistationäre‘“ Zustände). Betrachten wir W in diesem Sinne als 
Störung, so nehmen wir den Zustand des Elektrons im Atom bei fehlendem äußerem 
Feld als bekannt an. 


‘Wir untersuchen zunächst ein wasserstoffähnliches Atom. Wir bezeichnen die 
Energie der Niveaus des Atoms bei fehlendem Feld mit 


E=E, 0<l<n-—-1, n=12,3... (71, 4) 
und die entsprechenden Wellenfunktionen mit 
Yaım = Ryı (?) Am Pi’ (c0s6) €", —I<m<i. (71, 5) 


Jedes Niveau Ey,ist (21 + 1)-fach entartet infolge der verschiedenen Richtungs- 
möglichkeiten des Bahnmoments m,. Da wir ein bestimmtes Energieniveau », I 
untersuchen, können wir die Indizes n, ! fortlassen und behalten nur den Index m. 


bei. Dann bezeichnen wir der Einfachheit halber die dem Niveau E}, zugehörigen 
Funktionen mit 


vo, TE ash y. (71, 6) 


Die allgemeinste Funktion für den Zustand mit der Energie E?, ist dann 


+1 
p= 2 mYm- (71,7) 
m— — 


1) Die Ladung des Elektrons setzen wir gleich —e und legen den Koordinatenursprung in den 
Atommittelpunkt. 
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Wir berechnen nun den Mittelwert der Projektion D, des elektrischen Moments 
in diesem Zustand. Es gilt 


D,— [e* -D,p di = PB cm | yht - D, vn dı= >>c Cm’ (Dz)mm’; (11,8) 
. m m’ : m mw 
worin 
(D,)mm = [wm : Drvm dt (71, 9) 


das Matrixelement des elektrischen Dipolmoments D, ist. Aus (71, 1) folgt, daß 
die Matrixelemente der Störungsenergie W gleich 


W mm: == — (Dz)mm’ \E| (71, 10) 


sind. Wir wollen (D,) nm’ berechnen. Setzen wir die Wellenfunktionen Ynım aus (71,5) 
in (71, 10) ein und berücksichtigen wir, daß z = r - cos, so erhalten wir 


(D)mm = —e[Raır dr | Pi Pr oosd sind dd [e""Mdp. (71,11) 
0 0 0 


Ist m # m’, so ist dieses Integral gleich Null, da e‘(®—- m")? eine periodische 
Funktion von 9 ist. Ist aber m = m’, dann ist das zweite Integral in (71, 11) eine 
gerade Funktion von cos # und daher gleich Null. Somit haben wir (D,)„m’ = 0. Da- 
her ist für jeden zum Niveau E%, gehörigen Zustand der Mittelwert D, (71, 9) des 
elektrischen Dipolmoments gleich Null. Nach (71, I) ist auch die Störungsenergie 
gleich Null. Daraus folgt, daß im elektrischen Feld bei wasserstoffähnlichen Atomen 
keine dem Feld proportionale Aufspaltung der Niveaus auftreten kann, da.der Mit- 
telwert des Dipolmoments gleich Null ist. Eine den höheren Potenzen des Feldes 
proportionale Aufspaltung wird es aber geben; denn die Eigenfunktionen bei ein- 
geschaltetem Feld werden von %%ım verschieden sein (9m nullte Näherung!). In 
erster Näherung können wir ansetzen 


Ynlm = Ynım + Unimt >; (71, 12) 


WO ünım das dem Felde |&| proportionale Zusatzglied ist. 
Die Berechnung zeigt, daß in dieser Näherung, die bereits die Deformation des 


Atoms berücksichtigt, das mittlere Dipolmoment D, nicht gleich Null, sondern dem 
Feld |&| proportional ist 
D,=a|C. (71, 13) 


Dieses Dipolmoment wird durch die Polarisierung des Atoms im Feld hervor- 
gebracht. Die potentielle Energie dieses Moments im Feld € ist gleich 


Wen > $2, (71, 14) 


was der Polarisationsarbeit 


€ 
W=—[&d(D, 
0 


entspricht, die geleistet wird, wenn das Feld von Null bis € anwächst. 
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Die Verschiebung der Energieniveaus wird daher proportional dem Quadrat €? 
des Feldes sein. Auf die Berechnung der Größe «, die als Polarisierbarkeit bezeichnet 
wird, gehen wir nicht ein!). 

Anders verhält es sich im Wasserstoffatom. Hier ist neben der mit den ver- 
schiedenen Richtungen des Bahndrehimpulses verbundenen Entartung noch eine 
„„I“-Entartung vorhanden. Zu jedem Energieniveau Z? gehören n?-Funktionen der 
Form (71,5), die sich sowohl in der Zahl! (l!= 0,1,..., rn — 1) wieauch in der Zahl m 
voneinander unterscheiden. Behalten wir die Niveaunummer im Gedächtnis, so 
können wir die zum Niveau EZ) gehörenden Funktionen wie folgt schreiben 


Ym, 1=0,12,..,n—-b; m=-0,+L..., +4, (71,15) 


und zwar insgesamt n? solcher Funktionen. Der allgemeinste Zustand, der zum 
Niveau E} gehört, wird jetzt sein: 


n.—1 


— +l 
= 3 2 cmYim- (71, 16) 
iI=0 m= 


—1 


Infolge der Überlagerung der Funktionen (71, 16) mit verschiedenen Werten von / 


ist das mittlere elektrische Moment D, im Zustand g nicht gleich Null (siehe die 
Berechnung im folgenden Paragraphen). Daher ist auch die mittlere zusätzliche 
Energie im Feld € im Zustand 9 gleich 


W=-|€!D,, (71, 17) 


also im allgemeinen nicht gleich Null, sondern dem Feld proportional. Demzufolge 
wird auch die Niveauverschiebung dem Feld proportional sein, was in Wirklichkeit 
auch beobachtet wird. Somit wird das verschiedene Verhalten des Wasserstoffatoms 
und der wasserstoffähnlichen Atome im elektrischen Feld dadurch verursacht, daß 
im ersten in der dem Niveau EA zugehörigen Gruppe von Zuständen ein Dipol- 
moment vorhanden ist, während im zweiten Fall die auf das Niveau E}, bezügliche 
Gruppe von Atomzuständen kein Dipolmoment besitzt. Dieses tritt nur als Ergebnis 
der Polarisation (Deformation) des Atoms in Erscheinung. 


$ 72. Die Aufspaltung der Spektrallinien des Wasserstoffatoms im elektrischen Feld 


Die Diskussion der allgemeinen Formel für die Niveauaufspaltung der Wasser- 
stofflinien im elektrischen Feld kann der Leser in vielen Lehrbüchern finden?). Wir 
beschränken uns auf die Besprechung eines Beispiels, an dem das Wesentliche leicht 
zu erkennen ist, und zwar untersuchen wir die Aufspaltung des zweiten Energie- 
niveaus (n = 2) des Wasserstoffatoms (das erste Niveau ist nicht entartet und wird. 
daher nicht aufgespalten). Wir behandeln also den einfachsten Fall. 


1) Siehe z. B.: [4], wo die Berechnung von a für He angeführt ist. Wir bemerken, daß die Formel 
für die Polarisierbarkeit « aus der Theorie der Streuung ($ 90) gewonnen werden kann, wenn man 
dort die Frequenz w des äußeren Feldes gleich Null setzt. | 

2) Siehe z. B.: [35]. 
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Dem angegebenen Energieniveau entsprechen vier Zustände, die durch folgende 
Wellenfunktionen charakterisiert sind: 


Yo = Bro (r) -AyuP 0 (s-Term) 
Yaro = Raı (f) Ayo PY: 
Yaıı = Raı (r) Au Pi eP, (p-Term) (72,1) 


%a1,-1= Raı (f) * Aıı pP ner, 
Nach (25, 18) ist 


Au = Pl — Ver ;‚ Au = pr Va 008, Au = P} Vans. (72, 2) 


Ferner erhalten wir aus (49, 19) die Radialfunktionen R,:: 


(72, 3) 


e 

% a3 Pr ag 
wo.a der Radius der Bonxrschen Bahn und (2 ad) und (6 as} Normierungsfak- 
toren sind. Wir berücksichtigen 


?=rsin®cosp, y=rsindsing, 2=rcos® 
und haben dann für die Funktionen (72, 1) 


] 
Yaoo — == in, 


- ” RG (72, 4) 
Ze u c-tıy 
Y11ı 7 93 a Raı . =F (r) y2 s 
3 2 — iy x —iy 
Yaıı= U = V:- Raı made F (r) y2 . 
Der allgemeinste Zustand, der zum Niveau E? gehört, wird sein 
= 0 
ge 2 Wr: (72, 5) 


Um angenähert die Energieniveaus und Wellenfunktionen bei angelegtem äußerem 
Feld € zu bestimmen, müssen wir nach der Störungstheorie die Gleichungen (67, 10) 
lösen, die in unserem Falle lauten: 


4 
#3 —-E+ Wal + I Woran =0; ß=1,2,3, 4. (72, 6) 
“=1 
Wsa= | ya” el&lzys dr. (72, 7) 


254 
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Aus der Darstellung der Funktionen in der Form (72, 4) ist leicht zu erkennen, . 


daß alle Integrale in (72, 7) wegen der ungeraden Integranden gleich Null sind, mit 
Ausnahme zweier, und zwar 


We=Wı=el&|/te) Fna:dr. (72, 8) 


Das Integral (72, 8) ist aber in Polarkoordinaten leicht zu berechnen. Auf Grund 
von (72, 4) und (72, 3) haben wir 


oo nn 2n Pr 
_.ele|y3 ı 1 ;- r\e 2 r Eat 
Wa Ar zöllf 1-5 037 9, rY sin®adrd® do. 
000 


Weiter: 
n 270 n 2n 4 
|» sinsa029=>°| | cos8sind dddo= Zr 
66 06 


Führen wir die Variable & = — ein, so erhalten wir schließlich 


ag 
2 


je: 1-5) &dE= —3e|Ela. (72,8°) 


We = W;ı = 3 


0 


Wir schreiben jetzt das Gleichungssystem (72,6) ausführlich hin und bekommen 
auf Grund dessen, was über die Matrixelemente W,„, gesagt wurde, 


(Ez — Hc. + Wa =; 
EB—-Eo+W,u.=0, 


(EI --E)c, = 0, rn 
(EE-—E) ,=d. 
Die Determinante A,(E) dieses Systems muß gleich Null sein (s. $ 67). 
E—E Wie 0 0 
A, (E) = W, M-E | 0 0 _ | 
0 0 E—E 0 | | (72, 9) 
0 0 0 E—-E 


= (B3 — B)2 [23 — B)? — Wi] = 0. 


Daraus finden wir die Wurzeln E,, E,, E,, Ey, die der Energie der gestörten Niveaus 
gleich sind: 


Die Entartung ist somit nur zum Teil aufgehoben: Das vierfache Niveau wird nurin 
drei verschiedene Niveaus aufgespalten!). 
Das Bild dieser Aufspaltung gibt Abb. 46 wieder. 


1) Ohne Feld hätten wir einen Hamrtronoperator mit Kugelsymmetrie. Bei vorhandenem Feld 
bleibt nur noch die Rotationssymmetrie um die Feldrichtung übrig. 
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Als Ergebnis erhalten wir an Stelle der einen Spektrallinie, die dem Übergang: 
E! — E? entspricht (der Übergang istin der Abb. 46 durch den Pfeil a angedeutet), 
drei Linien, die den Übergängen 


(e) E;; E, — EB, 
(b) E, mr; E, 
(c) E,— EI: 


entsprechen, d. h. die Spektrallinien werden im elektrischen Feld aufgespalten. 
(Wir bemerken, daß wir der Einfachheit halber die Aufspältung der ersten Linie der 
ultravioletten Lyman-Serie be- 
rechneten, während STARK die 


E 
E, EsE3=E2° Aufspaltung der Linien der BaL- 
| j MER-Serie [sichtbares Licht] un- 
tersuchte.) 
a 
BR E, 


B 1! Aus (72, 10) und (72, 8) folgt, 
daß die Differenz AE der Energie- 
o_ niveaus E, und E, gleich 6e |Cja, 


d.h. AE=3.10® |&|e Vist, wenn 


DAN. LEIS BO: |E] in V/em gegeben ist. Die Auf- 
Abb. 46. Die Aufspaltung des (n = 2)-Niveaus spaltung ist gering; selbst für || 
des Wasserstoffatoms im elektrischen Feld. — 10% Vjem ist AE = 3.102 eV 


und die Differenz EI— EI 10eV. 

Wir berechnen jetzt in nullter Näherung die zu den Niveaus E,, E,, E, und E, 

gehörenden Wellenfunktionen p. Dazu müssen wir die Amplituden c, aus den Glei- 

chungen (72, 6’) bestimmen. Setzen wir in (72,6) E= E,= E, = EVein, so finden 

wir, daßc,undc, #0, c, = c, = Osind. Folglich wird der allgemeinste Zustand für 
die unverschobenen Niveaus durch die Funktion beschrieben: 


y=aptayp, E=B, (72, 11) 
worin c, und c, beliebig sind (die Entartung ist nicht aufgehoben). Setzen wir in 


(72,6) E = E, = E!+ W,,, so erhalten wir, = c,=0,c, = c,. Dem Niveau E, 
entspricht folglich die Wellenfunktion 


1 
Y = y2 w+y), E=E3+MWs- (72, 12) 
Auf dem gleichen Wege berechnen wir für c,=c,=0 und c, = —.c, die Wellen- 
funktion der Form 
1 [4 
n= mm. B=E— MW: (72, 12) 


(Der Faktor -_ dient der Normierung von o, und 9, auf Eins.) Somit sind bei 


vorhandenem Feld & die Wellenfunktionen der stationären Zustände!) gleich g,, 
Y%, und 9, = 99, 9, = p9. Wir überlassen es dem Leser, sich selbst davon zu über- 
1) Genauer „nahezu stationären“. Vgl. $8 97, 99. 
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zeugen, daß, wie es auch nach der allgemeinen Theorie sein muß, die Störmatrix W 
in der neuen Darstellung 


Ws = elE|/Przypdı (72, 13) 
eine Diagonalmatrix sein wird: 
3 eal| 0 00 
0 —3en|E| 0 0 
W’ = 2, 14 
0 0 00 En 
0 0 0.0 


Daraus folgt, daß wir das erhaltene Bild der Niveauaufspaltung auch noch so er- 
klären können: die Niveaus Z, und Z, werden deswegen nicht verschoben, weil das 
elektrische Moment in den Zuständen 9, und 9, gleich Null ist. Die Verschiebung 
der Niveaus E, und E, ist dagegen dadurch we daß in den Zuständen 9, 
und o, das Moment gleich 3ae |E| bzw. — 3ae [E,d .h. im ersten Fall dem Feld 
entgegen, im zweiten ihm gleichgerichtet ist. 


$ 73. Die Aufspaltung der Spektrallinien im schwachen Magnetfeld 


Die im $ 61 untersuchte Theorie der Aufspaltung von Spektrallinien im Magnet- 
feld ist bei weitem nicht vollständig, da sie die Multiplettstruktur der Spektral- 
linien nicht berücksichtigt. Nun wollen wir auch diese untersuchen. 

. Der Hammtronoperator H eines Atomelektrons, das sich in einem Magnetfeld 
befindet, ist nach (61, 6) gleich 


H= H’+ Fe m. + han) = H°+ Gm. + 28) (73, 1) 


(dabei vernachlässigen wir die Glieder mit 92 als klein). H° ist der HAmILTon- 
operator bei fehlendem äußerem Magnetfeld 


h2 
0____yg2 7‘ 

H’ — 3 vV2+-Uer). (13, 2) 
Berücksichtigen wir die Multiplettstruktur des Spektrums, so müssen wir diesen 
HamıttTonxoperätor durch @lieder der Wechselunrkungsenergie zwischen Spin- und 
Bahnbewegung ergänzen (diese bestimmen, wie im $ 64 erläutert wurde, die Fein- 
struktur der Spektren). Ferner erinnern wir uns der Bemerkung im $ 64, wonach 
die Korrekturen infolgeder Abhängigkeit der Elektronenmasse vonder Geschwindig- 
keit (relativistischer Effekt) von der gleichen Größenordnung sind wie die Wechsel- 
wirkung zwischen Spin und Bahn. Alle diese Zusatzglieder zur Energie des Elek- 
trons, die die Multiplizität verursachen, fassen wir zusammen 


0 Ö Ö 
o_ wol, I _nI% m 
w’—=- W [r Yy,2,8, — ih 5 ih 5.) . (73, 3) 
Wir werden die Form dieses Operators nicht angeben, sondern beschränken uns 
mit dem Hinweis auf die Größen, von denen er abhängig ist. Das Auftreten von 
Operatoren des Elektronenimpulses in W® erklärt sich allein schon dadurch, daß 
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das durch die Bahnbewegung des Elektrons geschaffene innere Magnetfeld 9, von 
der Geschwindigkeit des Elektrons und folglich auch von seinem Impuls abhängt!). 
Den gesamten HAMILTONoperator können wir daher in der Form schreiben: 


H=H’+-W°’-+W, wm. +28) (73, 4) 


Wir werden zwei Fälle unterscheiden: den ersten, bei dem das Magnetfeld so groß 
ist, daß die Energie W des Elektrons im äußeren Feld weitaus größer ist alsdie Ener- 
gie W°, die die Multiplettaufspaltung verursacht, und den zweiten, in dem die 
Energie W des äußeren Feldes wesentlich kleiner ist als die Energie W° (schwache 
Magnetfelder). | 

Wir präzisieren den Begriff des ‚starken‘ und ‚schwachen‘ Feldes. Wir bemer- 
ken, daß die Energie W°, die wir vernachlässigen, der Größenordnung nach gleich 
ist der Energiedifferenz der Niveaus im Dublett (s. Abb. 42). Wir bezeichnen diese 
Größe mit | 


AB; = Eny— Erıy: (73, 5) 

Die vom Magnetfeld verursachte Aufspaltung ist nach (61, 13) von der Größen- 

ordnung |9|. Daher entspricht die im $61 untersuchte Näherung der Bedingung 
Ah 


eh | 
ri a (73, 6) 


Istz. B. AE,;,, = 5,3.10"° erg (die Linien D, und D, des Na, s. Abb. 42), dann ergibt 
(73, 6) 19] > 5.10% Gauß. Ein schwaches Feld dagegen ermittelt sich aus der Un- 
gleichung W>W,d.h. 
2 uc 2 uc 
 101< AB} 181<\ 485; 


5 i (73 7) 


Im ersten Fall (starke Felder!) können wir die Größe W° gegenüber W vernach- 
lässigen. Dann erhalten wir den bereits im $ 61 untersuchten Fall (den einfachen 
ZEEMAN-Effekt). Im Falle schwacher Felder ist der Niveauabstand im Multiplett 


h | 
AE;,; bedeutend größer als > |ö |; wir können daher in nullter Näherung die Ener- 
gie des Elektrons im äußeren Feld gegenüber W, vernachlässigen und 
H= H’ + W (73, 8). 


als HAMILToNoperator des gestörten Systems und W° als Störung auffassen. Das in 
diesem Fall entstehende Bild der Niveauaufspaltung ist weitaus komplizierter als 
das im $ 61 behandelte. Die Erscheinung selbst wird der zusammengesetzte (mitunter 
sagt man auch, der anomale) ZEEMAN-Effekt genannt. 


'ı) Nach dem BIoT-SAvARTschen Gesetz ist dieses Feld gleich 
1 


e 
M=TIXEZ 


wo » die Geschwindigkeit des Elektrons und r der Radiusvektor vom Elektron zu dem Aufpunkt, 
wo das Feld beobachtet wird, sind. 
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Um diese Aufspaltung zu untersuchen, bemerken wir, daß die Energieniveaus des 
nichtgestörten Systems E®,,; [Hammtronoperator (73, 8)] (257 + 1)-fach entartet 
sein werden, wie das im $ 64 erläutert wurde, entsprechend den verschiedenen Ürien- 
tierungsmöglichkeiten des Gesamtdrehimpulses j. Bei angelegtem äußerem Feld 
muß sich ein solches Niveau aufspalten, da den verschiedenen Richtungen von j 
verschiedene Energien des magnetischen Moments im äußeren Feld 5 entsprechen. 
Um diese Aufspaltung zu finden, müssen wir die Eigenwerte der Störungsenergie W 
bestimmen. Wir erinnern dabei (vgl. $ 64), daß die Zustände des nichtgestörten 
Systems mit Rücksicht auf die Multiplizität durch vier Quantenzahlen n, 1, j, m; 
gekennzeichnet sind. Die Matrixelemente der Störungsenergie W werden daher die 
Form W „ıjm;, ntj’m’;haben. Beschränken wir uns auf die erste Näherung, so müssen wir, 
wie im $ 67 gezeigt wurde, die Matrixelemente der Störungsenergie, die sich auf ver- 
schiedene Niveaus des nichtgestörten Systems beziehen, vernachlässigen. Da wir 
diese Niveaus durch die Zahlen », !, j numerieren, so sind in nullter Näherung nur 
die Elemente 

Wm;m, = Warim, nljm’; (73, 9) 
zu untersuchen. 

Die Brauchbarkeit dieser Näherung ist durch die Schwäche des Magnetfeldes ge- 


sichert. Da die Matrixelemente W „,„.; die Größenordnung von a |$]| besitzen, läßt 
[7 
sich die Bedingung (73, 7) auf folgende Form bringen: 


Wai jmj, nl j’m'; 


me] 73,10 
Enz — Enıy 


was ja gerade die Bedingung für die Anwendbarkeit der Störungstheorie ist. Dabei 
nahmen wir die Energiedifferenz innerhalb eines Multipletts (verschiedene 7 und 5’, 
aber gleiche » und !). Es ist klar, daß (73, 10) für verschiedene r und / erfüllt ist, 
wenn es für gleiche n und / gilt. 

Nach dem Gesagten handelt es sich hier darum, die Matrix W„;m; auf Diagonal- 
form zu bringen. Dazu drücken wir die Störungsenergie W durch die z-Komponente 
j, des Gesamtdrehimpulses j aus. Wir haben 


_elöl BR 
Na 2s,)=0ıL(% + 8), (73, 11) 


wo O; die LArMorfrequenz ist. Wir untersuchen jetzt das Produkt s, j?. Diese Größe 
läßt sich wie folgt darstellen: 


s=$ (jz +, Ze 52) —je(Sejat Hivt Sch) + (Sie s)Iet (Sir — su) In 
oder 
s’=hil)+g: (73, 12) 


g= (SJ2— % S2) 32 + (S:3u — I Sy) ie- (73, 13) 


Unter Benutzung der Regel für die Addition von Drehimpulsen können wir nach 
(63, 9), (73, 12) folgendermaßen schreiben: 


; al ‚ 
5,j° =;; Wü’ —m’+ sd) +gq. (73, 12) 
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Wählen wir jetzt die Darstellung, wo j? eine Diagonalmatrix ist, dann läßt sich 
(73, 12’) durch 5? dividieren (denn eine Diagonalmatrix verhält sich wie eine ge- 
wöhnliche Zahl). In dieser Darstellung erhalten wir daher aus (73, 12’) 


_ I Ka _mısiı dl | , 
er [j?— m?’+s It (73, 13’) 


und können folglich die Störungsenergie W in folgender Form schreiben: 


R 2 __ m? s? 
w- Ode) 1 2277 | (73, 14) 


Die Matrixelemente des Operators q sind nur im Fall j + j von Null verschieden. 
Der Operator q kann nämlich in folgender Form dargestellt werden: 


= Yajy— Ye» (73, 15) 


Yy=jys—ISsy: Yy lese —IeS, Ya jesy — IySe (73, 16) 


(die Indizes erhält man durch zyklische Vertauschung). Unter Benutzung der Regeln für die 
Vertauschungen der Drehimpulskomponenten ($ 63) ist leicht zu beweisen, daß 


jeYa t Jury tr ey: > 0 (73, 17) 
JeYz —- VYıhk = ihy, » „try Yıl = — ih yr, JzeY: — Yılz = 0 (73, 18) 


(aus den letzten Gleichungen ergeben sich noch weitere durch zyklische Vertauschung von &, y, 2). 
Nimmt man jetzt die dreiKomponenten Mz, nı,, MN.des Bahndrehimpulses und die drei Koordi- 
naten z, y, z, so ist leicht zu erkennen, daß für sie analoge algebraische Gleichungen gelten, und 
zwar 


mMELT + m, Y + m;2 = N) (73, 17’) 


m.z — am, = ihy, M.Y— ym: = —ihz, M:2 —ım:—=0. (73,18) 


Ein Vergleich von (73, 17’) und (73, 18°) mit (73,17) und (73, 18) zeigt, daß die Struktur 
der Matrizen jx, jy, J: in bezug auf Mr, m,, m; die gleiche ist wie die Struktur der Matrizen 
Yz, Yy, Y; in bezug auf die Matrizen x, %, 2. 

Im $88 B ist gezeigt, daß die einzigen von Null verschiedenen Matrixelemente 2, %y,2 die 
Form %,1+ 1, Y1,1+ 1, 21,1 ı besitzen (wo !die Bahnquantenzahl ist). DieDiagonalelemente x;,, Yu, 21, 
sind gleich Null. Aber ! ist gerade die Nummer des Eigenwerts von m?,. Somit sind die Diagonal- 
elemente von x, y, zin der Darstellung, in der m? diagonal ist, gleich Null. Daher müssen in der 
Darstellung, in der j? diagonal ist, auch die Diagonalelemente Y,, yy, Yz, gleich Null werden, d.h. 
die Matrixelemente 


Yıljm im; #09; (Yyliayim; =0; Yelim, im; = 0. (73, 19) 


Da außerdem j,, jy, j; mit j? vertauschbar sind, so haben ihre Matrixelemente, die nicht gleich 
Null sind, die Form 

(jr) jmj,jm’j» (jy) jmj,jm’j > (32) jimj,jm’j - (73, 20) 
Aus (73,19) und (73,20) folgt, daß die Matrixelemente von Y der Form g;m;,j m’; gleich Null 


sind (wovon wir uns leicht überzeugen, wenn wir Q aus y und j nach der Regel für die Multi- 
plikation von Matrizen bilden). 
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Somit liefert der Operator g für die uns interessierende Störungsmatrix, deren 
Elemente sich auf den gleichen Wert des Gesamtmoments j beziehen, keinen Zu- 
satz. Mit anderen Worten, alle Elemente der Matrix W„,n; bilden sich aus jenem 
Teil von W, der kein g enthält, d.h. aus dem Operator 


(73, 21) 


Da 5j,, m?, s? und j? miteinander vertauschbar sind, können ihre Matrizen gleich- 
zeitig auf Diagonalform gebracht werden. Damit wird auch die Matrix des Opera- 
tors W’ (mit den Elementen W„;„,,) auf Diagonalform gebracht. Um ihre Diagonal- 
elemente zu erhalten, genügt es, an Stelle von j,, m?, s? und j? die Eigenwerte die- 
ser Operatoren zu setzen. Wenn wir berücksichtigen, daß 


Te == hm;, 3° = h2j (7 ZU: 1), m? = h?l (l + 1), 8? = h? I; 7 4 1), (73, 22) 


so erhalten wir 


W’= hOL m + 


GEN EN EREN, Bas 


276) 


Diese Formel gibt uns die Aufspaltung des durch die Zahlen j, I charakterisierten 
1. 
Energieniveaus im schwachen Magnetfeld, soweit von einem Elektron, d.h. !,= zZ die 
Rede ist!). Bezeichnen wir die Korrektur W’ für die Energie des Niveaus E,.,; mit 
AE;ım;, Können wir (73, 23) in folgende Form bringen: 
A Em; = hOLm,g, (73, 24) 


wo g, der „LanDesche g-Faktor‘‘, gleich 


SG FD-IA+ NHL) 
a) 
ist. Da m, alle Werte von — 5 bis + j durchläuft, so spaltet, wie aus (73, 24) hervor- 


geht, jedes Niveau E,„;ı im schwachen Magnetfeld in 25 + 1 Niveaus auf. 
Abb. 47 bringt das Schema der Niveauaufspaltungen: 


| 1 | 1 3 | 
2 SE 2 ns erh, 2 a = Ah. 
,(i=3.1=0). P,(i 51-1) und P,(i=3.1=1) 


Bei starkem Feld 9 vereinfacht sich die komplizierte Aufspaltung. Es entsteht die 
früher untersuchte (Abb. 39). Diese Vereinfachung der Aufspaltung der Spektral. 
linien im Magnetfeld beim Übergang von schwachen zu starken Feldern wird tat- 
sächlich experimentell beobachtet). 


g=1-+ (73, 25) 


1) Vgl. $103, wo W’ für ein System von Elektronen gegeben ist. 
2) siehe: [59]. | 
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(+0,j23,9: 


Abb. 47. Die Aufspaltung der Niveaus 28/3, ?P/s, *Psja im schwachen Magnetfeld. 


$ 74. Die anschauliche Deutung der Niveauaufspaltung im schwachen Magnetfeld 
(das Vektorgerüst) 


Unsere Formel (73, 23) für die Aufspaltung der Energieniveaus in schwachen 
Magnetfeldern kann durch ein Vektormodell veranschaulicht werden. In einem 
Magnetfeld sind das Quadrat j? des Gesamtmoments und seine Komponente 5, 
in Richtung des Magnetfeldes Konstanten der Bewegung. Der Vektor des Gesamt- 
drehimpulses j dagegen ist keine Konstante der Bewegung. Und zwar präzessiert der 
Vektor j um die Richtung des Magnetfeldes, wie in Abb. 48 angedeutet ist. 

Bei starker Kopplung zwischen Bahnbewegung und Spin bleibtdie relative Orien- 
tierung des Spinvektors 3 und des Vektors m; des Bahnmoments erhalten, aber 
beide zusammen präzessieren um den Gesamtdrehimpuls j. Die Zusatzenergie W 
im Magnetfeld ist gleich der Energie der magnetischen Dipole mit den Momenten 


e € j 
22 (5) m;und — &) 3 im Feld $: 


e e 
Eee en N u (74, 1) 

Wir müssen den Mittelwert der Größe W finden. j, besitzt einen konstanten Wert. 
8, dagegen ist eine variable Größe, daher muß zur Bestimmung des Mittelwerts W 
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der Mittelwert s, berechnet werden, wobei zu berück- 
sichtigen ist, daß der Vektor 3 an zwei Präzessions- 
bewegungen teilnimmt: um den Vektor | und mit 
j um die Richtung des Magnetfeldes. 
Da 
5=5C05 (9,28), (74, 2) 


so müssen wir den Mittelwert von cos (9, &) be- 
rechnen. Aus Abb. 48 ersieht man, daß 


cos (9,3) — c0s (8,j) cos (j, $), (74,3) 
das heißt 


8; = 8 608 (3, j) * cos (j, 9). (74, 4) 
Aber es ist 
0,9) =, (74, 3) 

J Abb. 48. Die Präzession des Ge- 
und wir erhalten aus dem Dreieck mit den Seiten Fe Hokrettllee euune: 
j» mM, 8 

I. 
sich )= 1) = mi+sß). (74, 6) 


Aus diesen Formeln ergibt sich 


m. (74, 7) 


Setzen wir s,in den Ausdruck (74, 1) für die Energie ein, so finden wir 
w— m?+s? 
2° 


Verstehen wir in dieser Formel unter 5,, j2, m?, s®ihre quantenmechanischen Werte 
(73, 22), dann erhalten wir aus (74, 8) die quantenmechanische Formel (73, 23). 


W”=+0, + 8&)= + 0OL% ( TE (74, 8) 
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$ 75. Die Störungstheorie für das kontinuierliche Spektrum 


Wir behandeln nun den Fall, in dem das nichtgestörte System ein kontinuier- 
liches Energiespektrum besitzt. Wir bezeichnen den HAmıttonoperator dieses Sy- 
stems mit H° und die zum Energieniveau E gehörigen Eigenfunktiönen mit yr. 
Die SCHRÖDINGERgleichung wird mit diesen Bezeichnungen: 


Py! = Ey. (75,1) 


Wir nehmen an, daß auf dieses System eine Störung W einwirkt. Die SCHRÖDINGER- 
gleichung für das gestörte System wird dann 


(H’-+-Wv= Ey. (75,2) 


Ist die Störung so, daß das Spektrum des Operators H° nach Hinzufügen der 
Störung kontinuierlich bleibt, so bewirkt die Störung eine Änderung der Eigen- 
funktionen, die zum Niveau Z gehören. Die Aufgabe der Störungstheorie besteht 
in diesem Fall darin, die Funktionen yz zu finden, die sich bei einer kleinen Stö- 
rung W nur wenig von den Funktionen 9% unterscheiden. 

Möglich ist aber auch der andere Fall, wo die Störung W zu Rißbildungen 
im kontinuierlichen Spektrum führt. Dann besteht die Aufgabe der Störungstheorie 
nicht nur darin, die veränderten Wellenfunktionen, sondern außerdem auch noch 
die Lagen und Größen der im ursprünglich kontinuierlichen Energiespektrum ent- 
standenen Risse zu bestimmen. 

Wir werden diese beiden Fälle am einfachen Beispiel eines Teilchens unter- 
suchen, das sich in Richtung der x-Achse bewegt. Die SCHRÖDINGERgleichung 
lautet in diesem Fall 

h? di 


ee 0 
In da? Ey (75, 3) 
und besitzt die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
.p% 
de 
Ei E(p) = pP (75, 4) 
% Yarık B) 2u u 9 
Die gestörte Gleichung erhält die Form 
A d’y nu r 
3uamt Way=#Ep, (75, 6) 
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wo W(x) die zusätzliche potentielle Energie ist. Der Strich ist am E für den Fall 
angebracht, daß sich das Spektrum des gestörten Systems ändern sollte. Wir können 
ohne jede Einschränkung setzen: 


E=E-+ts, (75, 6) 

yaywla) +ule). (75, 7) 

Um die Störungstheorie zur Lösung von (75, 5) anwenden zu können, müssen wir 
annehmen, daß Je|< EZ, |u(x)|< < |yaa)]. Damit können wir die Produkte eW, 


eu, uW vernachlässigen als Größen zweiter Ordnung. Dann ergibt sich nach Ein- 
setzen von (75, 6) und (75, 7) in (75, 5) unter Berücksichtigung von (75, 3) 


h? d?u , : 
Errr (75, 8) 
Wir nehmen nun u (x) als eine Überlagerung nichtgestörter Zustände 
+ 
u (x) = [u (p’) YI,(e) dp’. (75, 9) 


— Oo 


Jetzt setzen wir (75, 9) in (75, 8) ein, multiplizieren (75, 8) mit Y,* (%) und inte- 
grieren über r. Unter Berücksichtigung von 


[ve* p, dx = 6(pP’— p) 
erhalten wir 


Bew) — Bu (p)= ep) — Wan (75, 10) 


(Gleichung (75, 8) in ‚„p“-Darstellung). Hier ist 
1 ip p) z 
Wr7 - (m (2): W (x) v,(%) dıe= [re e rk dx «75,1l) 
das Matrixelement in der ‚p“-Darstellung. Aus (75, 10) finden wir 


eö(p— pP) — Wr» 


u(p)= NEN (75, 12) 


Für p’ = p wird der Nenner von (75, 12) Null. Wählen wir & + 0, so erhalten wir 
u (p') = ® 6 (p’ — p), und unsere Lösung wird sich auf keinen Fall der Funktion 
y, annähern. Wir müssen daher e = 0 setzen, d.h. 


; Warp 2uWyp» ; : 
’ ee mu Mile a ee ED 75.13 
IS FEnPn 


Setzen wir diesen Wert für u (p’) in (75, 9) und es 7) ein, so finden wir 


= Wopyp(a)dp 
%(%) (2) — [egar v2 Wr (75, 14) 
’ Y» E(p') — E(p) 
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Das Integralzeichen ist hier mit einem Strich versehen, um deutlich zu machen, daß 
wir beim Integrieren den Punkt p’—= p ausschließen müssen, da die Bon (7 5, 13) 
in diesem Punkt ihren Sinn verliert. Außerdem ist die Funktion vr (2) (p'= pP) 
bereits für sich vor das Integral gesetzt?). 

Eine notwendige Bedingung für die Anwendbarkeit unserer Lösungsmethode ist, 
daß das Zusatzglied in (75, 14) klein ist, d.h. 


er (2) — al <|y@)|- (75, 15) 


Aus (75, 13) ist zu ersehen, daß « (p’) in der Nähe der Resonanzstelle 9 = p’ um so 
kleiner sein wird, je größer p, d.h. die Teilchenenergie E ist. Folglich eignet sich 
unsere Näherung für große Teilchenenergien. 

Wir nahmen bei der Berechnung an, daß 
das Matrixelement W„., eine endliche Größe 
ist. Das ist dann der Fall, wenn W(x) bei 
|e| — » hinreichend stark verschwindet, 
d.h. die Störung muß zu diesem Zweck auf 
einen endlichen Raumbereich beschränkt sein 
(Abb. 49). In diesem Falle bleibt, wie aus 
unseren Berechnungen hervorgeht, das Ener- 

--tr- giespektrum kontinuierlich?), wenn der Zu- 
\/ satz u klein ist. Breitet sich die Störung über 
Abb. 49. Darstellung des Verlaufs der den ganzen Raum aus, ist also W,„, unend- 
Störungsenergie V (x). lich, so können im ursprünglich kontinuier- 
lichen Spektrum Risse auftreten. 
Als Beispiel nehmen wir eine Störung der Form 


u u 
W (x) = A cos 2) - 2 te us (75, 16) 


wo A und g willkürliche Parameter sind. Berechnen wir jetzt die Matrixelemente 
nach der Formel (75, 11), so erhalten wir 


Wil 2a+P—P)+ö(l-2g4+P—P)}- (75, 17) 


Wir setzen diesen Wert W„.,„in (75, 14) ein und können, wegen des Auftretens von 
‘6-Funktionen, die Integration sofort ausführen. Wir finden 


es 4 Yp +29 (2) Yn_20 (2) 
yn(x) = TE an a 58 


1) Der genaue Sinn des Zeichens f "folgt aus 


[ For) dp = im] F(p,p)dp+ 4 Fonar!. 


Der auf diese Weise definierte Grenzübergang heißt Br des Integrals. 

®) Wird die Störung durch die Kurve b dargestellt (Abb. 49), so können sich bei hinreichend 
tiefem Minimum diskrete Niveaus herausbilden (in der Abbildung gestrichelt). Unsere Näherungs- 
methode gibt diese Niveaus nicht an, da sie nur für große Energiewerte Z anwendbar ist. 


266 


$75. STÖRUNGSTHEORIE FÜR DAS KONTINUIERLICHE SPEKTRUM 
Das ist eine brauchbare Näherung für kleine A, aber sie versagt in den Punkten 


EP +2)=Ep), P=Tg9 (75,19) 


da in diesen Punkten der Zusatz zu y, bei beliebigem A unendlich wird. 

Um eine angenäherte Lösung für p= 4 g zu ne DenLizen wir den Um- 
stand, daß zum Niveau E(p) stets zwei Funktionen und y° „ gehören. Die all- 
gemeinste zum Niveau Z(p) gehörige Lösung ist 


vPaaytPy,: (75, 19') 


wo « und ß unbestimmte Koeffizienten sind. Setzen wir jetzt in (75, 7) 9° an Stelle 
von v so erhalten wir, wenn wir alle Rechenoperationen wiederholen, statt (75,8): 


h?2 d?u 


Er — Eü = (e— W) g°. (75, 8°) 


Setzen wir hier u aus (75, 9) ein, multiplizieren mit v und integrieren wir über x, 
so finden wir statt (75, 10): 


up)(Ep)—ElW)=elaöp— P')+PöEP+P)— (Warn t+BWr,—n) (75, 10°) 


und erhalten schließlich, indem wir die Werte für W,„, und W,,_, aus (75, 17) 
einsetzen: 


u(p') LE(p') -- E(p)] = e[ad(p — P') 
+BöEP+ PN) — 4 elö@g+r—-P)+öl-2g+r— PN} [ 510) 
+B{ö@g—-P—-P)+d(-29- PP}. | 
Ist 9 # + g, so können wir e = 0 setzen und entweder « = 1,ß = 0, oder « = 0, 
ß = 1 wählen. Im ersten Fall erhalten wir die frühere Lösung (75, 18), im zweiten 


die Lösung für w_,, die sich der Funktion 9°, annähert. 
Für p = + gq haben wir aus (75, 10”) 


u(p)[E(p) — n (]=elkög—p)+Pölg-+P)) 
12 [889g —P}) + d—g— P')] + BLölg— DIET- p')]}- 
(75, 10'”) 


Für 9’ = qist die linke Seite gleich Null und folglich muß auch die rechte gleich Null 
sein. Berücksichtigen wir, daß ö (£) = 0 ist bei & +0, erhalten wir 


9) ol. x — zpl=0 — (75, 20) 
und für pP = —q 


ö (0) [6 ie 5® 0. (75, 20’) 
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Kürzen wir ö (0), so erhalten wir das Gleichungssystem 
u t=0, B—Lu-0 (75, 21) 


für die Bestimmung von « und ß. Es ist leicht zu ersehen, daß man bei p =—g aus 
(75, 10”) wieder das gleiche System (75, 21) erhält. Das System (75, 21) ist homogen. 
Setzen wir seine Determinante gleich Null, so ergibt sich 


e=+ 4 (75, 22) 


und die entspreohenden Lösungen für « und ß lauten 


o=ß für = + (75, 23) 
und 
a«—=—ß für =. (75, 23°) 
Als Ergebnis haben wir für den Impuls » = —+g die Lösungen 
ji 
B=E(L)+Z, yald=alyist vro) (75, 24) 
j uf (1) 0 B 
E=E(EN 5, Ya) =aulpren Prod: (75,.24°) 


Mit anderen Worten, im Punkt p = + gerhält das Energiespektrum einen Riß. Für 
Impulse, die vonp = -+ gentfernt liegen, ist, wie gezeigt wurde, e = 0 und folglich 
E=E(p). Abb. 50 stellt die Energiekurve E als Funktion von p dar: gestrichelt 
für die ungestörte Bewegung, voll ausgezogen 
für die gestörte. In den Punkten p = + g tritt 
ein Riß von der Größe A auf. Die anderen in 
der Zeichnung dargestellten Risse für = +29 
erhält man bei Berechnung der zweiten Nähe- 
rung. (Ganz allgemein treten Rissein den Punk- 
tenp=-tng,n=1,2,3,... auf.) Wir erhalten 
also ein Spektrum der Art, wie wir es im $ 54 
untersucht hatten, und zwar ein Spektrum mit 
Bändern erlaubter Energiewerte von E=0 bis 


E = E(g) — 2 und vonE=E£(d+ 2 bis zum 
nächsten Riß usw., und aus Bändern verbotener 


Energie von B=-B(W— bis E=E(g) +5 


a tt 8 ı —p 


Mr usw. Diese verbotenen Bereiche sind auf der 
ne an un Ordinatenachse durch Schraffierung angedeutet. 
lichen Spektrum bei einer periodischen J8t das Störfeld klein (A—- 0), so werden die 

Störung. Risse sehr schmal. Das Spektrum eines sich in 


268 


876. DIE PROBLEMSTELLUNG IN DER THEORIE DER STÖSSE VON PARTIKELN 


einem periodischen Feld mit kleiner. Amplitude bewegenden Teilchens stellt also 
gewissermaßen eine Umkehrung des z. B. für Atome charakteristischen diskreten 
Spektrums dar. Im diskreten Spektrum sind nur einzelne Energiewerte E,,E,,..., 
„erlaubt“ und die übrigen Werte ‚verboten‘. Im vorliegenden Fall sind breite 
Energieabschnitte ‚‚erlaubt‘‘ und nur einige schmale Streifen ausgeschlossen. 

Neben dem von uns berechneten Riß im kontinuierlichen Spektrum von Eistin 
Abb. 50 noch eine stetige Änderung von E als Funktion von p in der Nähe dieser 
Rißstellen gezeigt. Wir hätten diese Änderung auch aus unserer Berechnung erhal- 
ten können, wenn wir berücksichtigt hätten, daß die Lösung (75, 18) nicht nur in 
den Punkten p= 4 9, wosie einfach unendlich wird, sondern auch in allen Punkten 
unbrauchbar wird, für die gilt 


|Ep+2)—E(p)|= A, (75, 25) 


da in diesem Impulsbereich der Zusatz zu E zwar nicht unendlich, aber sehr groß ist. 
Wir hätten somit das Verhalten der Lösungen in der Nähe der Punktep = +q 
untersuchen müssen. Diese Berechnung lassen wir fort!). 

Wesentlich ist, daß sich das Bestehen dieser Risse in der Form der Funktionen 
E (p) in der Nähe des Risses ausdrückt. Dadurch wird die Zahl der Zustände y, ver- 
ändert (die wir als dp proportional betrachten können). die auf das Energieintervall 


dE entfallen. Für den nichtgestörten Fall ist 2 - 150 
d 


Y — © an den Stellen im Energiespektrum, wo die Risse auftreten. Dieses Ergeb- 


nis kann man auch ohne spezielle Berechnung erhalten. Wir zeigten im $54 in 
allgemeiner Form, daß für ein Teilchen, das sich in einem periodischen Feld bewegt, 
die Gruppengeschwindigkeit 


‚ für den gestörten aber 


_1dE_dE 
 hdk dp 


an den Bandrändern gleich Null ist. Daß in unserem Beispiel die Gruppengeschwin- 
digkeit am Bandrand gleich Null ist, folgt schon daraus, daß wir an den Bandrän- 


PT 
dern nicht laufende Wellen ( r), sondern stehende Wellen (75.24) und (75,24) 
haben. 

Im folgenden wenden wir die Störungstheorie im kontinuierlichen Spektrum 
beim Problem des Stoßes von Teilchen an. Dabei werden wir es mit einer in 
einem bestimmten räumlichen Bereich lokalisierten Störung zu tun haben, d.h. 
mit dem Fall, in dem das kontinuierliche Spektrum des ungestörten Systems durch 
die Störung nicht unterbrochen wird. 


$ «6. Die Problemstellung in der Theorie der Stöße von Partikeln 


Die Theorie der Stöße von Partikeln stellt gegenwärtig eines der umfang- 
reichsten Kapitel der Atommechanik dar?). Wir beschränken uns hier auf die 
Beschreibung der Problemstellung an sich und die Besprechung der Borsschen 
Näherungsmethode für elastische Zusammenstöße. 


1) Diese Berechnung enthält z. B. [12], $$ 95-97. 
?) Siehe z. B.: [41]. 
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Wir stellen uns ein Teilchen vor, das wir, um ein bestimmtes Beispiel vor Augen 
zu haben, uns als Atom A denken, auf das ein Teilchenstrom B einfällt, den wir 
uns wiederum aus Elektronen bestehend vorstellen wollen. Der Teilchenstrom B 
möge in Richtung der z-Achse verlaufen (Abb. 51). 

Die mit dem Atom zusammenstoßenden Elektronen B können eine Änderung im 
| Bewegungszustand in zwei- 
facher Hinsicht erleiden. Er- 
stens können sie ihre Bewe- 
gungsrichtung ändern, zwei- 


Zero tens können sie einen gewissen 
EEE REN.) Teil e ihrer Energie HE an das 
EOERRPENDENNRTER. 0 Atom abgeben!). In diesem 
— Falle sprechen wir von einem 
Bun ee unelastischen Stoß oder einer 
_—— 'unelastischen Streuung. Ist 


e=0, dann wird der Stoß 
elastisch (elastische Streuung) 
genannt. 

Im Versuch interessiert die 
Abb. 51. Der Zusammenstoß von Teilchen nach der Quan- Zahlder Elektronen (Teilchen 
tenmechanik. A das streuende Atom, B der einfallende B),diein lseedurch die Fläche 

Teilchenstrahl. - dS (Abb. 51) hindurchgehen. 

Diese Fläche steht senkrecht 

zu dem vom Mittelpunkt des Streuers A aus gezogenen Radiusvektor. Wir bezeichnen 

den Teilchenstrom, der durch diese Fläche mit der Energie E — & hindurchgeht, mit 

dN.. Diese Zahl d N. ist proportional der Fläche d$ (sofern sie klein ist), und um- 

gekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung r vom Streuer. Außerdem ist 
dN, offenbar proportional dem Teilchenstrom im Primärstrahl N. Somit ist 


einfallende Welle 


dN. = Ng(e,d, 9) — (76, 1) 


wo N die in 1 sec durch die Fläche von 1 em? hindurchgehende Teilchenzahl im Pri- 
märstrom ist, und g(&,®,_@) ein gewisser Proportionalitätsfaktor zwischen dN, und 


N. Die Größe ist der Raumwinkel dQ2, unter welchem die Fläche dS vom Mittel- 


€ 


punkt des Streuers aus erscheint. Das Verhältnis bestimmt die Wahrschein- 


lichkeit für die Streuung in den Raumwinkel dQ unter dem Energieverlust e. Dieses 
Verhältnis ist gleich 


dN., 
N = qg(89,9)42. (76, 2) 
Aus (76,1) folgt, daß g die Dimension einer Fläche hat (da[d N,] = n ‚[N]= u A 


1) Befand sich das Atom A ursprünglich im angeregten Zustand, so kann auch der Fall ein- 
treten, daß es seine Energie an das Elektron B abgibt. In diesem Fall kann die ursprüngliche Ener- 
gie des Elektrons um eine bestimmte Größe & zunehmen. Solche Stöße werden ‚‚Stöße zweiter 
Art‘‘ genannt. 
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soist [9] = L?) und heißt der differentielle Wirkungsquerschnitt (des Atoms A) für 
nichtelastische Streuung in den Raumwinkel dQ unter dem Energieverlust e. Diese 
Bezeichnung rührt daher, daß wir bei Darstellung von (76, 2) in der Form 


(89,9) dQ 


l cm? 


dN.=N (lcm?) —= N (lem?) dw (e,®, 9) (76, 2’) 


sagen können, daß die Wahrscheinlichkeit dw (&,%, 9), um dN, Teilchen zu erhal- 
ten, die die Energie & verloren haben und in den Winkel d.Q gestreut wurden, gleich 
der Wahrscheinlichkeit ist, beiregellosem Beschuß der Fläche von 1 cem?die Fläche 
mit dem Querschnitt q (&,d9, 9) d & cm? zu treffen. Die Größe 


N 


= - [169 na0 (76, 3) 


worin das Integral über den ganzen Raumwinkel 42 genommen ist, gibt den so- 
genannten gesamten Wirkungsquerschnitt für den nichtelastischen Stoß mit dem 
Energieverlust e an. N, = Q.N ist die Zahl der Teilchen pro sec, die beim Stoß 
die Energie e verloren haben, bei einem Primärstrahl von N-Teilchen pro em? 
und sec. 

Aus diesen Formeln folgt, daß die Berechnung des differentiellen Wirkungsquer- 
schnitts q die vollständige Antwort auf die Frage nach der Winkelverteilung und den 
Energien der Teilchen, die einen Stoß erlitten haben, gibt. Die Aufgabe der Theo- 
rie der Stöße ist nun auf die Berechnung von g zurückgeführt. 


Wir stellen zunächst die Frage nach den Methoden der Berechnung dieser Größe zurück und 
untersuchen, in welchen Fällen für die Berechnung der Stöße die Quantenmechanik und in 
welchen die klassische Mechanik anzuwenden ist. 

Dazu betrachten wir bei Anwendung der Gesetze der klassischen Mechanik den Verlauf eines Zu - 
sammenstoßes. In Abb. 52 ist das Atom A mit dem Mittelpunkt O dargestellt. Um das Atom ist. 
eine Kugel mit-dem Halbmesser @ gezogen, außerhalb derer die Kräfte zwischen dem Atom A 
und dem einfallenden Teilchen B genügend klein sind. Diese Kugelfläche werden wir als Wirkungs- 
sphäre bezeichnen!). Das Teilchen B, das sich ursprünglich längs der 2-Achse bewegte, wird, wenn 
es in diese Sphäre gelangt, eine in Abb, 52 gezeigte Ablenkung erfahren (hier im Falle der Ab- 
stoßung von A und B). 

Wir ziehen von dem Zentrum des Atoms eine Senkrechte auf die ursprüngliche Richtung BZ 
der Teilchenbewegung. Die Länge dieser Senkrechten sei oe. Sie wird der Stoßparameter (oder Ziel- 
abstand) genannt. Ein Teilchen, das einen bestimmten Stoßparameter besitzt, wird um einen 
eindeutig bestimmten Winkel ®#so abgelenkt, daß ge = oe (dB) undd# = 9 (o) ist. Teilchen, die StoßB- 
parameter zwischen oe und eo + do besitzen, werden um Winkel abgelenkt, die zwischen ® und 
® + dd liegen (den Winkel @ untersuchen wir jetzt nicht, da wir für das Feld des Atoms A Kugel- 
symmetrie voraussetzen). | 

Stellen wir uns einen Strom von Primärteilchen vor, die durch eine Fläche von 1 cm? hindurch- 
gehen, so werden alle die Teilchen um die Winkel 9, & + dd abgelenkt werden, die durch einen 
von den Halbmessern po und o + do gebildeten Ring hindurchgehen. Die Fläche dieses Ringes ist 
2rrodo (Abb. 52). Die Wahrscheinlichkeit, in einem zwischen 9 und 9 + dd liegenden Winkel ab- 
gelenkt zu werden, ist somit gleich 
2rodeo 

1 cm? " 


1) Diese Kugelfläche läßt sich nicht immer angeben. Für das CouLoMBsche Gesetz z.B. ist . 
U = const r"!, so daß von einer solchen Kugelfläche nicht gesprochen werden kann. Die Wir- 
kungssphäre läßt sich nur in dem Fall bestimmen, in dem die Kräfte rasch genug abnehmen. 
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Die Größe 20 do ist also der differentielle Wirkungsquerschnitt für die Ablenkung um die Winkel 
9,8 -+dö (bei beliebigem Winkel p). Offensichtlich muß die Genauigkeit der Bestimmung des 
Stoßparameters so sein, daß wir entscheiden können, durch welchen Teil der Wirkungssphäre das 
Teilchen hindurchfliegt, denn davon hängt die Größe der Ablenkung aus seiner Bahn ab. Anders 
ausgedrückt: es muß auf jeden Fall die Ungleichung do < a erfüllt sein. 


Ab». 52. Der Zusammenstoß der Teilchen B mit dem Atom A nach der klas- 
sischen Mechanik (Fall der Abstoßung). 


In der klassischen Mechanik kann de beliebig klein gewählt werden. Anders verhält es sich in 
der Quantenmechanik infolge der Quantelung des Drehimpulses. Wenn wir mit m den Bahn- 
drehimpuls, mit . die Masse desTeilchens und mit vseine Geschwindigkeit bezeichnen, so gilt 

dm 


m—= uve oder de = —. (76, 5) 
UV 


In der Quantenmechanik nimmt der Drehimpuls nur diskrete Werte an, wobei der Zuwachs dm, 
‚den wir jetzt mit Am bezeichnen, gleich h ist. Wir müssen also statt (76, 5) schreibent): 


A (76, 5°) 
uv 
Folglich lautet die Bedingung de < a jetzt: 
As en. (76, 6) 
AV 


1) Wir führen hier eine rein qualitative Diskussion durch. Die Formel (76, 5’) bedeutet nicht, 
daß der Stoßparameter eine gequantelte Größe darstellt. Da er im Grunde genommen eine Koor- 
dinate ist, kann er als ein Operator mit kontinuierlichem Spektrum (0 S o S >) aufgefaßt werden. 
Eine genauere Untersuchung würde zeigen, daß die Diskretheit des Impulses dazu führt, daß die 
Wahrscheinlichkeitsmaxima, ein Teilchen mit einem gegebenen Drehimpuls m? = h?l(l + 1) im 
Abstand o vom Mittelpunkt zu finden, eine diskrete Folge bilden. Ap in (76, 5’) ist der Größen- 
ordnung nach der Abstand zwischen diesen Maxima. Siehe: [41.] 
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wv ist der Impuls p des Teilchens. Aber _ ist die De BRogLie-Wellenlänge A, daher können wir 


(76, 6) in folgender Form schreiben: 
.< 2Ind. (76, 7) 


Wir gelangen zu der uns schon aus den $$ 34 und 36 bekannten Bedingung für die Anwendbar- 
keit der klassischen Mechanik. Die Wellenlänge A von Elektronen mit einer Energie von mehreren 
Elektronenvolt ist der Größenordnung nach gleich 108 em. Die gleiche Größenordnung weist auch 
der Radius a der Wirkungssphäre auf. Man kann also bei der Berechnung von Zusammenstößen 
von Elektronen mit Atomen nicht ohne die Anwendung der Quantenmechanik auskommen. Für 
a-Teilchen dagegen (Masse => 10% g, v zz 10° cm. sec 1) erhält man eine Wellenlänge A = 10-13 cm, 
so daß die klassische Mechanik anwendbar wird (wenn man die Kräfte außer Betracht läßt, bei 
denen der Halbmesser der Wirkungssphäre in der Größenordnung von 101? cm liegt, was ge- 
rade für die Kernkräfte der Fall ist). (Vgl. $ 36.) 

Die Untersuchung des Stoßes mit nur einem einzelnen Atom statt der Untersuchung von 
Stößen mit einer Atomgesamtheit, die von einem Gas, einer Flüssigkeit oder schließlich einem 
festen Körper gebildet wird, ist eine bei weitem nicht immer anwendbare Abstraktion. Betrachten 
wir ein einziges Atom, so setzen wir voraus, daß das Teilchen sich vor dem Stoß frei bewegt. 
Darin liegt das eigentliche Wesen der Problemstellung des Zweikörperstoßes. 

Um zu beurteilen, wann eine solche Fragestellung möglich ist, untersuchen wir den mittleren 
Weg (die freie Weglänge), den das Teilchen B ohne Stoß innerhalb einer den Körper bildenden 
Atomgesamtheit durchläuft. 

Der Eindeutigkeit halber untersuchen wir nur elastische Stöße. Wir führen ein Kriterium 
dafür ein, daß das Teilchen B nicht in Wechselwirkung mit dem Atom stand (sich frei bewegte). 
Als dieses Kriterium führen wir einen bestimmten Ablenkungswinkel 9, ein. Ist der Ab- 
lenkungswinkel $# < ®,, so nehmen wir an, das Teilchen wäre nicht abgelenkt worden, sondern 
hätte sich frei bewegt, ist # > Ö,, so soll Wechselwirkung bestanden haben. Das effektive Q, für 
die Ablenkung um Winkel größer als ®, ist gleich 


9 = [a (6 8, 9) 42. (76, 8) 
2% 


Das Zeichen Q2, zeigt an, daß wir bei der Integration kleine Ablenkungen (# < d,) ausschließen. 
Wir betrachten jetzt den Strahl N der Teilchen B, der durch eine Fläche von 1 cm? geht. Beim 
Zurücklegen einer Strecke dx durchdringt dieser Strahl das Volumen dx -1cm?. Bezeichnen wir 
mit n die Anzahl der Atome pro cm? eines (gasförmigen, flüssigen oder festen) Körpers, so wird 
im angegebenen Volumen der Teilchenstrom n dx - 1cm? Atomen begegnen. Die Wahrscheinlich- 
keit für den Zusammenstoß eines der Teilchen B mit einem Atom A ist bei Hindurchgehen 
durch eine Schicht d: gleich 
% 


ERRE ndxz:1lcm? = Qında. (76, 9) 
c 


Bezeichnen wir mit N(x) die Größe des Stroms der nicht abgelenkten Teilchen in der Tiefe x 
innerhalb der Substanz. Nach (76, 9) wird die Abnahme dieses Stroms bei Durchdringung einer 
Schicht x, x + dx gleich 


dN 
I = N rn. (76, 10) 
Daraus finden wir 
N(x) = N,e %nz, (76, 11) 
folglich ist die Größe 
w(x) = en (76, 12) 
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die Wahrscheinlichkeit, einen Weg x ohne Stoß zurückzulegen. Die mittlere freie Weglänge 
I ist somit gleich 

I= On [ans zde = es ; (76, 13) 

dom 
Ö 

Damit wir ein Teilchen, das die Weglänge ! zurücklegt, tatsächlich gegenüber irgendeinem der 
Atome des Körpers als frei beweglich ansehen können, muß die freie Weglänge größer als der 
Radius a der Wirkungssphäre sein. Sonst würde sich das Teilchen immerfort innerhalb der Wir- 
kungssphäre jenes Atoms befinden, mit dem es den nächsten Zusammenstoß erleidet. Die Be- 
dingung für die Anwendung der’Theorie von Zweikörperstößen ist also sowohl in der klassischen 
Mechanik wie in der Quantenmechanik 


1> a. (76, 14) 


Kann die Wirkungssphäre nicht bestimmt werden, so wird die Anwendung der Theorie der Zwei- 
körperstöße zum mindesten zweifelhaft (jedenfalls für Stöße mit kleinem ?). 

In der Quantenmechanik muß die Bedingung (76, 14) durch eine weitere Bedingung von spe- 
ziellem Quantencharakter ergänzt werden. Uns interessieren die Änderungen des Impulses (und 
der Energie) der Teilchen bei den Stößen. Der Zustand . einem bestimmten Impulswert 7 


a beschrieben. 
Aus der Bedingung (76, 14) folgt, daß wir die Bewegung des freien Teilchens über die freie Weg- 


länge ! untersuchen müssen, d.h. wir müssen es mit einer Wellengruppe zu tun haben, deren Aus- 


messung ! nicht übersteigt. In einer solchen Gruppe ist im allgemeinen Ap p® = Oein Zustand mit 
unbestimmtem Impuls. Um diese Unbestimmtheit vernachlässigen zu können (um dann mit einer 
monochromatischen Welle zu operieren), muß 


ı>1 (76, 15) 


wırd durch eine Dx Broaie-Welle mit der Wellenlänge } = 


sein. Wenn die Bedingungen (76, 14) und (76, 15) nicht erfüllt sind, wäre der Stoß zugleich mit der 
ganzen Atomgesamtheit A zu untersuchen, oder es wären besondere Kunstgriffe anzuwenden, 
die eine Umgehung der Schwierigkeiten dieser direkten Aufgabenstellung ermöglichen. 


$ 77. Die Berechnung der elastischen Streuung 
nach der Methode der Bornschen Näherung 


Wenn wir uns auf elastische Streuung beschränken, brauchen wir die innere Struk- 
tur des Atoms nicht zu untersuchent!). Die Wirkung des Atoms A auf die einfallen- 
den Teilchen B kann in diesem Falle als Wirkung eines Kraftzentrums aufgefaßt 
werden. Besitzt das Atom Kugelsymmetrie, so ist das von ihm gebildete Kraftfeld 
ein Zentralfeld. Wir wollen uns jetzt mit diesem Fall beschäftigen und bezeichnen 
die potentielle Energie des Teilchens B im Feld des Atoms A mit U (r) (r sei der Ab- 
stand zwischen dem Zentrum A und B). Die Energie des Teilchens B bezeichnen wir 
mit Z. Wird U (r) = 0 für r = », so müssen wir E > 0 nehmen, da uns der Fall 
interessiert, in dem das Teilchen B sich mit der Energie E aus dem Unendlichen 
kommend auf das Atom A zu bewegt. Nach der allgemeinen Theorie der Bewegung 
im Zentralfeld sind solche Zustände desTeilchens B nur bei E > 0 möglich. 


1) Bei der Berechnung nichtelastischer Stöße muß man dagegen unvermeidlich die Atom- 
struktur untersuchen, da sich beim nichtelastischen Stoß der Quantenzustand des Atoms ändert. 
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Wenn » (x, 4,2) die Wellenfunktion des Teilchens B ist, so lautet die SCHRÖ- 
DINGERgleichung 


h? , 
ur: y+ Ul)y= Ey (77,1) 
(u bedeutet die Masse des Teilchens B). Die potentielle Energie U (r) möge mit 


wachsendem Abstand r vom Atom A genügend rasch abnehmen. Wir führen die 
Wellenzahl ein: 


2uE p2 
ji ar (77,2) 
worin p der Impuls des Teilchens ist. Ferner setzen wir zur Abkürzung 
24 
43 U(r)=/ Ar). (77,3) 
Dann läßt sich die Gleichung (77, 1) folgendermaßen schreiben: 
vey+k?vy=V (r) vw. (77,1’) 


Die Lösungen dieser Gleichung, die zur Energie E (k?) gehören, sind sehr stark 
entartet und besitzen sehr verschiedene Gestalt. 

Wir müssen solche Lösungen auswählen, die der gestellten physikalischen Auf- 
gabe entsprechen, d.h. in großen Abständen von A muß die Lösung aus einer ebenen 
Welle gebildet sein, die den Strom der einfallenden Teilchen darstellt, zusammen 
mit einer auslaufenden Welle, die die gestreuten Teilchen darstellt (in der all- 
gemeinen Lösung der Gleichung (77, 1’) könnten z. B. auch einlaufende Wellen 
vorkommen). 

Dementsprechend stellen wir y als Summe aus zwei Anteilen dar: 


vyv=y’+u, (77, 4) 


wo „den einfallenden und u den gestreuten Teilchen entspricht. Nehmen wir an, 
daß die Teilchen sich in Richtung z bewegen, so hat w® die Form 


eikz 
I2° 
Die Wellenfunktion y° ist so normiert, daß die Dichte der einfallenden Teilchen 


| y]®= lem“? ist, d.h. ein Teilchen pro Volumeinheit. Dabei wird nach der Formel 
(29, 5) der Strom gleich 


a Le 1:cm®, (77,5) 


NR yo u |yPjr = 6 (sel. om-9), (77, 6) 
u 


h 
wov= er — 3 die Teilchengeschwindigkeit ist. Die Funktion u, die den Zustand 
der gestreuten Teilchen darstellt, muß für große Abstände r vom Atommittelpunkt 
die Form einer auslaufenden Kugelwelle haben: 
ikr 
ud) = A, 


r>= 
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wo A (9) die Amplitude der gestreuten Welle und 9 der Winkel zwischen r und der 
z-Achse, d.h. der Streuwinkel ist. 

Wir berechnen jetzt den Strom der gestreuten Teilchen in großer Entfernung 
vom Atom. Aus der Formel für den Strom (29, 5) und aus (77,7) folgt, daß der 
Strom der gestreuten Teilchen gleich 
1 v|4(9)]? 

„2 


7 = (77, 8) 


ih ( Ou* Ou) kh 3 
ze re 


= 2u "ar "Dr 
sein wird!). Daraus folgt für den Strom durch die Fläche dS$: 

dAN=J,dS=v|4A(9)|?dQ. (77,9) 
Folglich finden wir aus (77, 9) und (77, 6) 


1) a0 = = [AM]? aR. (77,10) 


Somit genügt für die Berechnung des Wirkungsquerschnitts q(#) die Kenntnis der 
Amplitude A(®) der gestreuten Welle. Um die gestreute Welle v zu finden, betrach- 
ten wir V (r) in (77,1’) als Störung und wenden für die Lösung der Gleichung 
(77,1’) die Methoden der Störungstheorie an?). Setzen wir (77,4) in (77, 1’) ein, und 
vernachlässigen wir das Glied Vu als klein von zweiter Ordnung, so erhalten wir 


veu+ku= Vy". (77, 11) 


Wir müssen jetzt die Lösung dieser Gleichung finden, die die asymptotische Form 
(77, 7) besitzt. Statt der Entwicklung von u nach ungestörten Funktionen wenden 
wir bei der Lösung von (77, 11) eine direkte Methode an. Wir untersuchen die 


Funktion 
(=D, (re i®, (7712) 


wo r.der Radiusvektor des Punktes x, %, zist, die Zeit und wdie Frequenz. Ferner 
sei ® das skalare Potential, das sich aus der elektrischen Ladungsdichte 


e(v,t)= @(t)e-'®! (77,13) 
ableitet. Aus der Elektrodynamik ist bekannt, daß sich das Potential als Lösung 
der Poıssonschen Gleichung 

v‚?d—-,.,=-4n0 (77, 14) 


ergibt, wo c die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Lösung der Gleichung (77, 14) ist be- 
kannt: nimmt man die Wellen, die von einer Ladung o (t’, £) dr’ ausgesandt werden 


1) Siehe (52, 3). Die übrigen Komponenten Js, Jg werden in einem Zentralfeld Null [4(9) ist 
reell!]. Wir bemerken noch, daß wir einen konvergierenden Strom erhalten hätten, wenn wir in 
(77, 7)'e-tkr statt e*?&r genommen hätten. 


1 
2) Wir nehmen außerdem an, daß V(r) mit dem Abstand rascher abnimmt als E5 (vgl. Anm. in 


48 auf S.1 Das Matrixelement von V(r) werden wir als endlich betrachten, da aus dem im 
75 Besprochenen hervorgeht, daß das Spektrum von E kontinuierlich bleibt. 
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(wir haben gesetzt: dr’ — dx’ dy’ dz’), die im Punkt r liegt, so ist das skalare Po- 
tential im Punkt r im Zeitpunkt t gleich 


le J) 
D(iil)=| —d’T, 


rel 


(77,15) 


wo | r’— r|der Abstand zwischen dem Punkt r’, in dem die Ladung odr’ liegt und 
dem Beobachtungspunkt rist. Setzen wir BD aus (7 7, 12)in (77, 15) und p aus (77,13) 
ein und kürzen wir e”i®t, erhalten wir 


2 vor] 
D,(t) = | ne”, r. (77, 16) 


Setzen wir ® aus (77, 12) und o aus (77, 13) in die Poıssonsche Gleichung ein und 
kürzen wir e-®it, bekommen wir 


w? 
+ zDd=— Inn (77,17) 


Vergleichen wir diese Gleichung mit (77, 11), so erkennen wir, daß (77,11) und 
(7:7, 17) identisch werden, wenn wir setzen: 


w 1 
®, =UuU, e3 = k, BP, = ar Vy. (77, 18) 
' Daraus schließen wir auf Grund von (77, 16), daß 
V(r’) pe lr’) eikle—el 
— _— 1. dTV 1 
= | ze] : en 


die Lösung der Gleichung (77, 11) 
ist. Dabei haben wir bereits automa- 

tisch berücksichtigt, daß « nur aus- 

laufende Wellen enthält, da (77, 15) 

die Lösung für emittierte, nicht aber 

für Wellenist, dievon den Ladungen 

„absorbiert‘‘ wurden. 

Wir suchen jetzt die Form von 
u (t) in großen Entfernungen vom 
Atom A. Dazu bezeichnen wir den 
Einheitsvektor in Richtung.des eir- 
fallenden Strahles (2-Achse) mit n,, 
und den Einheitsvektor in der Rich- 
tung des Vektors r mit n. Wir. App. 53. Erläuterung der Lage der Vektoren, r’ der 


formen zunächst | v— re] um. Aus Radiusvektor vom Ätommittelpunkt zum Elektron, 
dem in Abb. 53 angeführten Drei- r der Radiusvektor vom Atommittelpunkt zum Auf- 


en punkt R(x,y, 2), der Streuwinkel, n, der Einheits- 
Zus Oben I : a vektor in Richtung des Primärbündels, n desgl.in 
v—it Per+r?— 2nrr, der Richtung des gestreuten Bündels. 
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wor= |t|, r' = |r’|. Daraus erhalten wir für r >r': 


Ir’ -- ı=r—nt’+ o(2) j (77, 20) 


wo 0 - die Glieder der Größenordnung . und höher bedeutet. 


Setzen wir |r’ — r| aus (77, 20) in (77, 19) ein und vernachlässigen im Nenner die 
Größe nr’ gegenüber r, so erhalten wir als Ausdruck für v, der für große Abstände r 
vom Atom gilt!): 


ikr f 

—iknr N ap0 (r’ ‘Er ” ’ 
5 IE r‚mYenar. (77,19) 
Setzen wir hier yP (r’) aus (77,5) ein und berücksichtigen, daß =’ =: r’n,, so be- 
kommen wir 


1 sert#t 7; : 
u(t) = Er, — fee: Vr)dr'. (77,21) 


Vergleichen wir (77, 21) mit (77, 7), so sehen wir, daß die Amplitude der gestreuten 
Welle gleich 


i 
EEE TEE ik (n,—n) r’ ' ' 
A ee e V (rt) dr. (77, 22) 
ist. Wir führen den Vektor 
Ä .» In. DB 
K=km, —n), K=-k|n,—n]=2ksinn—= —sinz (77, 23) 


ein. Dann erhalten wir unter Berücksichtigung von (77, 3) 


12uf, 
A(d) = 6 ER U (v)dr‘, (77, 24) 


d.h. die Amplitude der gestreuten Welle ist proportional der FOURIERkomponente 
aus der Entwicklung des Potentials nach ebenen Wellen e!*!, Setzen wir 
diesen Wert für A (®) in (77, 10) ein, so finden wir den Wirkungsquerschnitt: 


I ul far | 


Diese Formel gilt, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, nur genähert. In der Stoß- 
theorie wird diese Näherung (die erste Näherung der Störungstheorie) gewöhn- 
lich die Borxsche Näherung genannt. Wir können hier nicht weiter auf die Unter- 
suchung über die Genauigkeit der Borßwschen Näherung und ihrer Brauchbarkeit 
in den verschiedenen Fällen eingehen?). Wir weisen nur darauf hin, daß die Inten-- 
sität |u (r) |? der gestreuten Welle in der Nähe des Streuzentrums klein im Ver- 
gleich zu der Intensität | (t) |? der einfallenden Welle sein muß. Aus der Formel 
(77, 15) 1äßt sich das Verhältnis von |v|? zu |y?]? leicht abschätzen. wenn man die 


I) D.h. fürr>a, wo a der Radius der Wirkungssphäre ist. 
2) 8:. [41]. 
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Werte dieser Funktionen für den Atommittelpunkt (rt = 0) nimmt. Setzt man vor- 
aus, daß es sich um Zentralkräfte handelt, so daß Y (r’) = V (r’), und nimmt man 
in (77,15) r=0, dr’ = r’?dr' sin#’dV’dy’, fr’ = kr’ cos®’, so erhält man nach 
einfacher Integration über die Winkel ® und o 


2u i ; | 
BE ee ya joe een r'dr’\. (77, 26) 


Bei k — geht das Integral asymptotisch gegen Null. Daher wird bei hinreichend 
großer Teilchenenergie (großem k) die Bornsche Methode stets anwendbar sein. 


8 78. Die elastische Streuung schneller geladener Partikel durch Atome 


Die von uns erhaltene Formel für den differentiellen Wirkungsquerschnitt g(®) 
ist auch für die Berechnung der elastischen Streuung hinreichend schneller Teilchen 
brauchbar. Ferner setzte unsere Argumentation voraus, auch wenn das nicht be- 
sonders hervorgehoben wurde, daß das Atom vor und nach dem Stoß ruht. Ist die 
Geschwindigkeit der einfallenden Teilchen groß und die Geschwindigkeit des Atoms 
vor dem Stoß nur gleich der thermischen Geschwindigkeit, so kann letztere ver- 
nachlässigt werden. Die Geschwindigkeit nach dem Stoß kann aber nur dann ver- 
nachlässigt werden, wenn die Masse „ des stoßenden Teilchens wesentlich kleiner 
ist als die Atommasse M. 

Wir setzen voraus, daß alle diese Bedingungen erfüllt sind, und wollen nun die 
Streuung von Teilchen mit der Masse u und der Ladung e, berechnen. Wir bezeich- 
nen mit — eo (r”) = —eo (r”) die Dichte der elektrischen Ladung, die durch die 
Elektronenwolke des Atoms im Punkt r’’ gebildet wird (Kugelsymmetrie für e vor- 
ausgesetzt), und mit Z die Atomnummer. Dann ist das elektrische Potential im 
Punkt r gleich | 

Ze oe (v)dr” 


era 78,1 
Pre ne 77] (78, 1) 


und die potentielle Energie eines Teilchens in diesem Feld gleich 


Zee r"') dr” 
UNn=apn)=— ea Br: (78, 2) 


Setzen wir diesen Wert für U (r) in (77, 24) ein, so erhalten wir 


2uZ it! . 2uee, [, (r"’) de” 
ER, = ai € . dr’ - ae _ı Kr’ Ir’ EL 


Wir wollen die Integrale getrennt für sich berechnen. Dazu bemerken wir, daß das 
Integral | 


„ eikr ; = 
pit u (78, 4) 
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als das von den im Raum verteilten elektrischen Ladungen mit der Dichte 
o(r') = ef" im Punkt r” erzeugte Potential angesehen werden kann. 
Das Potential o (r’) genügt der Poissonschen Gleichung 
v2eo(!)=—4no(lt)= —4neitt (78, 5) 


Aus dieser Gleichung finden wir sofort @ (r’) 


[4 


„ 4neitt 
PN Tgn: MP-RtKHR. (78, 6) 


Vergleichen wir (78, 4) mit dem ersten Integral in (78, 3), so folgt, daß 


eitr eikr Ar 
Bl de re 8 
n- |: Ft Fir (78, 7) 


Für das zweite Integral (Doppelintegral) erhalten wir 


r’ dr „ ir 
Ie = ferrar a = T je 


124 [2 Aneitt” 4.76 
- [ar o (rt) ——— mE = Tan [arewer. 


(78, 8) 


Um die Integration in (78, 8) durchzuführen, führen wir Polarkoordinaten ein mit 
der Polarachse parallel zu &. Dann ist 


dt—=r?’drsind dd do, gtr= Krecos®. 
Wir erhalten 


Jdre) es [ew ‚rtär [dp [er omtsin das 


Führen wir die Variable cos$ = & ein, so können wir leicht über £ und 9 integrieren 
und bekommen 


faren eatt— Ay | ne?) o(r) r?dr. (78, 9) 
J} &r 
Ö 


Setzen wir (78, 9) in (78, 8) und (78, 7) in.(78, 3) ein, so finden wir den endgültigen 
Ausdruck für 4 (9) 


Ad) = - am 2 4m -/ "sin(Kr) o(r) rar. (78, 10) 
Ä 


Asıh? K® Kr 


Wenn wir berücksichtigen, daß 
9 Autv? . „VÖ 
N 0 1 0 2 
K?— 4k?sin El 7; sin 


to 
6.8) 
ken 7 
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wo v die Teilchengeschwindigkeit ist, und wenn wir setzen 


F(d) — 1 [En 0 (r)r2dr, (78, 11) 
Kr 
0 
so finden wir schließlich 
A(d) = ns ={Z — F (8) }ooseo? - (78, 12) 


Wir nennen die Größe F (#) Atomformfaktor. Wie wir sehen, bestimmt diese Größe 
die Abhängigkeit der Elektronenstreuung vom Winkel. Wir bemerken, daß diese 
Größe auch die Streuung der Röntgenstrahlen bestimmt. 

Aus (78, 12) finden wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt für die Streuung 
der Elektronen mit der Energie E um den Winkel d 


e?e? 


d 
g(d) = Pur td — F (9) > cosect — 5 (78, 13) 


Um diese Formel auf ein bestimmtes Beispiel anzuwenden, nehmen wir für die 
Ladungsdichte eo an (was sich auch aus eingehenderen quantenmechanischen 
Rechnungen ergibt), daß o mit zunehmendem Abstand vom Atommittelpunkt ex- 


ponential abnimmt: 
R 


0= ne °, (78, 14) 
wo a. der „Atomradius“ ist. Das Atom ist als Ganzes neutral, daraus folgt: 


[ed = 2, (78, 15) 


s Z Beh ge 
WOTaus WI. 0, = 55 finden. Folglich ist 
Dr et: 
= ga (78, 16) 
Wir berechnen jetzt den Atomformfaktor 
sin (Kr)  _ Z = 
FÖ-= inlen gr rear = agsKsle “"sind-äds, 
ö ö 
wo $ = Kr. Das letzte Integral ist leicht zu berechnen: 
Ro: Zu 5 
EN ee 2a? K? 
Kasn& - EdE — — | Ba(eit _ ei) E nero ts er, 
f sin&-&£dE Pr; e (e )EdE (+ Ka) 
ö ) 
Daraus folgt: 
Z Z 
—_— 78,17 
F (9) = AK” (18, 17) 


= .,,. 
{ + 4k?a? sin?) 
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Folglich ist | 
e2e2 22 1 2 


d | 
—— [1 | cosed—. (78, 18) 


10) = 5 


Für schnelle Teilchen mit ka > 1 kann daher in (78, 18) für nicht allzu kleine Streu- 
winkel das zweite Glied des Ausdrucks in der Klammer gegenüber Eins vernach- 
lässigt werden. Wir erhalten dann: 
e2e272 9 

g(d) = FRE ga Cosec! j (78, 19) 
Diese Formel stimmt mit der für die elastische Streuung von Teilchen der Ladung e 
und der Masse u am Coutomgfeld des Kerns mit der Ladung Ze überein. Sie wurde 
erstmals von RUTHERFORD noch auf Grund der klassischen Mechanik abgeleitet. 

Ein ganz anderes Ergebnis erhalten wir für kleine Streuwinkel. Während wir 
bei = 0 (78, 19) aus q (0) = » erhalten, folgt aus (78, 18), daß bei $ = 0 
q (0) == const ist. 

Die Tatsache, daß für große Streuwinkel die Streuung so wie im CovLoMsfeld 
des bloßen Kerns erhalten wird, läßt sich anschaulich deuten: Die großen Ablen- 
kungen erfahren die Teilchen, die nahe am Kern vorbeifliegen, wo also das Feld der 
Elektronenwolke auf sie nicht einwirkt. Die kleinen Ablenkungen dagegen rühren 
von Teilchen her, die im weiten Abstand vorbeifliegen. In diesem Fall ist die Kern- 
ladung fast völlig durch die negative Ladung der Elektronenwolke abgeschirmt. 
Das Feld unterscheidet sich dann sehr stark vom Couzompfeld. 


A. Die Streuung der «-Teilchen 


Für «-Teilchen ist die Ladung e, = +2e, die Masse u = 4ua = 6,64.10-**g, wo 
4 die Masse des Wasserstoffatoms ist. Ist das Atomgewicht des Atoms A wesent- 
lich größer als 4, so können wir unsere Formeln unmittelbar zur Berechnung der 
Streuung von «Teilchen an Atomen verwenden. Die «-Teilchen, die von radio- 
aktiven Elementen ausgesandt werden, besitzen eine Geschwindigkeit von 

vs 10° cm/sec. Daher erhalten wir 


750 aus (77,2) als Wellenzahl &k > 1013 

gs N bis 1013 cm-!. Die für die Größe 
% | der Atome maßgebende Länge ist 
\ I a 10-8 cm. Folglich ist ka 10%, 


sodaß man die Formel (78, 19) an 
Stelle von (78, 18) bis zu sehr 
kleinen Winkeln verwenden kann 
sin TE 10-% bis 10-°]. 


ud 


Wir haben also für «-Teilchen 


e4 72 
Abb. 54. Streuung von -Teilchen beim Durchgang 9: (0) = 4 —— eosec? ws (7 8, 20) 
durch eine 0,001 mm dicke Goldfolie. Die ausgezogene 2 
Kurve stellt q (0) im Polardiagramm dar. Die beige- 3 1‘ 
fügten Zahlen geben die beobachteten Teilchenzahlen [ für in —>»>—-|. In Abb. 54 ist 
an. OA die Richtung des einfallenden Bündels. 27 ka 
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die Zahl der gestreuten «-Teilchen für verschiedene Winkel # im Falle der Streuung 
an Gold dargestellt. 

Wie bereits erwähnt, wurde die Formel (78, 20) erstmals von RUTHERFORD aus 
der klassischen Mechanik erhalten, indem er die Hyperbelbahnen der «-Teilchen im 
CovroMpfeld eines Atomkerns untersuchte. Diese Formel diente seinerzeit als 
Grundlage zur Erschließung der Kernstruktur des Atoms!) und wird RUTHERFORD- 
formel genannt. Da bis zu kleinen Winkeln # die Abschirmung der Kernladung durch 
‘die Elektronenwolke keine Rolle spielt, so ist die Formel (78, 20) die quanten- 
mechanische Formel für die Streuung von «-Teilchen an einem reinen COULOMB- 
feld, das von der Punktladung Ze herrührt. Die Streuung im CouLomgfeld ergibt 
sich also in der klasssischen Mechanik gleich der in der Quantenmechanik?). 


B. Die Streuung von Elektronen 


Für Elektronen ist u = 10-?7g, so daß die Bornsche Näherung nur für Elek- 
tronen mit einer Energie von mehreren Hundert Elektronenvolt anwendbar ist. 
Bei 500 eV beträgt die Geschwindigkeit 
v—= 1,3.10° cm/sec, k = 1,3.10° cm-!, d.h. e) 
ka = 1. Der Atomformfaktor kann daher in 


(78, 18) nicht vernachlässigt werden. Der .0 k 
Wirkungsquerschnitt q (9) ist in diesem \ | 
Fall gleich \ \ 
N \ 
A #8 
a) = 20a IZ —- FW} cosee! —. > N " 
(78,21) 95] \ 
Auf Abb. 55 sind die theoretisch berech- 
neten Streukurven für Elektronen an He 
und die Meßergebnisse von DAYMoND dar- 
gestellt. 
Sehr beachtenswert ist der Umstand, daß 
man aus der Beobachtung der Elektronen- ! 
streuung die Verteilung der Elektronen- 0 30 60 90” 8 
ladung im Atom ermitteln kann. Beobachten Abb. 55. Elastische Streuung an Helium 
wir die Elektronenstreuungfür verschiedene A die theoretische Kurve unter Berück- 
Geschwindigkeiten v und Winkel 9, so er- sichtigung der Abschirmung, B die 
halten wir q (9), den differentiellen Wir- en an a uune 
. n- 
kungsquerschnitt, und finden dann aus (78, länge. Die Kreuzchen Sehen die Meß- 
21) den Atomformfaktor F (9), der eine ergebnisse DAYMONDs an. 


1) Siehe das klassische Werk [49]. 
2) Wir erhielten die Formel (78, 20) in Borxscher Näherung und für sin < > n . Die Formel für 
ca 


die Streuung im CovroMefeld läßt sich auch genau erhalten (s.: [41] 3. Kap.) Es stellt sich 
heraus, daß sie für alle Winkel genau mit der RUTHERFORD- Formel übereinstimmt. Im Falle 
gleicher Teilchen, z. B. der Streuung von «a-Teilchen an He, gelangt die Quantenmechanik zu 
anderen Ergebnissen. Der Versuch bestätigt in diesem Fall die Schlußfolgerungen der Quanten- 
mechanik (s.: [41], $4 u. $ 4,1). 
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Funktion von K= a! sin” ist [s. (78, 11]. Dementsprechend werden wir F' 
als Funktion von K untersuchen. Aus (78, 11) haben wir 
K-F(K) 


Te - fin (Kr) -o(r)rdr. (78, 22) 


Daraus erhalten wir nach dem FourIzrschen Integraltheorem 
2r Fr | | 
nr ()=— [E'F (K)sin (Kr)-dK (78, 23) 
ö 


(wobei. wir den Umstand benutzten, daß K- F(K)eine ungerade Funktion von & ist. 

Haben wir den Atomformfaktor F (K) experimentell bestimmt, so finden wir aus 
(78, 23) o (r). Die Größe e (r) ist die von der Elektronenwolke gebildete mittlere 
elektrische Ladungsdichte im Atom. Diese Größe läßt sich also experimentell ermit- 
teln. Andererseits ist sie aber auch theoretisch berechenbar, da die Wahrscheinlich- 
keit für den Ort des Elektrons im Atom durch die Wellenfunktion |y|? bestimmt 
wird. Wie wir bereits bemerkten, kann der 
Atomformfaktor F (K) auch aus Versuchen über 


® die Streuung von Rönrtsexstrahlen ermittelt 
werden, was wiederum die Berechnung von 9 

. ermöglicht. 
Es ist sehr interessant, die Voraussagen der 
2 Quantenmechanik für eine so schwierige Größe, 


wie esdie mittlere LadungsverteilungimAtomist, 
mit den Versuchsergebnissen zu vergleichen. Das 
Experiment bestätigt sehr gut die Theoriet). Als 
N) 02 04 06 08 r (a) Beispiel bringen wirin Abb. 56 die Größe 4er” 
aus den Messungen der Streuung von Röntgen- 
Abb. 56. Die Dichte der elektrischen strahlen und Elektronen an He und die theo- 
Ladung im He (4 x 0 r*) als Funktion „etische Kurve für diese Größe, wie man sie für 
Elektronenstreuung;2bestimmtdurch He aus der Wellenfunktion 9 erhält (s. $ 118). 
Streuung von Röntgenstrahlen; Bemerkenswert ist die Übereinstimmung der 
3 theoretisch. Maxima und des exponentiellen Abfalls für o 

beir — ». 

Kennen wir die Dichte der Elektronen innerhalb des Atoms, so können wir mit Hilfe von (78,2) 
die Wechselwirkungsenergie U(r) zwischen Atom und gestreutem Elektron bestimmen. Somit 
läßt sich aus den Versuchen über die elastische Streuung von Teilchen der Charakter der auf diese 
Teilchen wirkenden Kräfte ermitteln. 

Das kann man auch aus der Formel (77, 24) erschließen. Die Amplitude A(®) der gestreuten 
Wellen hängt nur über den Vektor & (77, 23) von $ ab und kann daher als Funktion von & be- 
trachtet werden, d. h. A = A($). kehren wir das FOURIER-Integral (77, 24) um, so finden wir 


+ oo 

2. 

Uk)= san rn | Jeitt A(S)dK, dK,dK;. (78, 24) 
u (2)? 


Kennen wir also A($) aus dem Experiment, so können wir die Wechselwirkungsenergie U(r) be- 
rechnen. 


1). Siehe die Übersicht J. Howarp McMILLEN, Rev. Mod. Phys., Bd. II, S. 84, 1939. 
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Dabei ist noch folgendes zu berücksichtigen. Wir ermitteln im Experiment nicht unmittelbar 
A(S), sondern den effektiven‘ Wirkungsquerschnitt qg(9) = |A(S#)|?. Kennen wir daher g(®), so 
können wir A($)nur berechnen, wenn die Amplitude A($) reell ist. Im anderen Fall bleibt die Phase 
von A($) unbekannt. Wie aus (77, 24) ersichtlich, wird A($) reell, wenn U(r) = U(— r), also 
insbesondere für Zentralkräfte. Ferner verlangt die Umkehrung des Integrals (78, 24) die Inte- 
gration über K,, K,, Kz von — oo bis + oo. Wir müssen also, um U(r) zu finden, die Streuung für 


2 
unendlich große Impulse der einfallenden Teilchen kennen (a 0sSsKS <= = =). Beschränken 
2 
wir den Impuls auf » (Fnergie = en ‚so können wir nur einen Teil des Integrals (78, 24) be- 
u | 
rechnen: 
24 __zuht h? & 4 
Ut)= e-itt A(8)dK,dK,dK;,. (78, 24°) 
u (2 El | 


Ist der vernachlässigte Teil des Integrals a so erhalten wir an Stelle der wirklichen poten- 
tiellen Energie U(r) eine mittlere U(r), d.h. aus einem Streuversuch mit dem Impuls p und somit 


der Wellenlänge A = ar lassen sich keinerlei Schlüsse über die Änderungen von U(t) auf Strek- 


ken der Größenordnung von Aziehen, da im Integral (78,24) die. oszillierenden Glieder e-i#t 


mit X > T. = =? fehlen. 


(7 


Das entspricht der bekannten Tatsache, daß man bei einer optischen Abbildung eines Objekts 
keine Details erhalten kann, deren Maße kleiner sind als die Wellenlänge des zur Beleuchtung des 
Objekts benützten Lichts!). 


$ 79. Die genaue Streutheorie. 
Die Phasen der gestreuten Wellen und der Wirkungsquerschnitt 


Wir wenden uns jetzt der genauen Lösung der Gleichung (77, 1’) zu: 
vey+kiy=Vlry. (79, 1) 


Diese Gleichung unterscheidet sich von der im Abschnitt über die allgemeine Theo- 
rie der Bewegung im Zentralfeld genau behandelten (48, 2) nur durch den Faktor 


3: und die Reihenfolge der Glieder. Daher wird nach (48, 2) die zur Energie 


h 
272 
E= ‚zum Quadrat des Drehimpulses m? = h2l (l + 1) und zur Drehimpuls- 
u 
komponente m, = hm gehörige Eigenlösung der Gleichung (79, 1) sein: 
Vlm (r, d, 9) = Rı (r) Yım (d, 2); (79, 2) 
wobei wir, wenn wir R, = ur"! setzen, aus (79, 1) die Gleichung für , erhalten: 
du, !(i-+1) 
Ir G a ae %=/(r) u, (79, 3) 


1) Selbstverständlich gelten die gleichen Bemerkungen auch auf die Bestimmung von e(r) mit 
Hilfe des Integrals (78, 23). 


285 


XIII. DIE STÖRUNGSTHEORIE FÜR DAS KONTINUIERLICHE SPEKTBRUM 


die im wesentlichen mit der Gleichung (48, 10) übereinstimmt. Die allgemeine 


| 2 
Lösung der Gleichung (79, 1), die zur Energie E = id gehört, kann nach dem 


Orthogonalsystem %ı,m (r, 9, @) entwickelt werden: 


o m=+l 
Yy (r, d, p) Ze 2 > Cm Rı (r) Yım (9, p). (79, 4) 


[ 


In dieser Form (79,4) suchen wir die Lösung als Überlagerung von Zuständen, die 
(sich durch den Wert des Bahndrehimpulses (!) und durch seine z-Komponente 
(m) unterscheiden. 

Für die Streuung müssen wir, wie im $ 77 erklärt wurde, eine solche partikuläre 
Lösung finden, die die asymptotische Form 


. eikr 
Yrao = eilt + AD) 


- (79, 5) 


besitzt, d. h. eine Überlagerung der primären ebenen und der gestreuten Welle dar- 
stellt. Diese Lösung besitzt Rotationssymmetrie um die z-Achse und hängt daher 
nicht vom Winkel » ab. Wir erhalten die nicht von pabhängigespezielle Lösungaus 
(79, 4), wenn wir darin alle Summenglieder mit m'+ 0 fortlassen. Da Y7,0 (d, @) sich 
von den LeGREnDEschen Polynomen P; (cos #) nur um einen Faktor unterscheidett), 
so können wir die gesuchte Lösung wie folgt darstellen: 


y(r,®) -2 CR; (r) Pı (cos®). (79, 6) 
=0O > 


Die weitere Aufgabe besteht in der Bestimmung der Amplituden C/. Wir wollen den 
asyımptotischen Ausdruck für die Funktion (79, 6) untersuchen. Nach (48, 15’) hat 
Rı(r) für r— © die Form Asin(kr + «,)-r-!. Zur Erleichterung der weiteren 


Rechnung ist es vorteilhaft «; = — = + nı zu setzen und für die Funktion R; (r) 


die Normierung so zu wählen, daß A = &-! wird. Dann folgt 
; sel 
sin (er- 2 + n) 


Res = (79,7) 


Bei dieser Wahl der Normierung wird der asymptotische Ausdruck für y (r, ®) 


ikr +'ine —ikr +: ine 
e | 
(79, 8) 


v8. I’ OrPı (000) E 


2ikr Sikr 
i=0 


Jetzt muß C', so gewählt werden, daß (79, 8) mit (79, 5) übereinstimmt. Dazu ent- 
1) Siehe [25, 16]. 
286 


879. DIE GENAUE STREUTHEORIE 


wickeln wir die ebene Welle eikz — eikrco#® nach LEGRENDESchen Polynomen. 
Diese Entwicklung lautet!): 


eikz — 2 (21+1) =yz I, +1 4 (kr) P, (cos), (79, 9) 


wol kr) eine BesseLfunktion der Ordnung | 75 ! ist, Physikalisch bedeutet 


( 
i+4 
das die Darstellung einer ebenen Welle durch Überla stehender Kugelwellen, 
d.h. durch Entwicklung nach Zuständen mit verschiedenen Drehimpulsen, bezogen 
auf den Koordinatenursprung (r — 0). Jedes Glied der Summe (79, 9) ist an sich 
eine Lösung der Gleichung (79, 1) für V (r) = 0, d.h. für freie Bewegung, die zu 
einem gegebenen Drehimpuls (!) gehört. Für große r haben wir 


I, +! (kr), zo = = sin (er _ 7) ’ 


Nehmen wir noch an, daß wir schreiben können 


Ad) — Di 1 Pı (cos), (79, 11) 
so haben wir für den asymptotischen Ausdruck für y (r, 9) (79, 5). 
nl nl 
‚ae gükr—iZ ui +i 2 | Ayeikr 
7 2 Pros He | | + Sir 
(79, 12) 
Vergleichen wir in (79, 12) die Koeffizienten mit denen von (79, 8), so finden wir 
‚nl 
Sein (21+1)e?, (79, 13) 
nl, 
Re ee ne (79, 13°) 
woraus folgt: | 
A, = (21+ ]) (2, — 1). (79, 14) 


Die Amplitude der gestreuten Welle ist folglich gleich 
A(d) —= 55, > 21 + 1) (eim — 1) P, (cos®). (79, 15) 
Der gesuchte Wirkungsquerschnitt ist nach (77, 10) einfach |A ( |?: 


ad) = 92 (2!+ 1) (im — 1) P; ji: (79, 16) 


1 
4k2 
1) Siehe z. B.: [53] III. Band. 
287 


XII. DIE STÖRUNGSTHEORIE FÜR DAS KONTINUIERLICHE SPEKTRUM 


"Wir sehen daraus, daß der Wirkungsquerschnitt für elastische Streuung gleich 
o=/a a = 5 (21-4 1) sin? n, (79, 17) 
i=0 


istt). Wir erkennen daraus, daß sowohl der differentielle Wirkungsquerschnitt wie 
der Gesamtquerschnitt durch die Phasen N, der gestreuten Wellen bestimmt ist. 
Der Teil 


4 
Qı = 73 214 1) sin2n, (79, 18) 


des Gesamtquerschnitts ist der Wirkungsquerschnitt für die Teilchen, die das Qua- 
drat »n? == h?l(l-+ 1) des Drehimpulses in bezug auf das Kraftzentrum besitzen. 
Der WirkungsquerschnittQ; wird häufig auch „Partialquerschnitt‘‘ genannt. Die für 
die diskreten Zustände gebräuchliche Symbolisierung der Terme läßt sich auch auf 
die Streuung anwenden. Man spricht dann von einer ‚‚s“-Streuung (l = 0), „p“- 
Streuung (! = 1) usw. Die ‚‚s“‘-Streuung besitzt Kugelsymmetrie, die ‚‚p‘“-Streuung 
Dipolsymmetrie. In Analogie zur klassischen Mechanik kann man sagen, daß die 
Streuung der !-ten Ordnung den Teilchen entspricht, dieim Abstand o, vom Kraft- 
zentrum (0; — der Stoßparameter) vorbeigehen, wobei 


Ayli-+1) 
er on 
p 


und hier p der Teilchenimpuls und A die Wellenlänge sind?). 

In der Quantenmechanik entspricht ein Zustand mit einem bestimmten Dreh- 
impuls keinem bestimmten Stoßparameter o. Aber die radialen Wellenfunktionen 
R,(r) besitzen ein Maximum bei r = o,. Auf Abb. 57 sind die Gebiete, in denen 
R? (r) merklich von Null verschieden ist, schraffiert. 


REN 
j 79,19 
5.VIC+N, (79, 19) 


In) (b) 


Abb. 57. (a) die |s |-Streuung &, = 0; (b) die |p|-Streuung o, = AYz /2 x. Die Bereiche, in denen 
Ri} (r) merklich von Null verschieden ist, sind schraffiert. 
1) Da 


fr (cos Hd) AR = 
4 


dr 


arm fr (cos 8) Pr(lcsWAdA2=0 (+). 
4 


T 


2) In der klassischen Mechanik stm = 90,0 = 


3 | 8 
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Wie aus (79, 16) und (79, 17) hervorgeht, genügt es, die Phasen n; der gestreuten 
Wellen zu kennen, um die Streuung bestimmen zu können. Dazu muß die Lösung 
der Gleichung (79, 3) mit dem asymptotischen Verhalten (79, 7) bekannt sein. Das 
ist keine einfache Aufgabe. Im allgemeinen Fall muß eine numerische Integration 
durchgeführt werden!). 

Wie aus Formel (79, 18) ersichtlich, ist der maximale Partialquerschnitt gleich 


4 12 ee : 4 A 
Ir (2!-+1l) = z (2!+ 1). Ist die Phase n, klein, so ist Q; = 73 2!-+1)n. 


Im Falle, daß alle Phasen n,< - ist es zweckmäßig, die Borusche Näherungs- 


methode anzuwenden und A (d) unmittelbar zu berechnen. 


Wir wollen jetzt die Partialwellen untersuchen, die zum Drehimpuls lin weiten Abständen vom 
Mittelpunkt gehören. 
Aus (79, 12) folgt unter Berücksichtigung von (79, 14). 


‚nl , Ed! z al 
(21 + 1) Pi (cos EN Pirr ler-3) er-3 +2m) 
„ ee an rt 79,0) 
2ik r r 


Ye, Ör>o = 


Das erste Glied in der geschweiften Klammer ist eine einlaufende, ungestörte Kugelwelle (die ein- 
fallenden Teilchen), das zweite Glied die auslaufende, am Kraftzentrum gestreute Welle. Wäre die 
Bewegung frei, dann gälte 27: = 0 (vgl. 79, 10). 2n:ist daher die durch die Krafteinwirkung ver- 
ursachte Phasenverschiebung. Man kannsagen, der ganze Streueffekt läuft auf eine unitäre Transfor- 
mation der auslaufenden Wellen hinaus. 

Bezeichnen wir nämlich die ungestörte auslaufende Welle mit pr und die der Kraft unter- 


worfenen auslaufende Welle mit vr ‚ dann erhalten wir aus (79, 20) 


zin + 
ee 


men (79, 21) 


oder, unabhängig von der speziellen Darstellung: 


ee (79, 21°) 
wo 
| S= ai 
ein unitärer Operator ist, der Streuoperator genannt wird. Dieser Operator ist der HEBMITESche 
Phasenoperator?). Da die Energie bei der Streuung erhalten bleibt, ist die Matrix des Operators 
2 72 
diagonal in bezug auf die Energie, d.h. sie ist einfach eine Funktion der Energie Z = Ze Im 
u 


(79, 22) 


Fall von Zentralkräften ist der Drehimpuls eine Konstante der Bewegung. Deshalb sind in 
diesem Fall in der Darstellung, in der m? und m, diagonal sind, auch die Operatoren S und n 
diagonal. In der von uns vorhin untersuchten Theorie der elastischen Streuung eines Teilchens 
im Zentralfeld besitzt die Matrix S die Elemente 


Sm, (ED) TE ea. (79, 22°) 
Hier haben wir deutlich hervorgehoben, daß die Phasen Funktionen der Energie Z (oder von k) 


sind. 


!) Nur im CovrLomB-Feld läßt sich die Reihe (79, 15). geschlossen aufsummieren und führt zur 
RUTHERFORD-Formel (vgl. Anm. ?) S. 283). 
2) Oft sagt man „Streumatrix““ oder „Phasenmatrix“. 
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Sehr interessant ist es, den Operator S für negative Energiewerte Z#< 0, d.h. also für rein 
imaginäre k zu untersuchen: 
k=-—i Vr -— in, »>0 (79, 23) 


(E < 0). Setzt man diesen Wert für k in (79, 20) ein, so erhält man 


_ (24 +1) Pı (cos Ö) Zr 2 


ul, do = —— 1 | (79, 20°) 
2x 


I in! i 
= hl ee 
e 2 
7 r 


Die zweite Lösung ist unbrauchbar (sie nimmt unbegrenzt zu bei r— ©). Wir müssen daher for-. 
dern, daß der Koeffizient dieser Funktion gleich Null wird, d. h., daß 


ein =0 oder m (E)=i-. (79, 24) 


Diese Bedingung hebt unter sämtlichen negativen E jene Werte E=E,, E,,..., En hervor, die 
den diskreten Niveaus des Systems entsprechen. Ganz allgemein läßt sich die Bedingung für die 
Auffindung der diskreten Niveaus unabhängig von der Darstellung folgendermaßen formulieren 


S(E\=0 oder n(E)=i- (79,24) 


für E<0N. 

Könnten wir den Operator S oder 7 durch den HAMILToxoperator H ausdrücken, so liefe die 
Streuaufgabe auf das Überführen des Operators S oder n in Diagonalform hinaus. Die diskreten 
Niveaus ermitteln sich dann aus der Gleichung (79, 24) (wenn es gelingt, die erforderlichen Zusatz- 
bedingungen zu finden). Wir ersehen daraus, daß der Operator S oder.» imstande ist, den HAMILTORN- 


operator H zu ersetzen?). 


1) Z.B. kann aus dieser Bedingung die BaLMmER-Terme für den Wasserstoff gefunden werden, 
wenn man von der entsprechenden Streumatrix ausgeht (s. D. BLOCHINZEw: Journ. of Phys. X, 
196, 1946). Später hat S. T. Ma an einem Beispiel bewiesen, daß die Bedingung S{E) = O nicht 
nur die richtigen Niveaus, sondern noch einige überflüssige Wurzeln Eı , Ez liefern kann. Die Frage 
der Zusatzbedingungen, die diese überflüssigen Wurzeln ausschalten, steht noch offen. 

2) Im Prinzip kann man S= S(H) oder „ = n (H) finden. Aber diese Operatorfunktionen sind 
äußerst kompliziert. Trotzdem weist allein schon ihre Existenz darauf hin, daß den HAMILTON- 
operator H durch den Operator S oder n ersetzt werden kann. HEISENBERG hat vor einigen 
Jahren die interessante Vermutung ausgesprochen, daß in der relativistischen Quantenmechanik 
die Wellenfunktion bei kleinen Teilchenabständen überhaupt ihren physikalischen Sinn verlieren 
könne. Nur Wellenfunktionen im Unendlichen behielten ihren physikalischen Sinn. (siehe 
W. HEISENBERG, Zs. f. Phys. 120, 513, 1942). Da der Operator S (oder n) gerade das Verhalten 
der Wellenfunktionen im Unendlichen bestimmt, nahm HEISENBERG an, der Phasenoperator wäre 
eine fundamentalere Größe als der HAMILTONoperator. HEISENBERGs Konzeption bleibt vorläufig 
ein allgemeines Schema. Ohne Modifikation der Relativitätstheorie für kleine raumzeitliche Maß- 
stäbe besteht offenbar überhaupt keine Notwendigkeit, die auf der HAmıLTonmethode aufgebaute 
Theorie durch etwas anderes zu ersetzen (vgl. D. BLoomInzew: Nachrichtenblatt d. Mosk. Staatl. 


Univ. 1948) 
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$ 80. Die elementare Theorie des Deuterons 


Die Natur der Kernkräfte, die die Protonen und Neutronen zum Atomkern ver- 
einigt, ist bei weitem noch nicht aufgeklärt!), trotzdem kann es als gesichert an- 
gesehen werden, daß diese Kräfte nur auf sehr kurzen Abständen wirksam sind (ihre 
Reichweite liegt in der Größenordnung 10-13 cm). Ihre Stärke 
ist aber sehr groß, so daß die potentielle Energie durch einen Un) 
sehr tiefen und engen Potentialtopf dargestellt wird (Abb. 58). 

Das einfachste Kernsystem stellt das ‚Deuteron‘ dar, das 
Isotop des Wasserstoffs, das aus einem Proton und einem E, 
Neutron besteht. 

Da Genaueres über die Wechselwirkungskräfte zwischen 
Neutron und Proton nicht bekannt ist, ist es wünschenswert, 
eine solche Theorie des Deuterons aufzustellen, die der Kennt- 
nis des genauen Verhaltens dieser Kräfte nicht bedarf. 

Bezeichnet man die reduzierte Masse des Protons und Neutrons 


1 1 
mit u, also — = — + = ‚ WO 4» dieMasse desProtons, w,, die 
u Mo. En 


des Neutrons, wobei 4,8 1p& 1,67:10-% g, d.h.ux I ist, 


Abb. 58. Die Poten- 


so erhalten wir als Gleichung für die radiale Wellenfunktion _tialkurve für die Pro- 
ton-Neutronkraftim 


deu I(U-1 92 Deuteron. Das Ni- 
nn = # ur 2 u= er U(r) u, (80,1) veau E liegt bei 2 


da MeV. Die Tiefe des 

Topfes beträgt etwa 

2u E 25 MeV; der Radius 
72 (vgl. 79, 3). etwa 2.10"? cm. 


U(r) ist die Wechselwirkungsenergie zwischen Proton und 
Neutron?). Wir nehmen an, daß bei r > «a (a Reichweite der Kräfte a 10-1? cm) 
U (r) = 0 wird. Ferner beschränken wir uns bei der Rechnung auf nicht allzu große 
Energien, sodaß|F|< U (r) ist für r < a und wir also den ‚‚Potentialtopf‘ als sehr 
tief annehmen müssen. 

Für die ‚„s“-Streuung (l = 0) lautet dann die asymptotische Lösung von (80, 1) 
fürr >a: 


wo k= 


u, (r) = sin (kr + N). (80, 2) 
Statt nun eine zweite Randbedingung für r = 0 zu stellen und die Funktion 


1) Die Vorstellung eines aus Protonen und Neutronen bestehenden Kerns wurde erstmalig von 
D. D. IwanEnko und J. D. GAPON ausgesprochen, s.: [32]. 

2) Das Experiment zeigt, daß die Wechselwirkung zwischen Proton und Neutron von der gegen- 
seitigen Orientierung der Spins dieser Teilchen abhängt. Und zwar ziehen sich Neutron und Pro- 
ton mit parallelen Spins an, während sie sich mit entgegengerichteten abstoßen. Das geht auch 
aus der Tatsache hervor, daß der niedrigste Zustand des Deuterons der parallelen Spinorientierung 
entspricht. | 

Ferner hat das Deuteron ein kleines Quadrupolmoment, was auf den nichtzentralen Charak- 
ter der Wechselwirkungskräfte hinweist. Nehmen wir daher an, daß U(r) einer Anziehung 
entspricht, so setzen wir stillschweigend Teilchen mit parallelen Spins voraus. Ferner lassen wir 
die Abweichung vom zentralen Charakter der Kräfte dabei unberücksichtigt. 
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u, (r) im Wirkungsbereich der Kräfte, die uns nicht genau bekannt sind, zu berech- 
nen, berechnen wir die logarithmische Ableitung von u, (r) beir= a: 


(58) ER E (80, 3) 


oder, wenn wir ka< 1 annehmen: 
ketgn = —# (80, 3°) 


Die Konstante x hängt nur sehr wenig von der Energie ab, da sie durch das Ver- 
halten von u, (r) im Bereich r < a bestimmt ist. In diesem Bereich hängt aber «, (r) 


nicht von k ab, da bei r<a die Größe k?= en in (80,1) als klein gegenüber 


U(r) vernachlässigt werden kann. 


n 
Aus (80, 3’) finden wir 
: k2 
sin? 79 = Pop 7) (80, 4) 
Auf Grund von (79, 18) wird der Wirkungsquerschnitt für die ‚‚s“-Streuung gleich: 
dt 
% = 42 R8 . (80, 5) 


Die Streuung höherer Ordnung kann vernachlässigt werden. Wie im $ 79 erklärt 
u ist eine Wellenfunktion mit höherem Drehimpuls auf das Gebiet um 


Sp YIlc+ (U + 1) [vgl. (79, 19)] konzentriert und ist bei r = 0 gleich Null, da sie 


proportional zu r!ist [siehe (48, 22)]. Ist > a, so wird die Wellenfunktion innerhalb 
der Reichweite der Kräfte praktisch ‚gleich Null, sodaß die Größe von U(r)inihrem 
Bereich auf sie nur von geringem Einfluß sein wird. Die Phasen n, sind daher für 
! z1klein. Wir können sogar die ‚p‘-Streuung vernachlässigen. 

Die Streuung von Neutronen an Protonen wird also kugelsymmetrisch sein (im 
Schwerpunktsystem dieser Teilchen)!). 

Wir brauchen nur noch die Konstante x zu bestimmen. Wir ermitteln sie aus dem 
experimentell bestimmten Wert der Bindungsenergie des Deuterons. Um die dis- 
kreten Niveaus des Deuterons zu finden, benutzen wir die Bedingung (79, 24). Neh- 
men wir ng, = t® an, so erhalten wir aus (80, 3°) 


k= —ix, (80, 6) 
woraus sich für die Bindungsenergie 


ER LS (80, 7). 


!) Bei Wellenlängen A = ao kann die Rolle der asymmetrischen „p‘-Streuung bereits durchaus 
merklich werden. In letzter Zeit wurde festgestellt, daß bei großen Energien der Größenordnung 
von 9.107 eV bei der Streuung von Neutronen an Protonen ein Austauscheffekt eintritt: Proton 
und Neutron tauschen ihre Ladungen aus. Daraus folgt, daß die Proton-Neutron kraft nur im 
beschränkten Maße als einfache, durch ein Potential U(r) ausdrückbare Zentralkräfte betrachtet 
werden können. 
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ergibt. Gemäß den Versuchsergebnissen ist |Z,| = 2,1.109°eV. Daher finden wir 
aus (80, 7)x = 2,2.1012 cm-!. Die Wellenfunktion für R, nimmt beir > a die Form 
Ce*'.r-lan. Da diese Funktion bedeutend über den Radius der Reichweite hin- 
ausreicht, können wir den Normierungsfaktor C' bestimmen, ohne auf das Ver- 
halten der Funktion innerhalb der Reichweite Rücksicht zu nehmen (es genügt, daß 
sie integrierbar ist). Aus der Bedingung 


an|Rir?dr=1 (80, 8) 
1) 
finden wir die normierte Wellenfunktion des Deuterons: 
R,(r) = er, (80, 9) 


Kennen wir also die Bindungsenergie |Z,|, so können wir den Wirkungsquer- 
schnitt für Streuung bei k < — berechnen. Die Streuversuche mit nicht allzu lang- 


samen Neutronen bestätigen die Formel (80,5). Auch die Anwendung der Wellen- 
funktion (80, 9) stimmt bei der Berechnung der Photodissoziation des Deuterons 
unter der Einwirkung von y-Strahlen gut mit dem Experiment überein!). 


1) Eine eingehendere Darstellung der Theorie des Deuterons unter Berücksichtigung des so- 
genannten ‚virtuellen‘ Niveaus des Deuterons findet der Leser in [1]. 


293 


XIV. Die Theorie der quantenmechanischen Übergänge 


$ 81. Die Problemstellung 


Eine der wichtigsten Aufgaben der Quantenmechanik ist die Berechnung der 
Wahrscheinlichkeit für den Übergang von einem quantenmechanischen Zustand in 
einen anderen. Zur Lösung dieser Aufgabe nehmen wir an, wir haben in einem 
Zeitpunkt ti = 0 eine reine Gesamtheit von Systemen, die dadurch gekennzeichnet 
ist, daß eine beliebige mechanische Größe L den bestimmten Wert Z, besitzt. Eine 
solche Gesamtheit wird durch die Wellenfunktion y,(x) beschrieben sein, die Eigen- 
funktion des Operators L ist mit dem Eigenwert L = L,!). Man sagt von den Sy- 
stemen einer solchen Gesamtheit, daß sie sich im Quantenzustand n befinden. 

Im Laufe der Zeit kann sich der Zustand solcher Systeme infolge der Einwirkung 
von äußeren Feldern oder durch innere Ursachen ändern. 

Infolgedessen wird im Zeitpunkt £ unsere Gesamtheit durch eine neue Wellenfunk- 
tion beschrieben, die wir mit y, (x, t) bezeichnen wollen?). Diese neue, aus der ur- 
sprünglich entstandenen Gesamtheit wird im allgemeinen eine solche sein, in der L 
keinen bestimmten Wert besitzt?). 

Unterwirft man nun die zu dieser Gesamtheit gehörenden Systeme einer Aus- 
sonderung nach der Größe L, a. h. führt man eine spektrale Zerlegung nach dem 
Merkmal Z durch, so erhält man eine neue Gesamtheit (eine gemischte, vgl. 8 17). 
Dabei wird für einen Teil der Systeme L = L, sein und dieser eine neue reine Ge- 
samtheit bilden, die durch die Wellenfunktion %„(*) beschrieben wird [Ly„(x) 
—= Ln Ym (2)], während für einen anderen Teil ZL = L,„- ist und dieser die reine Ge- 
samtheit 9, (x) bildet usw. Von jenen Fällen, die sich als zur Gesamtheit Z= IL, 
zugehörig herausstellen (m + n), sagt man, sie hätten einen Übergang vom Quanien- 
zustand n in den Quantenzustiand m gemacht. | 

Das Gesagte kann durch folgendes Schema veranschaulicht werden: 


i= 0 ee > ns a 
‚ ee > Um \% — IL 
vy=mM)ov=mni0)> 2 Cmn(t) Ym(*) u 5 > Ymır(&) L= Ip 
L=L, L unbestimmt en 


!) Das ist eines jener Probleme, die im Rahmen der primitiven BoHk&schen Quantentheorie un- 
lösbar waren. 

2) Im allgemeinen wird der Zustand nicht nur durch eine, sondern durch mehrere Größen 
L, M,N, ... gekennzeichnet sein. Dementsprechend erhöht sich auch die Zahl der Indizes der 
Wellenfunktion: 97,7, s. 

®) Eine Ausnahme stellt der Fall dar, in dem Z eine Konstante der Bewegung ist. Dann ist 

GE,t 
Yn (2, t) = m (X) ee” » „‚undZbesitzt im Zustand y,(z,t) nur den einen Wert Z=L,. 
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In diesem Schema ist die Änderung der Gesamtheit durch den ausgezogenen Pfeil 
angegeben, wie sie von selbst ohne Durchführung einer Messung, d. h. ohne die ent- 
sprechende Spektralzerlegung nach dem Merkmal L vor sich geht. Diese Änderung 
der Gesamtheit kann mit Hilfe der Schröpinaergleichung bestimmt werden. Das 
Schema zeigt, daß der neue Zustand der Gesamtheit eine Überlagerung von Zu- 
ständen mit verschiedenen Werten für L (Summe über m) darstellt. Die punktierten 
Pfeile zeigen die Änderungen der Gesamtheit an, die durch die spektrale Zerlegung 
im Zeitpunkt i vor sich gegangen sind. Wie wir wissen (vgl. $17), findet eine solche 
Zerlegung z. B. bei einer Messung wirklich statt. Mit anderen Worten, ein punk- 
tierter Pfeil gibt die „Reduktion des Wellenpakets‘ (vgl. $ 17) an, bei der die Über- 
lagerung y,„(z, t) sich in einen Teilchenzustand %,, (X) verwandelt. Erst nach dieser 
Reduktion kann man von einem quantenmechanischen Übergang aus dem Zustand 
mit L=_L,„in den Zustand, sagen wir mit L = L,„ sprechen. 

Der Begriff des quantenmechanischen Übergangs setzt demnach voraus, daß außer 
dem Ausgangszustand (n) auch der Endzustand (m) fixiert wird. Wir heben diesen Um- 
stand deshalb hervor, weil diese Fixierung den Zustand der Systeme der Gesamtheit 
ändert. Eine solche Fixierung tritt bei allen Wechselwirkungen ein, die in bezug 
auf das Merkmal L selektiv wirken, d.h. eine Spektralzerlegung der Gesamtheit 
%n (%, t) nach %,, (x) durchführen, insbesondere also bei Messungen der Größe L. 

Wir erläutern nun den Begriff der Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus dem Zu- 
.. n in. den Zustand m. Nach der allgemeinen Theorie ($ 22) ist die Größe 

Prn(t) = |Cmn (t) |? die Wahrscheinlichkeit, L= L,„ im Zustand %, (z, i) zu finden 
(s. das Schema)!). Da bei {= 0 auch Pan (0) gleich Null ist, wenn m + n [für 
m—=nist Pan (0) = 1], so nennt man die Wahrscheinlichkeit Pan (Ü) (m = n) die 
Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus dem Zustand y, (x) mit L—= L, in den Zustand 
Ym(x) mit L = L,, während der Zeitt. Denn bei m + n gibt Pn (t) tatsächlich die 
Wahrscheinlichkeit an, im Zeitpunkt ö den Wert Z= L,„ zu finden, der zum Zeit- 
punkt t = 0 in unserer Gesamtheit nicht gegeben war, da Pan (0) =. 

Die wichtigsten Aufgaben der Theorie der Quantenübergänge sind die der Be- 
rechnung der Übergangswahrscheinlichkeiten aus dem Zustand mit einer Energie 
E„ in einen anderen mit der Energie E,„ oder, wie man sagt, die Übergangswahr- 
scheinlichkeit von einem Energieniveau in ein anderes. Im Zusammenhang damit 
wollen wir bemerken, daß im Fall, daß das Teilchen (oder allgemeiner das 
System) unter dem Einfluß eines zeitabhängigen äußeren Feldes steht, der Be- 
griff der potentiellen Energie und damit auch der Gesamtenergie seinen Sinn ver- 
liert (was dagegen für die kinetische Energie nicht gilt). 

Die Frage des Übergangs eines Teilchens von einem Energieniveau in ein anderes 
hatdaher im allgemeinen nurdanneinen Sinn, wenndieden Übergang bedingende Ur- 
sache im Laufe eines endlichen Zeitabschnitts, sagen wir von t= 0 bist—= T wirk- 
sam wird. Außerhalb dieses Zeitabschnitts ist die Gesamtenergie Konstante der 
Bewegung und kann durch entsprechende Messungen ermittelt werden (s. $$ 107 
und 108). Die Lösung der ScHröpingergleichung, die y(x,t) aus y(x,0) be- 
stimmt, bietet große Schwierigkeiten. Allgemein gültige Lösungen erhält man nur 
in jenen Fällen, wo die Niveauübergänge durch schwache Einwirkungen hervor- 
gerufen werden, sodaß diese Einwirkungen als Störungen aufgefaßt werden können. 


1) Das. zusätzliche Zeichen n bei Cyn weist auf den Ausgangszustand hin. Im $22 war dieser 
Hinweis unterblieben. 
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Unter dieser Bedingung nimmt die SchrönDIngErgleichung folgende Form an: 


in? = H%(a)  y+ W(x,t)y, (81, 1) 
wo H° (x) der Operator der Gesamtenergie des Systems bei fehlender Störung und 
W (x, t) die Störung ist. Bei kleiner Störung kann der Operator H® (x) als Operator 
der Gesamtenergie aufgefaßt werden. Daher ist in diesem Falle das Ein- oder Aus- 
schalten von W(z, t) von zweitrangiger Bedeutung. 

Um die Übergangswahrscheinlichkeit P,„„ (t) vom Niveau E,„ in das Niveau E„ 
zu finden, empfiehlt es sich, die Gleichung (81, 1) in der „E‘“-Darstellung zu schrei- 
ben. Wir entwickeln » (x, t) nach den Eigenfunktionen %; (x) des Operators H° der 
Gesamtenergie: 

. Et 


v»)= Zul) va) Le (81, 2) 


| E 
Setzen wir y in dieser Form in (81,1) ein, multiplizieren wir mit y„ (x) e® a 
und integrieren wir über x, so erhalten wir in gewohnter Weise (81,1) in der 
„E‘-Darstellung: 


‚nSen — 3 Wu (t) ei@mkic, (t), (81, 3) 
k 


(wobei berücksichtigt ist, daß H°' yı = Er; yr). Hier ist W„x (t) das Matrixelement 
der Störungsenergie: 


Wr) = | Yu (2) Wie) ya (x) de (81, 4) 


und w„z die Bou&sche Frequenz An für den Übergang E„ > Er. Fürden 


Ausgangszustand wird angenommen, daß das System sich im Zustand E = E, be- 
findet. Folglich ist bei ? = 0 | 


c(0)=1, wenn k=n und «(0)=(0, wenn k+n. (81,5) 


Die Wahrscheinlichkeit, ein System im Zustand Z= EZ, zum Zeitpunkt t zu 
finden!) ist gleich |c„, (t) |?. Daher ist die Wahrscheinlichkeit eines Übergangs von 
E„ nach E,„ zum Zeitpunkt i gleich 


Pan (£) —— |Cm (£) m (81, 6) 


Unsere Aufgabe besteht also darin, die Größen c; (t) mittels der Gleichung (81, 3) 
aus den Ausgangsdaten (81, 5) zu bestimmen. 

Wir werden W (z,t) als eine kleine Störung ansehen. Für die Lösung der Glei- 
chung (81,3) bemerken wir, daß bei vollständiger Vernachlässigung von W die 
Größen cz (t) konstant werden. Als nullte Näherung für c? (t) kann man daher ihre 
Ausgangswerte (81, 5) nehmen: 

Bern c2 (t) = Önt. (81,7) 

1) Siehe $ 22. 
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Setzen wir diese Werte in die rechte Seite von (81, 3) ein, so finden wir die Gleichung 
für die erste Näherung c\ (t): 


(1) 
ch dem 9 =23 Wink () eat) —Wyn () eiOmnt, (81, 8) 
Daraus folgt: 
= a / Want) eiamt dr + Inn. (81,9) 


Setzen wir diese erste Näherung für c,, (t) in die rechte Seite von (81,3) ein, so finden 
wir die Gleichung für die zweite Näherung: 


(2) 
ih un — I Wr (t) eiemzt (4). (81, 10) 
k 


Da die c{”(t) wiederum bekannte Funktionen der Zeit sind (81, 9), so erhalten wir 
ce (t) durch Integration von (81,10) nach der Zeit, d.h. die zweite Näherung. Dieses 
Verfahren kann weiter fortgesetzt werden und führt zu einer genauen Lösung für 
Cm (t). Man wird aber dabei im allgemeinen sehr viele Näherungen nehmen oder sich. 
auf kleine Zeitabschnitte t beschränken müssen. Ist jedoch W(«, t) klein, dann kann 
man sich auf die erste oder zweite Näherung beschränken. 
Im folgenden wollen wir einige spezielle Fälle von Störungen und Systemen 
untersuchen. 


$ 82. Die Übergangswahrscheinlichkeiten 
unter dem Einfluß einer zeitabhängigen Störung 
Wir werden jetzt die Wahrscheinlichkeit des Übergangs eines Systems vom Ener- 
gieniveau Z, nach E„ unter dem Einfluß einer Störung W (x, i) ermitteln, die von 
‚der Zeit abhängig ist. ee wir an, die Störung wäre fürö< 0 und: > 7 gleich 
Null. Setzen wir voraus, W „. (t) sei so klein, daß die erste Näherung auch fürt=7 
zutrifft, so erhalten wir aus (81, 9) für c(t) beit>T: 


Dt | Wanr) eionatdr— I 5 Wn tr) eiemat dr. (82, 1) 


(Wir bemerken, daß die. cl ) für t> T zeitunabhängig sind, da die Energie eine Kon- 
stante der Bewegung ist.) 


Der so erhaltene Ausdruck für c® (t) hat eine sehr einfache Bedeutung. Die Stö- 
rung W (x, t) kann nach FOURIER zerlegt werden: 


+ 
W (z, t) -/(# (x, wo) e-ietdw. (82, 2) 
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Daraus erhalten wir nach dem Fougiszschen Integralsatz 


+ 
1 
Ze 173), 
W (x, w) hu (z, t) eiet dt. (82, 3) 
Für das Matrixelement der Störungsenergie (81, 4) erhält man mit Hilfe (82, 2) 


a Au W(z,t) yn (a) de = 


+0 


zn a (x) ° W (x, w) Yn (8) ° de = (82, 4) 


== Tomi Wan(lo) dw, 


wo Wnn(w) das Matrixelement der Fourrerkomponente für die Frequenz wo ist. 
Wenden wir den Fovriezschen Integralsatz auf (82, 4) an‘ so finden wir: 


Wan (©) -. # Wunlt) eiwi dt. (82, 5) 


Setzen wir diesen Wert dem Integral in (81, 1) gleich, so sehen wir, daß 


27 
cd — — TE a (On) : (82, 6) 


Dabei ist unsere Näherung berechtigt, wenn c@) klein ist (das ist eine notwendige 


Bedingung, da c(” (0) — 0 ist). Nach (81, 6) und (82, 6) ist die Wahrscheinlichkeit 
für den Übergang vom Zustand E„in den Zustand Z,„ gleich: 


4 
Prn= = | Win (mn) |?- (82, 7) 


Diese Formel erhält ein wichtiges Ergebnis. Wie wir sehen, wird nur dann Pan # 0 
sein, wenn Wyn (Oman) # 0, d.h. der Übergang vom Niveau E„in das Niveau E,„ ist 


En 


nur dann möglich, wenn im Störungsspektrum die Frequenz on = ne ent- 
halten ist. Mit anderen Worten, der Übergang besitzt Resonanzcharakter. Die Situa- 
tion ist also die gleiche, als wäre das Quantensystem eine Gesamtheit von Oszilla- 
toren mit Eigenfrequenzen, die den Bonkschen Frequenzen w,,„ gleich sind. Bei Auf- 
treten einer zeitlich veränderlichen äußeren Einwirkung werden nur solche Öszilla- 
toren angeregt, deren Frequenzen mit denen in der äußeren Einwirkung vorhändenen 
übereinstimmen. Wir werden weiter unten wichtige Anwendungen der Formel 
(82, 7) auf Probleme der Optik anführen. 

Die Formel (82, 7) wurde für Übergänge innerhalb eines diskreten Spektrum ab- 
geleitet. Für Übergänge im kontinuierlichen Spektrum muß sie etwas modifiziert 
werden. Um diesen Fall zu untersuchen, nehmen wir an, daß das System beide 
Arten von Spektren besitzt (wie das z. B. beim Spektrum von Atomen der Fall ist). 
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Die Zustände des kontinuierlichen Spektrums sind durch kontinuierliche Para- 
meter gekennzeichnet. Wir wollen sie mit «, ß, y bezeichnen. (Als solche Parameter 
können z.B. die drei Impulskomponenten 7,, ?,, ?; des Teilchens dienen.) Vor- 
läufig schreiben wir nur einen dieser Parameter auf und bezeichnen ihn mit «. Die 
Energie wird eine Funktion E= E(«) dieser Parameter sein. Die zugehörige 
Wellenfunktion ist y, (2). Dann tritt in (81, 2) neben der Summe der Zustände des 
diskreten Spektrums noch das Integral des kontinuierlichen Spektrums (ein Inte- 
gral über «) auf: 

_,9, | 
vn) = Zort) yua)e“ "+ leader "de. (82, 8) 


Unter der Voraussetzung, daß die Funktionen %, (2) auf ö (@« — «’) normiert sind, 
wiederholen wir die Rechenoperationen, die von (81,1) zu (81,8) führten und 
finden 


„Eie) — En —En, 


cd — 2) Re er a (82, 9) 


wenn das System sich ursprünglich im Zustand E, befand, wobei 


Wen (t) = /y (2) -W (x, 1) y„(z) de. (82, 10) 


Die weiteren Berechnungen hängen von den Voraussetzungen über die Zeit- 
abhängigkeit von W (x, t) ab. Wir nehmen an, sie wäre monochromatisch (bei Über- 
gängen im diskreten Spektrum muß der nichtmonochromatische Teil der wirklichen 
Störungen berücksichtigt werden, bei Übergängen zum kontinuierlichen Spektrum 
ist das nicht unbedingt erforderlich. Die wirkliche Störung kann als monochromatisch 
angenommen werden). Wir nehmen also an 


W(z2,t)=W (x) ev! + W* (x) e-iwt. (82, 11) 
Dann ist 
Wr) Wane” + Wine-tet, (82, 12) 


wo W,„ und W%„ die Matrixelemente der Fourierkomponenten von W (x, t) sind. 
Setzen wir (82, 12) in (82, 9) ein, und integrieren wir über die Zeit, so finden wir 


Ele) — En +hojt IE) —Er—hoft 
1 e 1 1 er =] 
em WE 


IEQ-E+ho) '" [EM hul 


Da >0, E(«)>0, E„<0, so ist das erste Glied klein und das zweite groß 
für E (a) = E„+ hw. Wir beschränken uns daher auf das zweite Glied und er- 
halten für die Wahrscheinlichkeit des Übergangs von E, ins Intervall«, « + dazum 
Zeitpunkt t: 
2 
en En—kolt 1 
\c„|?da = |W.n|? en 2 (82, 13) 


— [E (x) — E,— hu] 
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Die Übergangswahrscheinlichkeit von E„in «, « + d« ist gleich 


. SIE (ae) — in — holt 
co]? An og 
a ewig ‚14 
ze a en ae u 


P,da— 


Der letzte Faktorin (82, 14) unterscheidetsich fürgroße tt vonder ö-Funktionnurdurch 
den Faktor x. Daher läßt sich die Wahrscheinlichkeit P,„ da auch wie folgt 
schreiben: 


P, («) da = | Wan]? ö (E (a) — u hw) d«. (82, 15) 


Ist der Zustand des kontinuierlichen Spektrums durch mehrere Parameter 
x, ß,'y charakterisiert, so erhält man in ähnlicher Weise für die Übergangswahr- 
scheinlichkeit aus dem Zustand Z,„ in den Bereich «, x + da; $,ß-+dı; 9% 
y-+ dy je Sekunde: 


P„(a, ß,y) dadß dy = = |Wapy,n|? ö[E (a, ß,y)— En hw]dadßdy. (82, 16) 


Ebenso leicht erhält man die Übergangswahrscheinlichkeiten im kontinuierlichen 
Spektrum. Nehmen wir den Ausgangszustand %Y,,#,,. (d.b. Ca, (0) = ö (a — &,) 
-5(ß— B,)  6(y — Y,)); 0 erhalten wir auf analogem Wege für die Übergangswahr- 
scheinlichkeit pro Sekunde aus «,, fg; Y, in das Intervalla, «+ da; B, + dPß; y; 
y+tdy: az 


Pasßere (a, ß, Yy) da. dß dy = 


nn (82, 17) 
= |Wap, aß |? 0 [IE (©, By) — E (&y, Bo: 90) -holdadpay. 


Auch diese Formeln weisen auf den Resonanzcharakter des Übergangs hin, da die 
gefundenen Wahrscheinlichkeiten nur für Übergänge von Null verschieden sind, 
bei denen 


ho=K&E(«a,ß,y) — En = hwasy,n (82, 18) 


ho=E(a,ß,y) — E (ag, Po» Yo) = RWapy, aBs1> (82, 18’) 


oder 


d.h. die Frequenz der äußeren Einwirkung ist gleich der Boaurschen Frequenz für den 
möglichen Übergang. 

An der Resonanzstelle werden die berechneten Wahrscheinlichkeiten unendlich. 
In der Nähe dieses Punktes sind sie aber gleich Nulll). Die Übergangswahrschein- 
lichkeit wird also in jedem beliebigen Energieintervall, das einen Resonanzpunkt 
enthält, endlich. Um sich davon zu überzeugen, braucht man nur an Stelle der den 
Zustand des kontinuierlichen Spektrums numerierenden Parameter «, ß,.y irgend- 


1) Das ist nicht ganz genau, da wir es nach (82, ]4) nur mit einer Annäherung an die 6-Funk- 
tion und nicht mit der ö-Funktion selbst zu tun haben. Vgl. $ 108. 
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welche neue Parameter zu wählen, zu denen auch die Energie gehört. Diese Para- 
meter mögen E, a, b sein. Sie sind Funktionen von «, f, y. Wir haben daher 


dadBdy= o(E,a,b)dEdadb. (82, 19) 
e (E, a, b) heißt die Zustandsdichte im Energieintervall, im Intervall a und Intervall b. 
Setzt man diesen Wert von d«, dß, dy in den Ausdruck für die Wahrscheinlich- 
keiten (82, 16) oder (82, 17) ein und integriert über E, so erhält man Null, wenn das 


Integrationsintervall keinen Resonanzpunkt und einen endlichen Wert, wenn eseinen 
Resonanzpunkt enthält. Aus (82, 16) und (82, 17) erhalten wir 


P„(E,a;b) dadb = = |Wgsin|?e (E, a, b) da db, (82, 20) 


PeaBove (E, Q, b) da db == — IW za», Bere” 4 (E, a, b) da ab, (82, 21) 


wobei hier unter Z der Wert zu verstehen ist, der sich aus den Resonanzbedingungen 
(82, 18) bzw. (82, 18°) ergibt. 

Werden im besonderen die drei Impulskomponenten 7,, ?,, 9 des Teilchens als 
Parameter «, f, y genommen, so ist es zweckmäßig, für den Impuls des Endzustands 
Polarkoordinaten 9, d, 9 einzuführen. Wir haben dann 


dpzdpy,dp=p?dpdQ, d2—=sinddddp. (82, 22) 
Die Energie des Teilchens ist gleich 


> 2 dm pe. (IP\.an— 
en dp=p (42 dE=updE. 


Setzen wir dasin die Gleichung (82, 22) ein, so finden wir nach Vergleich mit (82, 19) 
3 1 8 

0(E,9,9)=o(E)sind, o(E=upr= 2; (Zu)? B8. (82, 23) 
Wenn wir das in (82, 20) und (82, 21) einsetzen, so erhalten wir 


P, (3,8, 9) 40 =" |Wasen|?e (M) N, (82, 24) 


2 
Paßın (B, ö P) en = == | Ware, apPors j 0 (E) 42 5 (82, 25) 


Diese Formeln geben die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde aus dem Zu- 
stand n oder &,, ßy,; Y, in den Zustand mit der Energie E an, wobei der Teilchen- 
impuls in den Raumwinkel d. fällt. 
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8 83. Übergänge unter dem Einfluß einer zeitunabhängigen Störung 


Hängt die Störung nicht von der Zeit ab, so können wir die stationären Lösungen 


iE„t | Ä 
v(z)e "7, der Scuröpingergleichung suchen und die’ Aufgabe somit auf die 
Lösung der Gleichung 

H’y(a)+W(e)y(e)=Ey(e) 


zurückführen, die durch genäherte Lösungsmethoden bereits untersucht wurde. 
Doch kann die Frage auch im Sinne von quantenmechanischen Übergängen gestellt 
werden. Beide Fragestellungen führen zu denselben Ergebnissent). 

Um die Übergangswahrscheinlichkeit unter dem Einfluß einer zeitunabhän- 
gigen Störung zu erhalten, genügt es, in den Formeln (82, 16) und (82, 17) » = 0 zu 
setzen. Dann nehmen die Bedingungen (82, 18) und (82, 18’) folgende Form an: 


E («,ß,y)=E„ oder E(«,ß,y)=E (a; Ba: Yo); (83, 1) 


d.h. Übergänge sind nur ohne Energiemessung möglich. Das folgt aus der allge- 
meinen Theorie, da im vorliegenden Fall die Energie eine Bewegungskonstante ist. 
Folglich können Übergänge unter dem Einfluß zeitunabhängiger Störungen nur 
derart sein, daß Energieaustausch zwischen den Teilen des Systems oder auch Ver- 
änderungen anderer mechanischer Größen (z. B. der Impulsrichtung des Teilchens) 
eintreten. 

Für das kontinuierliche Spektrum erhält man die Formel für die Übergangs- 
wahrscheinlichkeit je Sekunde aus dem Zustand E («,, ßgy; Y0) in den Zustand Z,, 
a,a—+- da, b,b + db unmittelbar aus (82, 21): 


2 
Poßors (Bo; a, b) da db = En | W rat, &g, Bas Yo |?o (Eo; q, b) da db. (83, 2) 


Setzt man an Stelle von «, ß, y die Impulse, dann ist 


2n 
Pop (Bo, 9,9)dQ = |Wn,5,0,9°,9%,7° |? e (Bo) dA. (83, 3) 


Diese Formeln stimmen der Form nach mit (82, 21) und (82, 25) überein und 
unterscheiden sich von ihnen nur durch die Resonanzbedingung (83, 1), die den 
Energiesatz zum Ausdruck bringt. 

Wir bemerken, daß es im Falle einer zeitunabhängigen Störung nicht viel Sinn 
hat, nur Übergänge zwischen diskreten Zuständen zu untersuchen, da die Bedingung 
für die Gleichheit der Energien im Anfangs- und Endzustand in diesem Falle nur 
in Ausnahmefällen erfüllt werden kann. 


1) Vgl. 8108, indem der Zusammenstoß nach der Methode der Übergänge untersucht wird, mit 
$ 77, in dem die gleiche Aufgabe durch die Methode stationärer Zustände gelöst wird. 
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an atomaren Systemen 


$ 84. Einleitende Bemerkungen 


Die mit den Problemen der Wechselwirkung zwischen Licht und Partikeln ver- 
knüpften Fragen können nicht unmittelbar mit den Methoden der Quanten- 
mechanik untersucht werden. Wir benötigen hierfür zusätzliche Prinzipien, die die- 
Gesetze der Erzeugung und Vernichtung von elektrischen Feldern erfassen. Wir 
können jedoch mit Hilfe der halbphänomenoölogischen Strahlungstheorie EINSTEINS, 
die sich auf die Erhaltungssätze für Energie und Impuls bei der Wechselwirkung 
zwischen Quantensystemen und elektromagnetischem Strahlungsfeld stützt, recht 
brauchbare Ergebnisse erhalten. | 

Das Verhalten eines quantenmechanischen Systems in einem gegebenen elektro- 
magnetischen Felde gehört durchaus in den Kreis mechanischer Aufgaben. Wir 
können daher unter Benutzung der Theorie der quantenmechanischen Übergänge die 
Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, daß ein Atom unter dem Einfluß von einfal- 
lendem Licht in einen angeregten Zustand oder, umgekehrt, aus einem höher ange- 
regten in einen tieferen übergehen wird. Im ersten Fall wird sich die Energie des Atoms 
um die Größe E„— E„ erhöhen, wenn EZ, die Energie des Ausgangszustands und Z„ 
die des angeregten ist, im andern Falle sich um die gleiche Größe verringern. 

Wir wollen zunächst den ersten Vorgang untersuchen. | 

Nehmen wir an, daß die Anregungsenergie E„ — E,„ des Atoms dem elektro- 
magnetischen Feld entnommen ist, so identifizieren wir dadurch die Wahrschein- 
lichkeit eines Übergangs des Atoms vom Zustand E, in den Zustand E,„ mit der 
Wahrscheinlichkeit für die Absorption von Lichtenergie vom Betrage Em — En; 
d.h. gerade mit jener Größe, der wir in Einsteins Theorie begegnen (Wahrschein--. 
lichkeit für die Absorption eines Lichtquants). Damit diese Identifizierung möglich 
ist (der Quantenmechanik nicht widerspricht), darf dieser Übergang des Atoms von 
E,„ nach E,„ nur in dem Falle möglich sein, in dem die Differenz E„ — E„ gleich der 
Energie des aufgenommenen bzw. des abgegebenen Lichtquants h w ist, d.h. es. 
muß die BoHRsche Frequenzbedingung eingehalten werden: 


how — En -— En. (84, 1) 


Wir wissen aus der Theorie der Quantenübergänge, daß diese Gleichung tatsächlich. 
gilt, da der Übergang E„— E,, nur möglich ist, wenn in der Spektralzerlegung des: 
E m E n 


rn —= Wmn vorkommt. In unserem Falle 


äußeren Feldes die Frequenz » = 
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muß also das Spektrum des einfallenden Lichtes diese Frequenz enthalten oder, mit 
anderen Worten, es müssen Lichtquanten mit der Energie 


e=hw= Em— En: (84, 2) 


vorhanden sein. Weiterhin wissen wir, daß der Übergang E„— E, nur von jenem 
Teil der Störung induziert wird, der die Frequenz w„.„ in der harmonischen Analyse 
enthält. Stellen wir uns also vor, das einfallende Licht sei nach monochromatischen 
Wellen zerlegt, dann erfolgt der Übergang En — E„ auf Kosten der Welle, die die 
Frequenz Ymn entsprechend der Energie e=hwmn der Lichtquanten besitzt. Der 
Übergang eines Atoms aus dem angeregten Zustand Z,„in den nicht angeregten E,„ 
unter dem Einfluß von Licht muß, wenn man den Energiesatz anwendet, als Emis- 
sion eines Lichtquants e= En — E, aufgefaßt werden. Auch diese Übergangswahr- 
scheinlichkeit können wir berechnen. Sie wird mit der Wahrscheinlichkeit der 
induzierten Emission in Einsteins Theorie (Wahrscheinlichkeit der Emission unter 
dem Einfluß eines Feldes) übereinstimmen. | 

Wir können aber im Rahmen der Quantenmechanik nicht den dritten Vorgang, 
die spontane Emission des Atoms untersuchen, die auch ohne äußere Einwirkung, 
d.h. also ohne einfallendes Licht vor sich geht. Befindet sich ein Atom im angeregten 
Zustand, so behauptet die Quantenmechanik, daß es sich bei fehlender äußerer Ein- 
wirkung beliebig lange in diesem Zustand befinden wird. Die Zustände mit einer 
bestimmten Energie sind, wie wir wissen ($ 30), stationär, denn die Energie ist eine 
Konstante der Bewegung. Der Versuch beweist aber, daß ein Atom von selbst in 
den Grundzustand unter Lichtemission überzugehen vermag. 

Dieser Widerspruch ist selbstverständlich. Wir untersuchen von Anbeginn an ein 
rein mechanisches Problem: die Bewegung eines Elektrons in einem gegebenen 
äußeren Feld (z. B. im elektrostatischen Kernfeld) und berücksichtigen dabei nicht 
das elektromagnetische Feld, das von dem sich bewegenden Elektron erzeugt wird 
und auch auf das Elektron selbst zurückwirkt. Kurz gesagt, wir ignorieren die 
Rückwirkung, die das elektromagnetische Feld des Elektrons auf das Elektron 
selbst hat. 

Eine ähnliche Lage treffen wir auch in der klassischen Mechanik an. Fragen wir 
“ 2. B. nach der Bewegung eines geladenen Teilchens unter dem Einfluß einer quasi- 
elastischen Kraft, so finden wir, daß das Teilchen seine Anfangsenergie Z auch ferner 
beibehält. Berücksichtigen wir jedoch, daß das geladene bewegte Teilchen ein elek- 
tromagnetisches Feld erzeugt, das auf dieses einwirkt, dann stellen wir fest, daß das 
Teilchen in Wirklichkeit seine Energie verlieren, d.h. Licht emittieren wird. Die 


klassische Theorie gibt!) folgende Formel für die Energie die je Sekunde von 


einem Teilchen ausgestrahlt wird, das harmonisch mit der Frequenz &, schwingt 
und das elektrische Moment ®;: besitzt; 


dE _ 20, 


= 38 (Dt. (84, 3) 


‘wo (Dxı)? das Zeitmittel von (Dx,)? bedeutet. Die Rückwirkung dieser Strahlung 
bremst das Teilchen ab, so daß es allmählich zum Stillstand kommt. 


1) 8.: [56]. 
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Diese Aufgabe der Emission unter Berücksichtigung ihrer Rückwirkung fällt 
ihrem Wesen nach aus dem Rahmen der Quantenmechanik heraus. Sie betrifft die 
Quanten-Elektrodynamik. Wir haben nicht die AbSicht, indiesem Buch die Quanten- 
Elektrodynamik zu behandeln, die noch weit voneiner vollständigen Lösung entfernt 
ist!). Wir umgehen dies und postulieren in Übereinstimmung mit Eınsteiss Theorie, 
daß eine solche spontane Emission existiert. 

Da wir auf Grund der Quantenmechanik die Möglichkeit haben, die Wahrschein- 
lichkeit einer Lichtabsorption zu berechnen, können wir, gestützt auf das durch 
Einsteins Theorie gegebene universelle Verhältnis (5, 11) zwischen Absorptions- 
wahrscheinlichkeit und der spontanen Emission auch die letztere Größe berechnen. 
Diese Aufgabe wollen wir nun lösen. 


$ 85. Die Absorption und Emission von Licht 


Um die Aufgabe der Absorption oder Emission von Licht entsprechend dem im 
vorigen Paragraphen Gesagten zu lösen, müssen wir die Wahrscheinlichkeit für den 
Übergang des Atoms von einem Energieniveau in ein anderes unter der Einwirkung 
von Licht berechnen. Dazu müssen wir vor allem die Wechselwirkung zwischen 
dem Leucht-Elektron des Atoms und der Lichtwelle definieren. 

Nehmen wir an, wir hätten es mit polarisiertem Licht zu tun, dessen elektrischer 
Vektor gleich € (z, t) ist. Außer dem elektrischen Feld besteht noch ein magne- 
tisches 9 (x, t), dessen Einwirkung auf das Elektron im Vergleich zum elektrischen 
Feld vernachlässigt werden kann?). Die Wirkung des elektrischen Feldes hängt 
wesentlich davon ab, ob sich das elektrische Feld € (x, t) im Bereich des Atoms 
merklich ändert oder nicht. Das Kriterium, rach dem diese zwei Fälle unterschieden 
werden können, ist leicht anzugeben. Das einfallende Licht möge monochromatisch 
(oder nahezu monochromatisch) sein und die Wellenlänge A besitzen. Dann gilt 


2 
E(x,t)= €, cos (ori — . (85, 1) 
2 
hier ist &, = —— .Selbstverständlich interessiert uns nicht das Feld in seiner gan- 


zen Ausdehnung, sondern nur innerhalb des Atoms. Die Größe des Atoms sei be- 
stimmt durch a°®). Den Koordinatenursprung legen wir in den Atommittelpunkt. 


Dann ändert sich die Wellenphase an im Bereich des Atoms größenordnungs- 


ji 


1\5.: [16, 30]. 
?) Die auf das Elektron vom Magnetfelde ausgeübte Kraft ist die LORENTz-Kraft 


e 
= 0x 


wo vd die Geschwindigkeit des Elektrons und c die Lichtgeschwindigkeit ist. Die infofge des elektri- 
schen Feldes wirkende Kraft istgleich e€. In der Lichtwelle sind € und 9 gleich, die Wirkung des 


v 

Magnetfeldes daher um pe mal geringer. Die Geschwindigkeit des Elektrons beträgt im Atom nur 
1 1 

100 der Lichtgeschwindigkeit, daher ist auch die magnetische Wirkung nur 100 der elektrischen. 


$) a ist der Radius des Bereichs, in dem die Wellenfunktionen merklich von Null verschieden 
sind. 
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mäßig um +. Wenn die Ausdehnung des Atoms wesentlich kleiner ist als 


die Wellenlänge des einfallenden Lichts, so kann die Phasenänderung innerhalb 
des Atoms vernachlässigt werden, da das Feld innerhalb des Atoms in jedem 
Zeitpunkt durch den Ausdruck 


E (2,1) = €, cos (@y 8) (85, 1’) 


beschrieben werden kann und folglich in allen Raumpunkten innerhalb des Atoms 
gleich ist. 

Die Bedingung dafür, daß die Wellenlänge groß gegen die Ausdehnung des Atoms 
sei, wird innerhalb sehr weiter Grenzen praktisch erfüllt sein. Es genügt, daß 
A> 10-8 cm (a = 10-8 cm) ist. Das ultraviolette und das sichtbare Licht besitzen 
Wellenlängen, die tausendmal größer als 10-®cm sind, so daß für solches Licht die 
Bedingungen weitgehend erfüllt sind. Anders steht es bei Röntgenstrahlen, da in 
diesem Bereich die Wellenlänge bei weitem nicht immer die Größe des Atoms über- 
steigt!). In diesem Falle ist die Frage der Wirkung solcher Strahlen viel kompli- 
zierter. | 

Wir beginnen mit der Untersuchung des ersten Falles, in dem die Wellenlänge 
viel größer als der Atomdurchmesser ist. Dabei werden wir uns von der Teilvoraus- 
setzung des monochromatischen Lichtes befreien und alle im Spektrum vorkom- 
menden Wellenlängen als groß gegen die Atomausmessungen annehmen. Innerhalb 
des Atoms wirkt dann ein elektromagnetisches Strahlungsfeld, das im ganzen Be- 
reich des Atoms bis auf seine Abhängigkeit von der Zeit konstant ist. Wir bezeich- 


nen es mit E= El). (85, 2) 


Unter diesen Voraussetzungen ist es leicht, die Art der Wechselwirkung zwischen 
Elektron und dem elektrischen Vektor der Lichtwelle (85, 2) zu bestimmen, ohne 
auf die allgemeine Hamıtronfunktion für das Elektron in einem äußeren elektro- 
magnetischen Feld zurückgreifen zu müssen. Das Feld (85, 2) leitet sich vom skalaren 
Potential & (r, ) =— Er = — (E,x + E,y-+ E;z) ab, so daß die potentielle Ener- 
gie eines im Punkt r befindlichen Elektrons in diesem Feld gleich 


"Y’el)=—-eo= +eer—= — ED (85, 3) 


wird, wod = — er das elektrische Moment des Elektrons ist, wenn r den vom Kern 
zum Elektron gezogenen Radiusvektor darstellt?). Führen wir noch den Einheitsvek- 
tor e parallel zur Feldrichtung ein, € (t) = e- E (t), dann können wir (85, 3) in fol- 
gender Form schreiben: V’e,)=—-Ell)e®d. (85, 4) 


Bezeichnen wir mit H° den Operator der Gesamtenergie des Elektrons, so erhalten 
wir folgende ScHRöpINGERgleichung für die Wellenfunktion % (tr, t): 


Ey VE, ty. (85, 5) 
1) Oft interessiert die Wirkung der RÖnTsEnstrahlen auf die inneren Elektronen (in der K- 
Schale). Die Ausdehnung der K-Schale ist für Elemente mit hoher Atomnummer bedeutend gerin- 
ger als die der von den Außenelektronen gebildeten Hülle. Dadurch kann der Wellenlängenbereich 
erweitert werden, innerhalb dessen die Phasenänderung des Feldes vernachlässigt werden darf. 
2) Die Richtung des elektrischen Momentes wird von der negativen zur positiven Ladung ge- 
zählt, der Vektor ristaber entgegengesetzt gerichtet (vom positiven Kern zum negativen Elektron). 
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Die Größe V (r, t) werden wir als Störung betrachten, was für alle praktisch er- 
reichbaren Lichtintensitäten erlaubt ist!). 

Wir wollen nun die Übergangswahrscheinlichkeit des Atoms unter dem Einfluß 
des Lichtes vom Energieniveau E, (y= y„) zum Energieniveau E„ (y = Yn) 
berechnen. Um die Theorie der quantenmechanischen Übergänge, wie siein $ 82 dar- 
gestellt wurde, hier anwenden zu können, setzen wir voraus, daß der Lichtstrom im 
Zeitpunkt t = 0 zu wirken begann und im Zeitpunkt t = 7 unterbrochen wurde. Ist 
T bedeutend größer als die Schwingungsperiode der Lichtwellen, so wirkt.ein solches 
Ein- und Ausschalten nicht auf die spektrale Zusammensetzung des Lichtes ein. 

Nach (82, 7) ist die Übergangswahrscheinlichkeit P„„ aus dem Zustand E, 
inden Zustand E,„ im Zeitpunkt z, der gleich oder größer als T ist, durch die Formel 


4n?, 
Pan = 2 | Van (Omn) % (85, 6) 


gegeben, wo P „n(@nn) der Fourierkoeffizient bezüglich der Frequenz w,„,n für das 
Matrixelement der Störungsenergie V (t, t) ist. Nach (85, 4) haben wir 


Yan )= [vi Vi) md — Eli) [yEeDd pmdr= — Elt)eDmn, (85,7) 


wo Dyn das Matrixelement für den Vektor des elektrischen Momentes ist, mit den 
Komponenten: 


D: = —e|yix YndT, 
Di = —e/[ykymdr, (85, 8) 
Dn= —ejymeyndr. 

Aus (85, 7) folgt, daß die Fourrerkomponente von Y,„. (t) gleich der FourıErkom- 


ponente von & (t) multipliziert mit —e Du, ist (da Dun nicht von der Zeit ab- 
hängt). Wir erhalten daher 


Yan (Omn) = — E (Oman) e Dans (85, 9) 


wo mit E (on) die FOURIERkomponente von E (t) bezeichnet ist, die zur Frequenz 
Omn gehört, d.h. die Größe 
RL z 
1 f 
E (On) = A; (t) etemnt dt — 3] ® () etiamnt, (85, 10) 
0 


00 


. Daher ist nach (85, 6) die Wahrscheinlichkeit für den Übergang von E, nach E„ 
gleich 


4? e 
er — 5 |# (Omn) | e le Dann ]?- (85, 11) 


1) Da die elektrische Feldstärke des Sonnenlichts etwa 0,1 CGS-Einheiten beträgt, während 
das Atomfeld € gleich — > 107 CGS-Einheiten ist. 
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Wir können das Quadrat |E (w,„„)|? der Fourrsrkomponente des elektrischen Feldes 
durch die während der Zeit 7’ hindurchgeströmte Energie ausdrücken. Die elektro- 


ee 


magnetische Energiedichte beträgt —— (der Nenner ist 47 und nicht 8, da außer- 


dem noch eine der elektrischen eiabe magnetische Energie vorhanden ist). Der 


E?(r) 
7 


Energiestrom Ist gleich ° 1 


(c ist, wie immer, die Lichtgeschwindigkeit). Daher ist 
die gesamte durch die Flächeneinheit geflossene Energie gleich: 


oo + 


+ oo ro 
E=-;- enar= Z[ar[E (0 tdo| ro ')erietgw'. (85, 12) 


— oo 00 09 “00 
Integrieren wir zunächst über & und berücksichtigen wir, daß 


+ oo 
ee dti= 2nö(w — w), 


so finden wir, daß 


+ © nn f 
= | [zw (w)3@-wndode 5 [IE (w) ?a0=. [IE (o)1?a0, 
En = u 


[da E(w) = E*(— w) wegen des reellen E (t)]. Bezeichnen wir mit E, die im 
Frequenzintervall dw ausgestrahlte Energie, dann ist 


E=[E,do. 
ö 


Durch Vergleich mit der vorhergehenden Formel zeigt sich, daß 


E„=c|E (o)|? (85, 13) 
ist. Somit gilt: 


| 4? Eomn 
Pan = Erz | e Dan |? (85, 14) 
Die durchgeflossene Energie E,„ ist also gleich der Dichte der Strahlungsenergie 


oe (w) pro Frequenzintervall, multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit und der 
Zeit T des Ennergiedurchflusses, d.h. 


E,„=0(w)cT. (85, 15) 


Auf Grund von (85, 14) und (85, 15) können wir die Wahrscheinlichkeit des Über- 
gangs Pmn„ vom Zustand X, in Z„ in der Zeiteinheit berechnen. Dazu müssen wir Pan 
durch die Zeit dividieren, während welcher die Lichteinwirkung erfolgt,. d.h. 
durch T': 


P 
Pnn”= m . 
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Mit Hilfe von (85, 15) finden wir, daß die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeitein- 
heit gleich sein wird: | 


AR 
Pınn = 7 Dim 5 0 (Onın)- (85, 16) 


Bezeichnen wir noch den Winkel zwischen dem Vektor des elektrischen Moments 
Din und der Folarisationsrichtung c des Lichtfeldes mit ©, „„, dann erhalten wir 
als endgültige Formel für 7,x: 

4x? 


Prmnn = ErZ | Dann jr cos? On 4 (Om n)- (85, 16‘) 


Wir sehen aus dieser Formel, daß es für die Berechnung der Übergangswahr- 
scheinlichkeit genügt, die Matrix des elektrischen Moments Dun zu kennen, die die 
Eigenschaften des untersuchten Atomsystems völlig bestimmt. Auf diesen wichtigen 
Umstand kommen wir später noch zurück. Jetzt stellen wir die Beziehung zwischen 
der von uns berechneten Wahrscheinlichkeit 9,.„ und den Emsrteisschen Koeffi- 
zienten auf, die im $5 behandelt wurden. 


8 86. Die Emissions- und Absorptionskoeffizienten 


Nach der EmssteInschen Theorie ist die Wahrscheinlichkeit für die Absorption 
eines Lichtquants Aw (kw = E„ — E,„), das die Polarisation « besitzt und sich im 
Raumwinkel d‘Q2 fortpflanzt, je Sekunde gleich [s. (5, 2)]: 


dW. = ,%(w,R)ÄR. (86, 1) 


Wir dagegen erhielten die Wahrscheinlichkeit p,,„ unter der Annahme, daß es sich 
um eine ebene Welle mit bestimmter Fortpflanzungsrichtung handelte, Dement- 
sprechend gab unsere Wahrscheinlichkeitsformel nur die Spektralverteilung, nicht 
aber die Verteilung nach den Winkeln. Der allgemeine Zusammenhang zwischen 
0,(w) und 0, (w, 2) lautet: 


0x (@) a 0 (0, 2)d2. (86, 2) 


Da 0,.(w) endlich und o, (w, 2) in unserem Fall nur für eine eindeutig bestimmte 
Richtung von Null verschieden ist, muß die Dichte o, (w, 2) bezüglich des Winkels 
2 den Charakter einer ö-Funktion besitzen: 


0a (W, 2) = 0, (w) 6 (2). (86, 3) 


Integrieren wir (86, 3) über d@ und benutzen wir (86, 1), so finden wir die Absorp- 
tionswahrscheinlichkeit pro Sekunde für eine sich (ohne Auseinanderlaufen der 
Strahlen) in einer bestimmten Richtung fortpflanzende Welle gleich: 


W, = bna 0a (0). (86, 4) 


Auf Grund des Erhaltungssatzes für die Energie muß die Wahrscheinlichkeit für die 
Absorption des Lichtquants }o,„,„ gleich sein der Wahrscheinlichkeit für den Über- 
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gang des Atoms vom Zustand Z„in E„, d.h. W, = Pmn- Setzen wir (85, 16’) und 
(86, 4) einander gleich, so finden wir den Emsteim schen Koeffizienten für die Licht- 
absorption: An? 
= FE Dann |? cos? mn: (86, 5) 


Wir müssen uns nun genauer über die Bedeutung einer bestimmten Polarisation des 

Lichtes klar werden. Die Formel für die Übergangswahrscheinlichkeit 7, (85, 16) 
wurde unter der Voraussetzung erhalten, daß das Licht 

Dn in der Richtung e polarisiert ist, die mit der Richtung 
des elektrischen Moments D®,,„ den Winkel On bildet. 
In den Emstemschen Koeffizienten by, dagegen be- 
zeichnet der Index & (« = 1,2) die Zugehörigkeit zu 
einer der unabhängig gewählten Polarisationen e, oder 
€. Wir können ohne jede Einschränkung als die erste 
Richtung e, («= 1) jene wählen, die senkrecht zum 
Strahl in der Ebene des Strahls und des Vektors D,„., 
liegt, als zweite e, (« = 2) aber die senkrecht auf dieser 
Ebene stehende Richtung (s. Abb. 59). 

Setzen wir e = e,, dann erhalten wir: 

Onn= 5 — dans 

wo d,.n der Winkel zwischen dem Polarisationsvektor 
Din„n und der Fortpflanzungsrichtung der absorbierten 
Strahlung ist. Wir erhalten dann aus (86, 5) 


Abb. 59. Die Wahl der unab- 


rn en 4,7% : 
hängigen ne ne Ir | Dann |? sin? Bun. (86, 5") 
Setzen wir e= «,, dann bekommen wir On = z: d.h. 
be=0. (86, 5”) 


Unter Verwendung der Formel (5, 11), die das Verhältnis des Koeffizienten der spon- 
tanen Emission a}, „ zum Koeffizienten der induzierten Emission b},. = br. [S. (5, 7)] 
bestimmt, können wir die Wahrscheinlichkeit d W: für die spontane Emission eines 
Lichtquants Aou= Em — E„ mit der Polarisation « im Raumwinkel d@ in fol- 
gender Form schreiben: 


h w® hw? 


IWW = am = im aD = 25.5 Ina 4, (86, 6) 
wowW= Em — En — nn. Auf Grund von (86, 5) und (86, 5’) erhalten wir: 
3 
’ Omn . 
dW,. = Smcsh Dann |? sin? dm dl (86, 7) 
für parallel zu e, polarisiertes und dw„—0 (86, 7°) 


für parallel zu «, polarisiertes Licht. 
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Um die Gesamtwahrscheinlichkeit der spontanen Emission beim Übergang vom 


Zustand E„ in den Zustand EZ, zu erhalten, muß d W,, ‚über alle Fortpflanzungs- 
richtungen gemittelt werden. Wenn wir diese Integration durchführen, erhalten wir 


3 
/ 4 On 


War, s | Dann 2. (86, 8) 
Sind die Niveaus EZ, und E,„ entartet, so kann die gleiche Frequenz o„„ bei ver- 
schiedenen Übergängen von E,„ nach E, ausgestrahlt werden. Summieren wir (86,8) 
über alle diese Übergänge, dann erhalten wir die Gesamtwahrscheinlichkeit für die 
Strahlung mit der Frequenz ®„„ pro Sekunde. Wir bezeichnen sie mit 


3 
n __ Eon 


Die Größe A{wird auch der EınsTEınsche Koeffizient für die spontane Emission der Frequenz on 


genannt. Neben A}, wird noch der entsprechende Koeffizient für die Absorption der isotropen, 
nicht polarisierten Strahlung mit der Frequenz o,,„ eingeführt: 


1 
m m 
BE = gu > / da, (86, 10) 


worin die Summe für beide Polarisationen (« = 1,2) und alle Übergänge von dem Niveau E, 
in das Nieveau E,„, genommen ist. Die Größe /„ bedeutet den Entartungsgrad für das Niveau Z,. 
Das Integral ist über alle Fortpflanzungsrichtungen des Lichts genommen, Auf ähnliche Weise 


kann man auch den Koeffizienten B7,, für die induzierte Emission einführen: 


1 
nu — n dA, 86, 10° 
B m 8 7L In P2 1 _ Dna ( ) 
wo 7 der Entartungsgrad des Niveaus E,, ist. Benutzt man die Eigenschaften von b,,. ‚ d&n 


und @,,. ‚ so kann man leicht beweisen, daß 
3 
a 3 Mm 


Im Bm = In Ban, Am (86, 11) 


Die Größe A}, bestimmt die Lebensdauer des Atoms im angeregten Zustand. 

Haben wir im Zeitpunkt i insgesamt N „ Atome, die sich im angeregten Zustand 
E, befinden, so wird die mittlere Zahl der Atome, die spontan in den niedrigeren 
Zustand E,„ übergehen, für die Zeit dt gleich 


INn— — AU Nndt, 


woraus folgt: 


n ge 
Nn= Nne m! Ne 'mn, (86, 12) 
worin 


n 
m 


1 
Tmn —— Ar . (86, 13) 
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Aus diesen Formeln folgt, daß r,,„ die mittlere Lebensdauer des Atomsim angeregten 
Niveau Z, ist. 
Aus (86, 9) erhalten wir 303} 
Im = ———. (86, 14) 
40m | Dmn I 


Wir wollen diese Größe für das sichtbare Licht „= 4 ' 1015 abschätzen. Dy, ist 
der Größenordnung nach gleich — ea, wo a der Atomradius bedeutet, so daß 


| Dmn| = 2: 10-18. Daraus finden wir 7,» = 10? sec, d.h. am > Tmn = 7 10-15 
sec. 1) MN 

Wir berechnen jetzt die mittlere Energie, die in I sec indas Raumwinkelelement 
dQ2 beim Übergang m — n ausgestrahlt wird. Da bei jedem Übergang die Energie 
homn = Em — En ausgestrahlt wird, so wird die mittlere, in den Winkel d@2 je 


Sekunde ausgestrahlte Energie (die wir durch d 7) bezeichnen wollen), sein: 


(7) = — dW, humn= 5, -e ss | Dun]? sin? dund2. (86, 15) 


Wir erhalten die gesamte Strahlung pro Sekunde, wenn wir über alle Winkel 2 
integrieren: 
dE 4 _ 
or 
Sowohl die Winkelverteilung der ausgestrahlten Energie (86, 15) wie die pro Se- 
kunde ausgestrahlte Gesamtenergie stimmen mit den entsprechenden Formeln für 


den klassischen Oszillator überein, der eine Eigenfrequenz w, = ®»m.„ und ein mitt- 
leres elektrisches Moment 


—| Dan) - (86, 16) 


(Dr)? =2 | Dan]? (86, 17) 
besitzt. 
Außerdem ist auch die Polarisation des Lichtes die gleiche wie beim klassischen 


Oszillator (und zwar wird nur Licht mit der Polarisationsrichtung e, ausgestrahlt, 
s. Abb. 59). 


$ 87. Das Korrespondenzprinzip 


Wir untersuchen die Strahlung eines geladenen Teilchens (mit der Ladung — e), 
das sich entsprechend den Gesetzen der klassischen Mechanik bewegt. Der 
Einfachheit halber beschränken wir uns auf den eindimensionalen Fall. Die Be- 


| 2 | 
wegungsperiode seit,— — . Wir bezeichnen die Koordinate des Teilchens mit x (t) 


. A . . 0 . 
und entwickeln sie in eine FOURIERTreihe: 


+00 
st) I zer, 


v3=0k k=+l,+2%..., net, (87,1) 


!) Gerade dieser Umstand gestattet es (wenigstens angenähert), die angeregten Atomzustände 
als stationär zu betrachten. Vgl. $ 109. 
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@, möge die Grundfrequenz sein und w; die Frequenzen der Oberschwingungen. 


Setzen wir 
2, = |ay| eier, (87, 2) 


so können wir (87, 1) in der Form schreiben 
x (f) 2: |x.] cos(wozt + PR). (87,1’) 
Das elektrische Moment D des Teilchens sei gleich ex (t), d.h. 


Di) = se D; ei®st — 3 2 |Dx]| cos(wyt + pr), (87, 3) 


k= —oo 
wo 
D; = 6%. 


Die Strahlungsintensität der Frequenz w;, ihre Raumverteilung und Polarisation 
werden durch das Glied 
Dir = 2 ID: | cos (rt + Pr) (87, 4) 


bestimmt. Die mittlere von einem solchen Dipol in den Raumwinkel dQ2 aus- 
gestrahlte Energie ist gleich 


dE l le 
Be a 87,5) 
(7) van — (Dar) sin? #d2 (87, 5} 
und die Gesamtstrahlung gleich ’ 
dB 20 _—, 
Zu ep), 87,6 
dt 3.03 (Dri.) ’ ( } 
wo | 
(Dr)? = 4 |Dr |? cos? (ort + 9) = 2 |Dr|?. (87,7) 
Dadurch erhalten wir an Stelle von (87, 5) und (87, 6) 
dE wr : 
—)\—= —_|D,|? sin? 87,5’ 
(5) | »|?sin29d2, (87, 5’) 
dE 4 or D 
Fr = 3c8 |D.1?. (87, 6 } 


Aus der Gegenüberstellung dieser Formeln mit (86, 15) und (86, 16) folgt, daß das 
Matrixelement D,„,„ des elektrischen Moments ein Analogon zu den klassischen 
FOURIERkomponenten darstellt. Wir können diese Analogie weiter fortsetzen, wenn 
wir die zeitliche Änderung der elektrischen Momente D,„, im Hrisunger@bild 
untersuchen. Wir betrachteten D„„ als zeitunabhängig und übertrugen die 
Zeitabhängigkeit auf die Wellenfunktionen. Wir können aber auch umgekehrt 
die Wellenfunktion als zeitunabhängig betrachten und die Zeitabhängigkeit auf die 
Operatoren (Matrizen) übertragen, wie das in allgemeiner Form für eine jede mecha- 
nische Größe im $41 erläutert wurde. Wir haben dann 


Dan (t) = Dan (0) mn = Diyne!® mt, (87, 8) 
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Die entsprechende Darstellung in der klassischen Theorie bedeutet, daß wir die 
Zeitfaktoren ei®*t in (87, 3) in D; aufnehmen: 


Dr = Di (0) eiokt — D, ei®kt, (87, 8) 


Ein sich klassisch bewegendes Teilchen kann somit in bezug auf das von ihm aus- 
gestrahlte Feld durch eine Reihe harmonischer Öszillatoren (87, 8’) gekennzeichnet 
werden 


r . . [3 
Dia DER is, DOOR (87, 9°) 


die die Frequenzen 


i [4 
0, = 0%; = 20: :>; MN: --- (87,10) 


besitzen, entsprechend der Grundschwingung und den Oberschwingungen des 
Systems. 

Das quantenmechanische System dagegen ist hinsichtlich der Strahlung zwar auch 
durch eine Gesamtheit harmonisch schwingender Dipole charakterisiert, die aber in 
ihrer Menge bedeutend reichhaltiger sind. Und zwar läßt sich die ganze Gesamtheit 
dieser Oszillatoren durch die Matrix des elektrischen Moments darstellen: 


1 Di, Pr at er DunePınt . | 
Du, elant Di, 0 Dont... | 
De ee dee | (87, 9) 
Dj eemt Dinger? mei, Dan! mnt ; | 
Be en a era: pas ae | 
mit den Frequenzen 
E„n„— E 
a 7 In (87, 10) 
die ihrerseits eine Matrix bilden: 
0 92 On 
5, 9 Von...» | 
De ae re rer de Ä (87, 10”) 
Omi Omega Omn | 


Die Diagonalelemente D„„der Matrix D (ft) hängen nicht von der Zeit ab, da 
Onn = 0, und stellen das mittlere elektrische Moment des Atoms im n-ten Quanten- 
zustand dar. Die nichtdiagonalen Elemente bestimmen die Strahlung des Atoms 
und oszillieren mit den Bom&schen Frequenzen. 

Damit gelangen wir zum Rırzschen Kombinationsprinzip, das seinen Ausdruck in 
(87, 10) findet, wonach im Gegensatz zur Schlußfolgerung der klassischen Mechanik, 
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nach der alle Frequenzen w; ein Vielfaches der Grundfrequenz w, darstellen, die 


Atomfrequenzen durch die Differenzen der Terme ausgedrückt werden. 


Schon langevor der Quantenmechanik hat BoHz die Vermutung ausgesprochen, daß die Ampli- 
tuden D„ der klassischen Oszillatoren zur Bestimmung der Intensität und Polarisation der Strah- 
lung von quantenmechanischen Systemen dienen können. Diese Annahme trug die Bezeichnung 
Korrespondenzprinzip. Jedoch war vor der Entwicklung der Quantenmechanik die Anwendung 
dieses Prinzips vieldeutig, zum mindesten zweideutig. In der Bou&schen Theorie wurden die Bewe- 
gungen als Bewegungen in gequantelten Bahnen dargestellt. Die klassischen Amplituden D, be- 
ziehen sich auf die Bewegung längs einer bestimmten Bahn. Man erhält sie, wenn man den Radius- 
vektor t (t) eines sich auf der n-ten Bahn bewegenden Teilchens in eine FouRikRreihe entwickelt. 
Die Strahlung dagegen entsteht beim Übergang aus einem: Quantenzustand in einen anderen 
oder, in der Sprache der alten Bousschen Theorie, beim Übergang von einer Bahn (r) in eine 
andere (m). Welche dieser beiden Bewegungen in die FourIERreihe zu zerlegen sind, darauf 
konnte keine Antwort gegeben werden. 

Die Anwendung des Korrespondenzprinzips auf Übergänge zwischen Niveaus mit großen 
Quantenzahlen (n > 1) war dagegen durchaus möglich, da diese mit kleinen Änderungen der 
Quantenzahl (| — m|=|k|<n) verknüpft sind. Bei großen Quantenzahlen n liegen die 
Quantenbahnen sehr nahe beieinander und bilden praktisch eine fast kontinuierliche Aufeinander- 
folge klassischer (nicht gequantelter) Bahnen. Da die Änderung der Zahl r klein ist, konnte für 
Übergänge zwischen solchen Bahnen das Korrespondenzprinzip eindeutig angewandt werden, 

‘indem man annahm, daß die Strahlungsintensität durch die klassischen FOuRIERkomponenten 
D; bestimmt wird und es dabei infolge des geringen Unterschieds zwischen der n-ten und m-ten 
Bahn gleichgültig war, welche dieser beiden Bewegungen harmonisch (zur Ermittlung der Ampli- 
tuden der einzelnen Grund- und Oberschwingungen, d.h. der Größen D;) zerlegt wurde. 

Eine wesentliche Schwierigkeit bereitete der BoHrschen Theorie die Unmöglichkeit, die 
Strahlungsintensität für kleine Quantenzahlen wegen deren verhältnismäßig großen Änderungen 
zu berechnen. In diesem für die Quantentheorie typischen Bereich versagte das Korrespondenz- 
prinzip, und die Versuche, es auch auf kleine Werte für 2 auszudehnen, führten zu zweideutigen 
Ergebnissen, die bestenfalls qualitative, nicht aber quantitative Aussagen über den Charakter der 
Strahlung gestatteten. | 


Wir schlossen aus der Theorie Eınsteins, daß das quantenmechanische System 
Strahlung absorbiert und emittiert als eine Gesamtheit klassischer harmonischer 
Oszillatoren mit den Fourierkomponenten des elektrischen Moments D„„e®mnrt. 
Folglich muß zur Berechnung der Absorption oder Emission von Licht durch das 
quantenmechanische System die Absorption oder Emission von klassischen Oszil- 
latoren mit den Momenten D,,„ ei®mr! berechnet werden. Haben wir die pro Sekunde 
absorbierte oder emittierte Energie berechnet und sie durch die Größe des absor- 
bierten oder emittierten Lichtquants ho = Z„ — E„ dividiert, so erhalten wir die 
Wahrscheinlichkeit für den entsprechenden Übergang pro Sekunde. 

Diese Behauptung kann als die moderne Fassung des Korrespondenzprinzips, das 
zwischen der klassischen Theorie und der Quantentheorie der Strahlung vermittelt, 
angesehen werdent). 


1) Eine eingehendere und allgemeine Formulierung dieses Prinzips findet der Leser in: [44]. 
Man kann außerdem zeigen (s. ebenda, $12), daß bei großen Quantenzahlen m und n und 
bei |k| = |m—n| &m,n die Matrixelemente 2) (t) = Ds (£) angenähert gleich sind den 
klassischen FOURIEBschen Komponenten — ez; (£)= — ex; (0) eikwst, so daß die alte Form des 
Korrespondenzprinzips in der neuen enthalten ist. Die philosophische Analyse des Korrespon- 
denzprinzips findet der Leser in: [34]. 
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$ 88. Die Auswahlregeln für die Dipolstrahlung 


Es kann vorkommen, daß einige der elektrischen Momente D,„„ gleich Null sind. 
Dann findet der Übergang m —- n unter der Einwirkung des Lichtes. nicht statt, 
und die entsprechende Frequenz @,n wird ungeachtet dessen, daß die Niveaus E„ 
und Z,„ vorhanden sind, weder absorbiert noch emittiert. In einem solchen Fall 
spricht man von der Auswahlregel, d.h. von einer Regel, die gewissermaßen aus der 
Zahl sämtlicher denkbarer Übergänge E„Z2 E, nur einige auswählt, die realisiert 
sind. Dabei ist zu berücksichtigen, daß der Übergang nur unter der Wirkung 
solcher Störungen V unmöglich wird, deren Matrixelemente proportional D,„.„ sind. 
So kann z.B. irgendein Übergang mn, der unter Lichteinwirkung unmöglich 
ist, durchaus als Ergebnis eines Zusammenstoßes mit einem Elektron verwirklicht 
werden. 

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Matrizen D„„für die wichtigsten Fälle 
untersuchen und die Auswahlregel für die Absorption und Emission des Lichts ab- 
leiten. 


A. Die Auswahlregeln für einen Oszillator 


Wir nehmen an, wir hätten einen Oszillator mit der Masse u, der Eigenfrequenz o, 
und der Ladung e. Die Energieniveaus E,„ eines solchen Oszillators bestimmen sich 
nach der Formel 


B,=ho(n+z). n=0,1,2,3,... (88, 1) 


Die Matrixelemente des elektrischen Moments sind gleich 


Dan € kmn 'mnt 


ER ER ei (m— n)t ; 


(88, 2) 


WO &yn die Matrixelemente der Koordinate sind. Wir haben im $ 47 eine solche 
Koordinatenmatrix berechnet und gefunden, daß ihre Elemente nur fürm=n-+1 
von Null verschieden sind. Wir erhalten somit die Auswahlregel: 


Dan+0, nurwenn m=n-]. (88, 3) 


Die entsprechenden Frequenzen werden dann gleich &,, = @ (m — rn) = & 8; 
d.h. gleich der Eigenfrequenz des Oszillators sein. 


Verwenden wir (47,9) und setzen wir D,= ex, = eV ‚so finden wir als 
Ag 


Matrix D (t) in der HrIsEnBERGschen Darstellung: 


ı 
(0 D_ei®t I/ — 0 0 
oe V; 


| 1 2 
D (t) ze Dem} 0 De 3 0... (88, 4) 
re 


... nm. Th Te Te Tr Tr Tr Tr Tr Tr Te Tr Te Tr 5 Te 
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Ein Oszillator kann somit (genauso wie in der klassischen Mechanik) nur seine Eigen- 
jrequenz w, absorbieren oder emittieren. 

Diese Auswahlregel gilt aber nicht immer. Wir müssen bedenken, daß unsere 
Berechnungen der Wechselwirkung mit Licht zur Voraussetzung haben, daß 
die Wellenlänge A des Lichts bedeutend größer ist als die räumliche Ausdehnung a 
des Systems. Nur unter dieser Bedingung wird die Wechselwirkung mit Licht durch 
die Matrix des elektrischen Moments ausgedrückt. Die räumliche Ausdehnung des 
Oszillators ist bestimmt durch seine Amplitude. Der Größenordnung nach ist sie 


gleich V-- Vr+ S: Daher ist die Auswahlregel (88, 3) nur unter der Be- 
0 


dingung z : 
ee n+-;, (88, 5) 
U®, 2 


d.h. bei nicht allzu großen Schwingungsamplituden anwendbar. 

Dazu ist zu bemerken, daß die wirklichen Oszillatoren bei großen Amplituden 
(großen n) anharmonisch werden, was an sich schon eine Abweichung von der Aus- 
wahlregel zur Folge haben kann. 


B. Die Auswahlregeln für das Leuchtelektron eines Atoms 


Wir untersuchen die Matrix für das elektrische Moment eines Elektröns, das sich 
in einem Zentralkraftfeld bewegt. In diesem Fall besitzen die Wellenfunktionen der 
stationären Zustände die Form: 


Ynim (0,9) = Ruılr) Pi (cosd) €". (88, 6) 


Wir müssen mit Hilfe dieser Funktionen die Matrix des elektrischen Moments 
berechnen. Da die Matrizen der Komponenten des elektrischen Moments sich von 
den Matrizen der Elektronenkoordinaten nur durch den Faktor — e unterscheiden, so 
brauchen wir nur die letzteren zu berechnen. Weiter ist es praktisch, nicht die Ma- 
trizen von X, y, 2, sondern die der Kombinationen 


g=r-+iy=rsindet, =xr—iy=rsinde"P, 2=2 (88,7) 
zu berechnen. 
Unter Benutzung der Funktionen (88, 6) erhalten wir: 


oo nt 2an 
Enim, n’lV’m' — [ Rnı Raır? dr( Pi 2 124 sin?” ad [eiim— mo = ip do, 
h) N) 0 
oo 14 , 2r 
Nnlm, nl’ m’ — ( RByı Ray r® dr [Pi Y sin?® dd [ etm me —io do, (88, 8) 
ö ö 0 
oo E14 2n 
Zuim, uvm = | Bnı RBwvr®dr [Pi PY sind cos# dd [er rap. 
Ö o 0 
Die Integrale über 9 lassen sich ersichtlich zusammenfassen zu: 
27 2n 
fer mr Fi0 dp = 2nÖm £1,m; farm dpo—=2nÖm,m- (88,9) 
ö h) 
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Führen wir die Bezeichnungen ein: 


J Ras Ray rd dr = Inı,wr ; (88, 10) 
J "pn pr sin®9 dd — Hr A (88, 11) 
f Pf PY sind cosd dd (", (88, 12) 
0 
so können wir die Matrixelemente (83, 8) auf folgende Form bringen: 

Enim, n’l’m’ 7 2m, nu" Sn a Öm, m’-1> (88, 13) 

Nnim,n im = 270lnı, nv" Sr : Om, m’+1> (88, 14) 

Znim, nm = 2lpı,mr Cr * Öm,me: (88, 15) 


Diese Formeln geben uns sofort die Auswahlregel für die Änderung der magnetischen 
Quantenzahl m. Die Matrixelemente £ sind nur bei m’ = m + 1,.die Elemente n 
bei m’ = m — 1 und die Elemente z bei m’ = m.von Null verschieden. Somit sind 
nur Übergänge möglich, bei denen sich die magnetische Quantenzahl nach der 


Bee mM—m=-+1 oder 0 


ändert. Untersuchen wir die Integrale sum’ und 07%”, so können wir auch noch die 
Auswahlregel für die Bahnquantenzahl ! aufstellen. Dazu müssen wir die Bedin- 
gungen angeben, unter denen diese Integrale nicht Null werden. Untersuchen wir 


vorerst das Integral 077”. Uns interessiert nur der Fall, bei dem m’ = m: 
Or = [prpr cos®sin®d®#. (88, 16) 
ö 
Führen wir die Variable x = cos®# ein, so erhalten wir 
= [pr (x) PP (x) ade. (88, 16°) 
Auf Grund der Eigenschaften den ers haben wir 
z PP (x) = am Pf, (2) + dm PL (2), (88, 17) 


wo Am und dm gewisse Koeffizienten sind). 


Berücksichtigen wir, daß die Funktionen P/" zueinander orthogonal sind, und 
setzen wir (88, 17) in (88, 16’) ein, so finden wir, daß 077" die Form 


Gr = Am Ör,ızı + dim Ör,ı—ı (88, 18) 
besitzt und folglich C}7" nur für !’ = !-+ 1 von Null verschieden ist. 
2) Siehe Anhang V, Formel (30). 
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Auf ähnliche Art erhalten wir für die Integrale Se“ (88, 1l)(mitmM’=m-+]) 


Set | pr+i (x) YI — x? PP (x) de. (88, 16”) 


—1 
Verwenden wir die Formel für Kugelfunktionen!) 


(1 — 22)? PP (&) = um PH (®) + Bm PP (@). (88, 17°) 
so erhalten wir 
m Ir + Bm Are (88, 19) 


Wenden wir die vorige Formel für (1 — x2)3 P”7! (x) an, so finden wir auf ähnliche 
Weise: | 
Si = en ö,r—ı + Pum-ı O,r+1- (88, 19) 


Diese Formeln zeigen, daß S%" +0 nur für’ =I!-+1. 
Wir erhalten somit die Auswahlregel für die Bahnquantenzahl !: 


RE (88, 20) 


Eine Auswahlregel für die Radialquanteuzahl n, = n — 1 — l besteht nicht. Die 
letzte von uns gefundene Auswahlregel zeigt, daß die optischen Übergänge (für 
A>.a,d.h. für eine Dipolstrahlung) nur zwischen Zuständen möglich sind, die in 
bezug auf die Änderung des Drehimpulses m? = h21 (l + ]) einander benachbart 
liegen. 

Wir haben schon erklärt, daß in der Spektroskopie der Zustand mit = O.als 

s-Term, der Zustand mit ! = 1 als p-Term der Zustand mir ! = 2 als d-Term usw. 
bezeichnet werden. Den Fachleuten der Spektroskopie war schon längst bekannt, 
daß optische Übergänge nur zwischen s- und ?-, p- und d-, d- und f-Termen statt- 
finden. Wie wir sehen, gibt die Quantenmechanik eine Erklärung für diese Tat- 
sache: nur für solche Übergänge sind die elektrischen Momente D,„„ (Dipole) von 
Null verschieden. 

Wir wollen eingehender die Auswahlregel für die magnetische Quantenzahl m in ihrer Anwen- 
dung auf den einfachen ZezMANneflekt untersuchen. Wir stellten im $61 fest, daß die Energie- 
niveaus des Atoms in einem Magnetfeld aufgespalten werden, wo bei Richtung des Feldes 9 
parallel zur z-Achse die möglichen Strahlungsfrequenzen nach der Formel (61,15) ermittelt 
werden: 


Onlm,n’ Um = @+ wL (m’— m), (88, 21} 


wo w, die Frequenz bei fehlendem Feld 9 ist. Die den Zuständen Z,ım entsprechenden Funktionen 
sind gleich y,ım (88, 6) (in erster Näherung wird das Atom im Magnetfeld nicht deformiert). Daher 
bleiben auch die Matrixelemente Da im,n I’ m’ die gleichen wie bei fehlendem äußerem Feld 9. Wir 
können also bei vorhandenem Magnetfeld die Auswahlregeln anwenden, die wir in der Annahme 
eines fehlenden äußeren Feldes abgeleitet haben. Auf Grund dieser Regeln folgt, daß nicht sämt- 
liche von der Formel (88, 21) vorgeschriebenen Frequenzen emittiert und absorbiert werden kön- 
nen, sondern nur drei: 


o=&+tw; wenn mM”’—m=+t]1, vo=w, wenn mM’=m. (88, 22): 


Das ist genau jene Aufspaltung (das normale ZEEMAN — Triplett), die wir bereits im $61 
behandelten. Wir kommen jetzt zur Polarisation der zugehörigen Spektrallinien. 


1) Siehe Nachtrag V, Formel (31). 
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Für die nichtverschobene Linie (m’ = m) ist nur das elektrische Moment längs der z-Achse von 
Null verschieden. Folglich rührt die Emission der nicht verschobenen Linie von einem Dipol in 
Richtung des Magnetfeldes 9 her. Der elektrische Vektor der Ausstrahlung des Dipols liegt in der 
Ebene des Dipols. Die ausgestrahlte Linie wird daher so polarisiert sein, daß die Polarisationsebene 
durch die Richtung des Magnetfeldes geht. Für m’ = m + 1sind die Matrixelemente vonzund 
gleich Null [s. (88, 13), (88, 14) und (88, 15)]. Nach (88, 7) erhalten wir 


„“ 
—Ii— 


UYnim,n’’,m+1 > Inlm,n!’,m+ı'e 2: (88, 23) 

Ähnlich erhalten wir für m’ = m — 1: 
+iz ’ 
Ynim,n’’,m—1 > Tnlm,n’UY’,m—ı'e€ : (88, 23°) 


Diese Formeln zeigen, daß die Phase des Dipols längs der y-Achse um + z gegenüber derje- 


nigen längs der x-Achse verschoben ist. Daher entspricht der Übergang m— m-+1 der 
Anregung von Schwingungen, die rechtszirkular, und der Übergang m — m — 1 solchen, die 
linkszirkular polarisiert sind. Dementsprechend ist die Strahlung mit der Frequenz = ©, + w; 
rechts- und die mit = wo, — wo; linkspolarisiert. 

Sowohl die Frequenzen als auch die Polarisationen des einfachen ZEEMANeffekts sind somit nach 
der Quantentheorie die gleichen wie in der klassischen LORENTZschen Theorie. Der Vorzug der 
Quantentheorie liegt hier darin, daß sie außer diesen Schlußfolgerungen noch die relative (und 
‚wenn die Anregungsbedingungen gegeben sind, auch die absolute) Größe der Intensitäten für alle 
Komponenten » = @,, ©, + w; des ZEEMAN-Tripletts zu ermitteln ermöglicht. | 


$ 89. Die Intensitäten im Emissionsspektrum 


Befindet sich das Atom im angeregten Zustand (m), so ist ein spontaner Übergang 
in das niedrigere Niveau (2) unter Emission eines Lichtquants h o„,„ möglich. Im 


$ 86 erhielten wir den Ausdruck z für die vom angeregten Atom in der Zeiteinheit 


ausgestrahlten Energie (86, 16). Um die gesamte beobachtbare Strahlungsintensität 
zu erhalten, müssen wir diese Größe mit der Zahl N„ der im angeregten Zustand (m) 
befindlichen Atome multiplizieren. Diese Zahl hängt von den Anregungsbedingungen 
ab. Handelt es sich z.B. um thermische Anregung, und befinden sich die angeregten 
‚Atome im Wärmegleichgewicht bei der Temperatur 7, dann gilt 


Em 
Nn=C(T)e HT, (89, 1) 


wo (Ü eine gewisse, von dei Art der strahlenden Atome abhängige Temperatur- 
funktion ist. Erfolgt die Anregung durch Elektronenstöße und besteht thermisches 
Gleichgewicht, so. findet man die Zahl N„ aus den Bedingungen für dieses Gleich- 
gewicht: Die Zahl der Übergänge pro Sekunde in den durch Elektronenstöße an- 
geregten Zustand muß gleich sein der Zahl der Übergänge pro Sekunde in die nie- 
drigeren Zustände, die infolge spontaner Strahlung oder der Zusammenstöße mit 
Elektronen stattfinden. 

Im allgemeinen kann man, ohne die Form von N„ zu präzisieren, für die Inten- 
sität /„„ der Strahlung mit Ro Frequenz w„„ beim Übergang vom Zustand (m) zum 
Zustand (rn) setzen: 
sohn 


3c°? 


Inn ”z Nm 3 | Dina 1% (89, 2) 
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8 %. Die Dispersion 


Die Aufgabe der Dispersionstheorie besteht darin, die Lichtstreuung zu berech- 
nen. Das Licht wird bei der Wechselwirkung mit einem Medium nicht nur absor- 
biert, sondern auch gestreut, indem es seine Fortpflanzungsrichtung und im all- 
gemeinen auch seine Frequenz ändert. 

Eine der einfachsten Aufgaben der Dispersionstheorie ist die Berechnung des 
Brechungsindex für ein Gas. Nach der klassischen Feldtheorie ist, auf Grund der 
Maxwetrschen Beziehung, der Brechungskoeffizient-n eines Mediums gleich Ye, wo 
e die Dielektrizitätskonstante ist. Die Dielektrizitätskonstante ist ihrerseits wie- 
derum mit der Polarisierbarkeit « des Mediums durch die Beziehung e= 1 + 4a 
verknüpft, sodaß | 

| n— 1l1=4na. (90, 1) 


Ist N die Zahl der Atome in 1 cm? und ß der Koeffizient der Polarisierbarkeit 
eines jeden einzelnen Atoms, dann ist « = N und folglich 


n®— 1=4nN. (90, 2) 
Der Koeffizient der atomaren Polarisierbarkeit ß ermittelt sich aus der Formel 
p=ßE, (90, 3) 


wo p das elektrische Moment des Atoms und € das elektrische Wechselfeld der 
Lichtwelle sind. Die Aufgabe läuft auf die Berechnung von ß hinaus. 

In der klassischen Theorie wurde das Leuchtelektron als ein Teilchen betrachtet, 
das sich unter dem Einfluß einer quasi-elastischen Kraft bewegt. Dieser Annahme 
entsprechend erhielt man für die Polarisierbarkeit ß den Ausdruck 


ee 1 
p= aa (90, 4) 
wo e.die Elektronenladung, u die Elektronenmasse, &, die Eigenfrequenz des Leucht- 
elektrons und w die Frequenz des äußeren Feldes ist!). Besitzt das Atom Elektronen 


mit verschiedenen Eigenfrequenzen w,, @, ®g, ..., ©, ... und ist die Zahl der 
Elektronen mit der Frequenz wor gleich fr, so ist an Stelle von (90, 4) die allgemeinere 
Formel 
e? fr 
ee PREROEN.1RRER 90, 5 
A >23 0; — 8 nn 


zu setzen. Die Zahl /, kann ebenfalls als die Anzahl von Oszillatoren im Atom be- 
trachtet werden, die die Eigenfrequenz w; besitzen. Die Formel beschreibt die 
Streuung richtig hinsichtlich der Abhängigkeit des 8 von der Frequenz des ein- 
fallenden Lichts (und somit auch des Brechungskoeffizienten). Erstaunlicherweise 
ergab aber das Experiment, daß die Zahlen f; kleiner als Eins waren. 

Wir behandeln nun mit Hilfe der Quantentheorie die Brechung, die für eine 
kohärente Streuung zur gleichen Formel (90, 5) wie die klassische Theorie führt. 
Dabei erscheinen aber die Größen f; nicht mehr als die Anzahl der Elektronen der 
Sorte k, sondern besitzen einen ganz anderen Sinn. Wir werden daher f; anders 


1) Siehe: [2]. $ 25. 
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nennen, und zwar, der allgemein üblichen Terminologie entsprechend, als Oszilla- 
torenstärke. 

Die Quantentheorie ermöglicht die Berechnung der Oszillatorenstärke fz; in Über- 
einstimmung mit den Versuchsergebnissen. 

Das quantenmechanische Problem der Lichtbrechung kann völlig parallel der 
Quantentheorie der Emission und Absorption des Lichtes behandelt werden. Ähnlich 
wie in diesen beiden Fällen die Wahrscheinlichkeit für die Absorption oder Emission 
eines Lichtquants gesucht wird, kann auch im Falle der Brechung die Wahr- 
scheinlichkeit dafür gesucht werden, daß das primäre Lichtquant (das einfallende 
Bündel) infolge der Wechselwirkung mit dem Atom seine Impulsrichtung und, im 
allgemeinen Fall, auch seine Energie ändert. 

Wir werden jedoch, gestützt auf das Korrespondenzprinzip, einen einfacheren 
und der klassischen Theorie näherliegenden Weg wählen. Und zwar wollen wir 
das elektrische Moment des Atoms suchen, welches sich unter dem Einfluß des 
Wechselfeldes des Lichts befindet. Das Licht nehmen wir als monochromatisch mit 
der Frequenz w an. Wir beschränken uns wieder auf den Fall, in dem die Wellen- 
länge A wesentlich größer als die räumliche Ausdehnung des atomaren Systems ist 
und können dann das elektrische Feld € (t) der Lichtwelle innerhalb des Systems 
(des Atoms oder Meleküls) in folgender Form schreiben: 


€ = €, cos wt. (90, 6) 


Das Atom möge sich vor Einschaltung des Lichtes in einem seiner Energie- 
niveaus Z,„ befunden haben; die diesem Zustand entsprechende Eigenfunktion sei 
(1,0). 

Bei vorhandenem Feld wird sich der Atomzustand ändern (es werden in ihm 
induzierte Schwingungen auftreten). Dieser Zustand möge durch die Funktion 
%», (2, t) beschrieben sein. Diese Funktion muß der ScHhRöDIngergleichung 


ne ee (90, 7) 


genügen, wo H° der Operator der Gesamtenergie des Systems (bei fehlendem 
Feld) und V die durch die Lichtwelle hervorgerufene Störung ist. Nach (90, 6) ist 
Y gleich 

V=e-€,t’coswt. (90, 8) 


Zur Lösung der Gleichung (90, 7) bringen wir %, auf folgende Form: 


Ynlt,i) = ya(ı) erioni + u, (1) etn—alt 4 y,(r) em tat, (90,9) 


wo 0, = z und %, und v, die gesuchten Korrekturen für y? sind. Die Funktion y° 
ist die Eigenfunktion des stationären Zustands im ungestörten System: 


BHO yP — E,yP. (90, 10) 


Setzen wir (90, 9) in die Gleichung (90, 7) ein, und vernachlässigen wir in der ersten 
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Näherung die Produkte Vu, und Vv, (da diese Glieder proportional €? sind und zur 
zweiten Näherung zu rechnen sind), so erhalten wir 


h (On — ©) Un eiot u. h (0 — @) Un e-iet 


j eiet | o-iet 90, 11 
— H’ u, et + MH’ o„erietteE,r en ve. 
Durch Koeffizientenvergleich der Fourtzrkomponenten bekommen wir die Glei- 
chungen für u, und »,: 
&° E,r 


h (mn — ®) un = H’u,+ yo, (90, 12) 


(+ © = Ho, + —y. (90, 12’) 


n 


e-&,r 
2 


Zur Lösung dieser Gleichungen entwickeln wir und v nach dem Orthogonal- 
system y: 


un=Z Anı pi, (90, 13) 
m z Bzı 91. (90, 13°) 
Setzen wir die Ausdrücke für w, und v„ in (90,12) und (90, 12’) ein, und berücksich- 


tigen wir, daß die Funktionen x der Gleichung HP’ y9 — EU, genügen, so finden 
wir: 


e-&,r 
h 3 Anı (on — © — 0) = >. vn, (90, 14) 
e-€& r r 
h 3 Bnı (on — + 0) Yi= zT Yn- (90, 14°) 


Multiplizieren wir nun diese Gleichungen mit »°* und integrieren wir über den 
ganzen Raum, so erhalten wir wegen der Orthogonalität der Funktionen 9, yP*: 


Km — — 0) An = 3 [wer Er wmdr, (90, 15) 
ron — + 0) Bar=z [var Er yadr. (90, 15°) 
Daraus finden wir A,, und B,:: 
ED 
DD EEE Ver A. SFEER 90, 16 
nk Dr (0 — ©) ( ) 
ED 
Ba=- —  —, 90, 16’ 
HT ante) we 
wo 
En — Er 


m > 


h 
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die Eigenfrequenzen des Atoms sind, und D,, das Matrixelement des Vektors des 
elektrischen Momentes. 

Aus (90, 16) und (90, 16’) geht hervor, daß die von uns angewandte Methode zur Lösung der 
Gleichungen (90, 14) und (90, 14’) nur dann brauchbar ist, wenn die Frequenz des einfallenden 
Lichtes mit keiner der Eigenfrequenzen w,„z des Atoms zusammenfällt, d.h. in gewisser Entfernung 
von der Resonanzstelle liegt. Die notwendige Entfernung von » = w„; ist durch die Bedingung 
gegeben: oh 
Eden] <2hjone + o|. 


Nur unter dieser Bedingung sind A,» und B„z < 1. Um auch den Resonanzbereich zu erhalten), 
muß die Dämpfung der Oszillatoren Dy„ &P#nt berücksichtigt werden. | 

Setzen wir die für A„r und B„xr gefundenen Werte in (90, 13) und (90, 13) und %, und %, in 
(90, 9) ein, so erhalten wir einen Näherungsausdruck für 9, (t, t): 


. —i lan —o)t j 
y, (5) = Ye) erient — nn >’ On Den 
k 


Onk— W v0 (r ee 
e-ilom +o)t _& Den Den 
2h 2: nk + w DAUE 


Nun berechnen wir in erster Näherung das elektrische Moment p,,„ (t), das durch 
das Feld € (t) und dem Zustand „® induziert wird. Dieser Zustand geht beim Ein- 
schalten des Feldes in %, (r, t) über. Das mittlere elektrische Moment ist in diesem 
Zustand gleich 


Pan = ef un (t; )ryn(t,i)dr = —e/|yn(r,t)|?rar. (90, 18) 


(90, 17) 


Nach (90, 17) ist |, (x, £) |? bis zu Gliedern erster Ordnung in €, gleich 
€, Din e-iat CE, Den 


—O TER 0 0 _ 
Own 2h ei On + w 


B | x 
en = & Din yory0 — eiot Den 0x yo 


ra Feten 


vn (2, 2)? = |ypl? — vor 0 — 


Setzen wir das in (90, 18) ein und berücksichtigen wir, daß 


—e | yo*r vVdr=D,,: 
so erhalten wir 


Pant) = Dan — — Zee a2 AD Dan) ne 


On — 0 On + © 


Su; ; (90, 19) 
e int E,Dkn Dyak & Den u Den 
2h On + @ Onk — W 


Wir sehen, daß das elektrische Moment p,. (t) sich aus zwei Teilen zusammensetzt: 
aus dem nicht von der Zeit abhängigen Moment D,„ und einem induzierten, linear vom 
Feld abhängigen Zusatzmoment. D,.„ ist nichts anderes als das mittlere elektrische 
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Moment des Atoms (oder Moleküls) im Zustand n. Da es von der Zeit nicht abhängt, 
nimmt es an der Lichtbeugung nicht teil. Das induzierte Moment ändert sich perio- 
disch mit der Zeit, und zwar mit einer der Frequenz w des einfallenden Lichts 
gleichen Frequenz. Außerdem befindet sich die Schwingungsphase des letzteren 
Moments in einem bestimmten Zusammenhang mit der Phase des elektrischen Vek- 
tors für das einfallende Licht. Dieses Zusatzmoment regelt auch die kohärente 
Streuung, die Lichtbrechung. Wir bezeichnen es mit p,„: 
Pan = Pan” Dan- 


Nach (90, 19) läßt sich dieses induzierte Moment (in Komponenten) auf folgende 
Form bringen: 


(Pan)z — Re (Br Cor erat + Bry er eimt + Prz Eoz gras, 
(Pnn)y = Re {Byz Eoz et + Byy Eoy Ei + Byz Cor e®H, (90, 20) 
(Ban) = Re (Bea Eon TE + Bay Eon U + Bez Eoz et} 


wo mit Re gemeint ist, daß der Realteil zu nehmen ist. 
Die Gesamtheit der Größen ß,, bilden den Tensor der atomaren Polarisierbarkeit 


| Pa. Pay Bxz 


P= | ya Pur Paz |; (30, 21) 
Bzx Pzy Des 
dessen Komponenten sind: 
l (Dan)y (Dur)z (Den)y Dan) 
ay = abe. 90, 22 
Pe h >| a ge 


wobei (Daar)z, (Dr n)y die Projektion der Vektoren Dy,rund Dr, auf die x- und y-Achse 
sind. Die übrigen Komponenten des Tensors ß erhält man aus (90, 22) durch zy- 


klische Vertauschungin x, y,2. Da Tyn = D,,;, so ist der Tensor (90, 22) hermitisch: 


Bey Pre: (90, 23) 


und folglich sind die Diagonalglieder ß..2, ßyy; ßzz reell. 

Im allgemeinen Fall, bei komplexen ß,,, zz, By:, fällt die Phase des induzierten 
Moments p,„„ und seine Richtung nicht mit Phase und Richtung des elektrischen 
Vektors € (t) der Lichtwelle zusammen. Sind alle Komponenten des Tensors ß reell, 
dann stimmt zwar die Richtung von p,„ nicht mit der Feldrichtung überein, aber 
ihre Phasen sind gleich. 

Zum Vergleich mit der klassischen Theorie untersuchen wir den ganz speziellen, 
aber sehr wichtigen Fall, wo der Tensor ß sich auf einen Skalar reduziert, d.h. 
wo Bay = Paz = Bye = 0, frz — Byy = Bez — . Unter diesen Bedingungen fallen so- 
wohl Phasen wie Richtung des induzierten Moments mit Phase und Richtung des 
elektrischen Vektors der Lichtwelle zusammen. 
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In diesem Spezialfall läßt sich der grundsätzliche Unterschied zur klassischen 
Beugungstheorie am einfachsten erklären. Unter den gegebenen Voraussetzungen 
erhalten wir, unter Berücksichtigung, daß w.„ = — @yx, aus (90, 22): 


kn (Bar)e|? 


90, 24 
a ( ) 


2 
ee 
k 
wo 
(Dane = —elwn ap dr, 


und vorausgesetzt ist (Isotropie des Systems): 
(Du %)2 |? -—- (Dax)y |? a (Dax)z|?. 


Die erhaltene Formel (90, 24) für die Polarisierbarkeit ß können wir in eine der klas- 
sischen Formel (90, 5) völlig analoge Form bringen, und zwar 


BC SE (90,5) 


12 2, 
ie er Bee au (90, 25) 
e f 
Auchinder Quantentheorie ist es üblich, die Größe Ina alsOszillatorenstärke zu be- 
zeichnen. Sie ist direkt mit der Wahrscheinlichkeit des spontanen Übergangs Ak 
verbunden, und zwar haben wir nach (86, 9): | | 


3 

Ink 3uc k 

Tg 
2e°w,, 


Somit bestimmt die Oszillatorenstärke f„, die Intensität der spontanen Emission. 

Die Größen f„, lassen sich berechnen, wenn die Wellenfunktionen des Systems 
bekannt sind!). 

Wir sehen, daß die Größen f„z in der Quantentheorie eine andere Bedeutung als 
in der klassischen Theorie haben, wo die entsprechende Größe fr den Sinn der Anzahl 
von Elektronen der Sorte k besaß und somit eine ganze Zahl war. Die Oszillatoren- 
stärken f„, sind in Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen keine 
ganzen Zahlen. Außerdem läßt sich beweisen, daß ihre Summe gleich 1 ist!). Wie 
aus (90, 5’) folgt, ist nach der Quantentheorie die Summe der Dispersionsglieder der 
Form rare bereits für ein Elektron, das sich im Zustand y? befindet, gegeben. 

nk 
Diese Tatsache hängt unmittelbar damit zusammen, daß sich das quantenmecha- 
nische System bei der Wechselwirkung mit Licht wie eine Gesamtheit von Oszil- 
latoren mit den Momenten D„„e®rrt verhält, selbst wenn es sich nur um ein 
einziges Teilchen handelt. 

Kann sich das Atom nicht nur im Zustand »°, sondern teilweise auch in anderen 
befinden (gemischte Gesamtheit), so muß man, um die gesamte Polarisierbarkeit ß 


u 1) Siehe: [4]. 
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zu erhalten, die von den im Zustand w? befindlichen Atomen bedingte Polarisierbar- 
keit mit der Wahrscheinlichkeit, daß sich das Atom im Zustand %, befindet, multi- 
plizieren und die erhaltenen Ausdrücke addieren. Wenn wir mit w, die Wahr- 
scheinlichkeit bezeichnen, daß das Atom sich im Zustand %) befindet, wobei 
Dun = 1, so erhalten wir für die Polarisierbarkeit « pro Volumeinheit 


ae N — NB, (90, 26) 


wo N die Zahl der Atome pro Volumeinheit ist. Der Brechungskoeffizient als Funk- 
tion der Frequenz des einfallenden Lichtes ist nach (90, } und (90, 26) gleich: 


Ane2N 
ol = DIDI Ir ee) Far (90, 27) 


Unter den Gliedern in der Summe von (90,27) überwiegen oft eines oder mehrere. 
Das tritt in jenen Fällen ein, wo die Frequenz w nicht sehr weit von der Resonanz- 
frequenz w,„z entfernt ist. 

Die Oszillatorenstärken f„z können auch negative Werte annehmen. Befindet sich 
ein Atom im angeregten Zustand (n), so wird es unter den Zuständen % auch solche 
geben, für die ı„<0, (d:h. E,< E„). In diesem Fall erhält die Kurve für den 
Brechungsindex eine ungewöhnliche Form, wir bekommen eine negative Brechung. 


AETAFER Sy 


Abb. 60. Die Kurven für den Brechungsindex für positive und negative Brechung. 


Auf Abb. 60 ist links der Verlauf des Brechungsindex im Bereich der anomalen Dis- 
persion für den klassischen Fall (/„» > 0) dargestellt. Diese Brechung wurde in einer 
Reihe von Arbeiten untersucht, unter denen besonders eingehend die Arbeiten 
ROSHDESTWENSKIS sind!). Auf der gleichen Zeichnung ist rechts die Kurve für die 
negative Brechung (f„„ < 0) abgebildet; ein Fall, der in der klassischen Theorie 


1) ROSHDESTWENSKI wandte eine besondere „Hakenmethode‘ an. Siehe D. S. ROSEDEST- 


WENSKI: Zur Untersuchung der anomalen Brechung in Natriumdämpfen. SurrcH0: Physikal. 
Teil, 42, 1910. 
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nicht vorkommt. Die Erscheinung der negativen Brechung wurde von LADENBURG 
festgestellt). 

Der Zahlenwert der Oszillatorenstärke ist experimentell sehr schwer zu er- 
mitteln?). 

Um die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu belegen, führen 
wir die Angaben von LADENBURG und CAxrsrt?) über das Verhältnis der Oszilla- 
torenstärke bei den Wasserstofflinien H, und H, der BALMER-Serie an. Diese 
Autoren erhielten 59:1 >: Is > 4,66 :1. Theoretisch bekommt man f„:fe 
= 8,37:1. 


$ 91. Die kombinierte Streuung (RAman-Eifekt) 


Im vorigen Paragraphen berechneten wir das elektrische Moment p/,,, das im Zu- 
stand n des Atoms vom Licht induziert wird. Jetzt wollen wir untersuchen, welches 
zusätzliche elektrische Moment p„„ von demLicht in einem quantenmechanischen 
System bei einem Übergang vom Zustand m in den Zustand » induziert wird. Diese 
Aufgabe ist mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Paragraphen leicht zu lösen. Die 
Formel (90, 17 gibt uns den Zustand 9%, (r, it) an, der unter der Einwirkung des 
Lichtes aus y° (r) e=i@rt entsteht. Eine entsprechende Formel können wir für den 
Zustand %,, (t, £) schreiben, der unter der Einwirkung des gleichen Lichtes aus dem 
Zustand y), (x) e-'®=t entsteht. Statt (90, 18) haben wir dann für das dem Über- 
gang von m nach rn entsprechende Moment p,,.„ (6) folgende Formel: 


Ban (t) = — e | ym (t, 8) vn (8, 8) dr. (91,1) 


Setzen wir hier die Funktion %, (r, t) aus (90, 17) und entsprechend um (r,) ein, so 
bekommen wir: 


De (t) nu Das ei ®mnt E= eg umn+olt a Ay er) Ei (91, 2) 
wo 
SH REN E,DRn ; Dia k E Dem B 3 (91 3) 
mn 2h = Onk— © Om tw ]’ ’ 
a BEN 5% (8 i a ED am ’ er) (91, 3") 
7 nk W Omk— @ 


Wir sehen somit, daß neben dem von uns bereits vorhin behandelten elektrischen 
Moment D,„,„, das periodisch mit der Frequenz &„„ vonder Zeit abhängt, noch zwei 
weitere, zusätzliche, vom Licht induzierte elektrische Momente (91, 3) und (91, 3‘) 
auftreten, deren Schwingungsfrequenzen kombinierte. Frequenzen @ = Omn © 
sind. Wie wir wissen, bestimmt das elektrische Moment D,„.„ die Emission und Ab- 
sorption bei den Übergängen Enz?En. Die von uns erhaltenen Zusatzmomente 


DC und DE bedingen die Streuung des einfallenden Lichts, aber mit veränderter 
1) R. LADENBUR&: Zs. f. Phys. 65, 167, 1930. 


2) R. LADENBURG und A. CARsr: Ze. f. Phys. 48, 192, 1928, 
3) R. LADENBURG und A. CARST: a.a. 0. 
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Frequenz. Diese veränderten Frequenzen stellen die Summe oder Differenz der Fre- 


quenz des einfallenden Lichts mit einer der Eigenfrequenzen on = Em — En des 
Systems dar. A 

Um die Intensität dieses gestreuten Lichts zu bestimmen, wenden wir das Korre- 
spondenzprinzip an, wonach das Atom bei Emission oder Absorption von Licht wie 
eine Gesamtheit von Oszillatoren zu behandeln ist. Nach (91,2) haben wir jetzt drei 
solcher Oszillatoren. Der erste vonihnen wurde bereitsim $86 untersucht, die beiden 
anderen 


DH eitomn tot und Diem): (91, 4) 


geben nach der Formel (86, 16) für die vom Oszillator pro Sekunde ausgestrahlte 
mittlere Energie folgende Intensitäten für die Emission der Frequenzen 


dE' 4Al(w w)* 3 
a oo, (91,5) 
dE' Ilm — @), 2, 
ga aa 2 


wo DO) und D%, durch die Ausdrücke (91,3) und (91, 3”) gegeben sind und von der 
Intensität des einfallenden Lichts abhängen. Unter Zuhilfenahme des Energiesatzes 
können wir auf Grund der Vorstellung von Lichtquanten die erhaltene Streuung 
als solche mit geänderter Frequenz deuten. Das Atom möge sich im Zustand n be- 
finden und die Energie E,„ besitzen. Nun ‚‚stößt‘ ein Lichtquant mit der Frequenz w 
(mit der Energie e = kw) mit dem Atom zusammen. Als Folge des Zusammenstoßes 
kann ein Teil der Energie des Quants zur Anregung des Atoms (zum Übergang in 
den Zustand Z„ > Z,„) verbraucht 
werden. Dann wird das gestreute 
Quant die Energie 


Ee’ = ho’ = hw— (En — En) 


| E,+hw 
und die Frequenz u’ = w — Wun; | Aus 
0 > Omn > 0 besitzen (Abb. 6la). 2 
Aw 


Befindet sich aber das Atom im 
Zustand „> E„, dann kann das 


Emt+Aw 


gestreute. Quant vom Atom, das in Em 

den niedrigeren Zustand Z,„ über- 

geht, Energie erhalten. In diesem 

Fall wird die Energie des gestreuten En 

Lichtquants (Abb. 61b) gleich sein a w-w-Ym (b) w -w+imn 
MR ; m = rote Kompan. violette Kompon. 
en n) Abb. 61. Schema der Übergänge bei der kombi- 

und die Frequenz gleich w' = w nierten Lichtstreuung. 


+ Omn: WO @mn > 0. Die Intensi- 

täten der Frequenzen w’ und w’’ ergeben sich aus den Formeln (91,5) und (91,5). 
Wir sehen, daß die Anwendung des Energiesatzes keine Streuung mit Frequenzen 
o” < 0 zwischen einem quantenmechanischen System und Strahlung zuläßt. Diese 
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Schiußfolgerung geht nicht unmittelbar aus der Formel (91,5) hervor und stellt, 
soweit wir innerhalb des Rahmens des Korrespondenzprinzips bleiben, eine spezielle 
Forderung dart). 

Um die absoluten Streuintensitäten mit den Frequenzen und w’’ zu finden, 
müssen wir (91, 5) mit der Zahl N „der Atome multiplizieren, die sich im Zustand m 
befinden, und (91,5’) mit der Zahl N„ der Atome im Zustand n. Die Frequenzen w’ 
sind größer als w. Darum werden sie oft die ‚„violetten‘‘ Komponenten der ge- 
streuten kombinierten Strahlung, und o’ < w die ‚roten‘ Komponenten genannt. 
Folglich erhalten wir endgültig für die Intensitäten der violetten Komponenten: 


4 .” 
I’ 2 N m em. | Dean 1# (91, 6) 


und für die Intensitäten der roten Komponenten: 


| Ban |}. (91, 6°) 


Das Verhältnis dieser Intensitäten ist gleich 


T _ Nmt®+ mn? (91 7) 
IT’ N,.(w— mn): | DE? ; 
Die kombinierte Streuung wurde an festen Körpern von LANDSBERG und MAN- 
DELSTAM und an Flüssigkeiten von RamAan experimentell festgestellt. In beiden 
Fällen stellten die Frequenzen w„„ Schwingungsfrequenzen dar. In Ramans Ver- 
suchen waren es Schwingungsfrequenzen yon Flüssigkeitsmolekülen. Bei den Ver- 
suchen von MANDELSTAM und LANDSBERG handelte es sich bei den Frequenzen on 
um die Frequenzen der Molekularschwingungen eines Kristalls. Von besonderer 
Wichtigkeit war für diese Versuche die Schlußfolgerung aus der Formel für das 
Verhältnis I’: I’, daß die Intensität der violetten Komponenten mit der Temperatur 
zunehmen muß. Denn die Zahl der erregten Schwingungszustände N „ eines Kri- 
stalls nimmt mit der Temperatur T nach dem Gesetz 


1 


hovmn 


SET 22 


I’ a N, 


Narr 


zu, und dementsprechend muß auch die Intensität der violetten Komponenten im 
Spektrum der kombinierten Streuung zunehmen. Diese Schlußfolgerung der Theo- 
rie wurde durch den Versuch bestätigt. 

Die Schwingungsfrequenzen eines Moleküls werden durch seine Struktur be- 
stimmt. Die Untersuchung von Molekularschwingungen ist daher ein Mittel für das 
Studium des Molekülaufbaus. Diese Frequenzen liegen im ultraroten Bereich, und 
viele Molekülschwingungen werden überhaupt nicht von Änderungen des elek- 
trischen Moments begleitet (optisch inaktive Schwingungen). Diese beiden Tat- 
sachen erschweren die unmittelbare Erforschung molekularer Schwingungsfre- 
quenzen. 

Die kombinierte Streuung beseitigt diese Schwierigkeiten in erheblichem Maß. 
Bei der Untersuchung der kombinierten Streuung können wir sichtbares Licht er- 


!) In der Quantentheorie der Strahlung ergibt sich dieser Schluß von selbst, siehe: [46]. 
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halten und aus seinen Frequenzänderungen die Frequenz der Molekülschwingungen 
unabhängig davon bestimmen, ob sie optisch aktiv sind oder nicht. Die Erforschung 
der kombinierten Streuung stellt gegenwärtig ein großes Gebiet der physikalischen 
Wissenschaft dar. 

Einzelheiten bezüglich dieser Erscheinung findet der Leser in der vorhin zitierten 
Arbeit von G. PLACZER. 


$ 92. Die Berücksichtigung der Phasenänderung des elektromagnetischen Feldes inner- 
halb des Atoms. Die Quadrupolstrahlung 


Alle unsere bisherigen Berechnungen setzten voraus, daß wir es mit Licht zu tun 
haben, dessen Wellenlänge A größer ist als die räumliche Ausdehnung a des Systems. 
Es ist nicht schwer, die Theorie der Wechselwirkung zwischen Atom und Strah- 
lung so zu modifizieren, daß man sich von der Voraussetzung A >a befreien kann. 
Dazu muß man von dem HAMmILToNoperator (27, 9) ausgehen, der das Verhalten des 
Elektrons in einem beliebigen elektromagnetischen Feld beschreibt (wobei wir die 
geringe Wechselwirkung zwischen dem Elektronenspin und der Lichtwelle vernach- 
lässigen können). 

Das Vektorpotential kann für die Lichtwelle stets so gewählt werden, daß 
div = 0 und das skalare Potential 9 = 0 ist. Damit berechnet sich das Feld der 
Lichtwelle nach der Formel 

104 


er H= rot. (92, 1) 


Vernachlässigt man außerdem (als von zweiter Ordnung klein) in (27, 9) die Größe 
42, so kann man den HamıLToxoperator {27, 9) auf folgende Form bringen: 


H-F+U4L -1p = Ho + 2b. (92, 2) 


Die Störung ist (in erster Näherung) gleich 


ven=-, ee (92, 3) 


ne 
Das Vektorpotential stellen wir als Fourisrintegral dar: 
1r,)= [U lo) e-ier-td do, (92, 3°) 


wo f der Wellenvektor ist!). Dann ist die zur Frequenz w„„ gehörende FOURIER - 
komponente des Matrixelements der Störung gleich: 


Ze = Yu (amn) [Unit vyndr. (92, 4) 


Wir wollen annehmen, daß in (92,3) die Richtung der einzelnen Partialwellen und ihre 
Polarisation gleich sind. 
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Nach (92, 1) ist 


A, (Omn)=+t 


(Om) € 
Dmn “= ’ 


wo €, (Om) € die FourtErkomponente des elektrischen Feldes ist. 
Daher gilt: | 
„ h2e? ii 
| Yan (On) |? = |E, (On) ? ——— | [vi eft.Q Yy dt 1? (92, 5) 
Sr womn 


Setzt man diesen Ausdruck in die Formel (85, 6) für die Übergangswahrscheinlich- 
keit ein, und geht man von |C,(@„..) |? zur Strahlungsdichte genauso über, wie das 
im 885 getan wurde, so erhält man die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde in 
folgender Form: 


Pmn = "75° a c Dan(d]? (Oma); (92, 6) 
worin 


Dmın (f) == 


Fri "VYPn dr. (92, u) 


Die Formel (92, 6) ist analog der Formel (85, 16’). Man kann aus ihr die Einstein - 


koeffizienten br, Da, An. für den Fall kurzer Wellen erhalten. 

Der Unterschied zwischen (85, 16’) und (92, 6) besteht darin, daß in der ersten 
Formel D,„„ die Bedeutung eines vom Charakter der Strahlung unabhängigen und 
durch die Eigenschaften des Atomsystems bestimmten elektrischen Moments be- 
sitzt, während der Vektor D„„(f) vom Wellenvektor £ der Strahlung abhängt. Wir 
erhalten daher andere EınstEinkoeffizienten als für die Dipolstrahlung (wobei aber 
ihre allgemeinen, im $5 festgestellten Eigenschaften unverändert bleiben). Zugleich 
damit wird sich auch die Winkelverteilung der Strahlung, ihre Polarisation und Fre- 
quenzabhängigkeit ändern. | 

Die von uns im $ 87 gezogene Schlußfolgerung, daß ein quantenmechanisches Sy- 
stem mit einer Strahlung wie ein Oszillatorensystem in Wechselwirkung steht, bleibt 
für die Emission einer beliebigen Wellenlänge gültig. Der Fall langer Wellen (A> «) 
unterscheidet sich vom Fall kurzer Wellen (A< a) nur darin, daß im ersten Fall das 
System als eine Gesamtheit von Dipolen mit den Momenten Dnne'®mnt betrachtet 
werden kann, während im Falle kurzer Wellen die Änderung der Wellenphase inner- 
halb des Systems nicht mehr vernachlässigt werden darf und das quantenmechani- 
sche System in bezug auf die Wechselwirkung mit der Strahlung einem System von 
Oszillatoren mit den Frequenzen wun gleichgesetzt wird, deren räumliche Ausdeh- 
nungen kleiner alsdie Wellenlänge sind. In diesem Falle ist es angebrachter, voneiner 
Gesamtheit von Strömen und Ladungen zu sprechen, dieim Raum verteilt sind und 
periodisch von der Zeit abhängen mit den Frequenzen w,„. Für lange Wellen kann 
die Phasenänderung innerhalb des Atoms vernachlässigt und et" in der Gleichung 
(92, 7) nach Potenzen von fr entwickelt werden, und zwar: t—=1-:-fr-+ --- Da 
die Funktionen %, und y) nur innerhalb des Atoms merklich von Null verschieden 


sind, so bedeutet diese Zerlegung eine solche nach ka = ne ‚ dem Verhältnis zwi- 
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schen der räumlichen Ausdehnung des Atoms a und der Wellenlänge 4. Wir erhalten 
dann aus (92, 7): 


he | ihe 
Dan) = — fr vyldı + [ern oplart an Ho 
UuOmn ‚HOmn (92, 8) 
Das erste Glied DW, lautet 
a) _ ihe 0% 0d ZEUERERE SE 
Dmn Fr VY T ’UOmn mn: (92, 9) 


WO P„n das Matrixelement des Impulsoperators ist. Auf Grund der Bewegungs- 
gleichungen haben wir 
Pan > TU Omn Imn» (92, 10) 


WO t„n das Matrixelement des Radiusvektors ist. Folglich ist 


Da = Dan (92, 11) 


d.h. wir erhalten für lange Wellen aus (92, 6) in erster Näherung die Formel (85, 16’) 
für die Dipolstrahlung. Ist D„n +0, so kann das zweite Glied DM) vernachlässigt 
werden. In jenen Fällen, wo D,„.„ infolge der Auswahlregeln gleich Null ist, kann das 
‚zweite Glied in (92,8) doch von Null verschieden sein. Bei D„„ = 0 wird die Strah- 
lung durch das zweite Glied DQ, bestimmt werden. Wir werden zeigen, daß die mit 
diesem Zusatzglied verknüpfte Strahlung aus einer elektrischen Quadrupol- und 
magnetischen Dipolstrahlung zusammengesetzt ist. 


Nach (92, 8) kann DD in folgender Form geschrieben 


Bee (e 2 (92, 12) 


Omn 


d: h. durch das Matrixelement des Operators 


ausgedrückt werden. Dieser Operator kann mit Hilfe der in $ 31 aufgestellten Regel 
auf folgende Form gebracht werden: 


dt 1d 1 dr 
er EFT: X ex) 


;)» (92, 13) 


Gehen wir von den Operatoren zu den Matrixelementen über und benutzen wir den 
Umstand, daß 


ee ce 
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wo m der Operator des Bahndrehimpulses ist, so erhalten wir 


et nn =3 ern + z— EX Man. (92, 14) 


f n 

= —,Wwo 
Omn Ce. 

n der Einheitsvektor in der Fortpflanzungsrichtung der ae, ist (man denke 


Setzen wir dieses Ergebnisin (92, 12) ein, berücksichtigen wir, daß 


daran. ‚daB — = =, V= Wmn) sowie die. Gleichung — Per nm—=M (M, das magne- 


tische Moment des Atoms, so bekommen wir 
Dan = —i 5er. Oman +n x Mmn- (92, 15) 


Hier kann das erste Glied als Produkt des Vektors — if mit dem Matrixelement des 
Tensors zweiter Ordnung 


—#? ge 22 
2 27495 
N RP u EB, 92,16 
e 2 
—?x 3*9 —ö3 


dargestellt werden. Dieser Tensor heißt das Quadrupolmoment des Atoms. Mit sei- 
ner Hilfe erhält (92, 15) die Form 


2 (Dan) + X Man- (92, 17) 


Das erste Glied bestimmt die elektrische Quadrupol-, das zweite die magnetische 
Dipolstrahlung, 

Benutzen wir die Auswahlregel für die Dipolstrahlung ! = + 1 (vgl. $88) und 
die Regel für die Multiplikation von Matrizen, dann lassen sich die Auswahlregeln 
für die Quadrupolstrahlung leicht finden. Wir haben 


(22)yı = 2 (“er (K)wı, 


unddda”=!+1,’=7"+1,sit”’=11+2. 

Das gleiche Ergebnis erhält man auch für die übrigen Tensorkomponenten. Die 
Auswahlregel für die Quadrupolstrahlung lautet somit !’ = ! oderi =!" + 2. Was 
die magnetische Strahlung betrifft, so ist die Matrix des Operators W diagonal in 
bezug auf !. Man erhält die Magnetstrahlung bei Übergängen mit Änderung der 
magnetischen Quantenzahl m, d.h. die Auswahlregel wird lauten: 


’=Il, mM=m-]. 
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Die Intensität der Quadrupolstrahlung ist bedeutend geringer als die Intensität 
der Dipolstrahlung (wenn letztere besteht). Denn D£), ist j a rund . mal kleiner 


als das nicht verschwindende Dipolmoment. Daher ist die Übergangswahrschein- 
2ra\? 
| 7) 
als die Übergangswahrscheinlichkeit mit Dipolstrahlung. Dementsprechend ist auch 
die Lebensdauer eines Atoms in angeregtem Zustand, wenn eine Dipolstrahlung 


lichkeit mit Quadrupolistrahlung der Größenordnung nach mal kleiner 


| 2 
unmöglich ist, (3 mal größer als die Lebensdauer bei nichtverbotenem Dipol- 


übergang, die wir in $86 zu etwa 10-®sec abgeschätzt hatten. Daraus folgt bei sicht- 
barem Licht von A= 5 -10®?Ä und a» 1Ä die Lebensdauer 7 im angeregten Zu- 
stand, aus dem ein Übergang in den niedrigeren nur mittels Quadrupolstrahlung 
möglich ist, etwa gleich 10? sec. Solche Atomzustände werden meiasiabile Zustände 
genannt. 

Da das magnetische Moment des Atoms bedeutend kleiner als das elektrische 
Moment ist, so führt die magnetische Strahlung zu einer sehr geringen Übergangs- 
wahrscheinlichkeit, d. h. ebenfalls zu metastabilen Niveaus. 

Somit können bei Quadrupolstrahlung metastabile Zustände nur dann vorkom- 
men, wenn die Dipolstrahlung durch die Auswahlregeln verboten ist. 

In Atomkernen, die y-Strahlen emittieren, ist das Verbot der Dipolstrahlung die 
Regel. Die Emission von y-Strahlen ist daher oft durch das elektrische Quadrupol- 
moment oder magnetische Dipolmoment des Kerns bedingt!). 


8 93. Der photoelektrische Effekt 


In diesem Paragraphen behandeln wir die Theorie des photoelektrischen Efiekts 
an Atomen. Unsere Aufgabe besteht darin, die Wahrscheinlichkeit der Ionisierung 
des Atoms unter dem Einfluß einer Lichtwelle zu berechnen und die Winkelvertei- 
lung der emittierten Elektronen zu bestimmen. Es handelt sich somit um den Über- 
gang des Elektrons vom Grundzustand (dem niedrigsten Niveau des diskreten 
Spektrums) in die Niveaus des kontinuierlichen Spektrums. 

Wir bezeichnen die Energie des Grundzustands mit Z, (E,< 0) und die zu- 
gehörige Wellenfunktion mit %, (r). Die zur Energie E gehörenden Wellenfunk- 
tionen des kontinuierlichen Spektrums können wegen der starken Entartung auf 
verschiedene Art gewählt werden. Sie müssen aber ein vollständiges System ortho- 
gonaler Funktionen bilden. Wir wählen solche Funktionen, wie wir siein der Theorie 
der elastischen Stöße kennengelernt haben, d.h. dıe Überlagerung einer ebenen 
Welle mit einem bestimmten Elektronenimpuls p (?,, ?,, pz) mit der vom Atom 
gestreuten Welle. Für große Abstände vom Atom werden diese Wellenfunktionen 
folgende Form (vgl. $77) haben: 


i(Pz% + PyYy + 222) e-ikr 
VpzpyPz (r) — const ( a + TpzpuP3 (d, 9) rY ’ (93, 1) 


1) Einzelheiten hierzu siehe das Buch [1]. 
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wo k die Wellenzahl ist. Funktionen dieser Art stellen eine der möglichen Formen 
von Wellenfunktionen stationärer Zustände des kontinuierlichen Spektrums dar. 
Die Energie E des Zustands (93, 1) wird sein: 


9 2. 2 2 2) 3 
E= ak TC (93, 2) 


Wir betrachten die Funktion (93, 1) als auf ö (px — 92) ö (py — PD) Ö (Pz — 9%) nOr- 
miert. Die Störung, welche die Übergänge hervorruft, wählen wir SRNEDroenend 
(92, 3) in der Form 


7 ir, n-- Av, (93, 3) 


wo X das Vektorpotential der Lichtwelle ist. Die Welle nehmen wir als monochro- 
matisch an und wählen W in der Form 


1 1 
Y= 73 Aeitoe—!r) + 5 Ye’ (ot—Ir) i (93, 4) 


wofder Wellenvektor der Welle ist. Da es sich um eine transversale Welle handelt, 
ist divY=0,d.h, 
WE). (93, 5) 


Um die uns interessierende Übergangswahrscheinlichkeit zu berechnen, können wir 
unmittelbar die Formel (82, 24) anwenden, da diese für Übergänge aus dem dis- 
kreten in das kontinuierliche Spektrum unter dem Einfluß einer zeitlich perio- 
dischen Störung gilt. | 

Fassen wir E in (82, 24) als die Energie #, des Grundzustands des Atoms auf 
und den Impuls 7,, p,; Pz (pP, d, 9) als den Impuls des Photoelektrons, so haben wir 
nach (93, 3), (93, 4) und (82, 12) die Größe 


VE,0,0;0 = V pe BnB;0 we: Hl Yrmıne " Yo dr dydı (93, 6) 


F 


als Matrixelement der Störung zu nehmen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit für den 
Übergang des Elektrons aus dem Zustand Z, in den Zustand Z=E,+ how mit 
einem innerhalb des Raumwinkels d.Q liegenden Impuls pro Sekunde gleich 


= DM 


P,(E,8,9)d2 = (E, +08 Yan; 0 |, (93, 7) 


wobei hier nur solche Impulswerte 9,, p,, P, einzusetzen sind, die der Resonanz- 
bedingung 


p° l,o 2 2 
2: 3, Pt Pr+ Pot hu (93, 8) 
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genügen. Übergänge in andere Niveaus von E sind unmöglich. Berücksichtigen wir, 


daß E,= — I, wo I die Ionisierungsarbeit ist, so lautet (93, 8) 
2 
EN WR (93, 9) 
2u 


Das ist die EınsteEissche @leichung für den Photoeffekt am Atom. 

Um den endgültigen Ausdruck für P, (E,®, g) zu erhalten, müssen wir das Ma- 
trixelement (93, 6) berechnen. Zu diesem Zweck müssen wir die Wellenfunktion des 
Ausgangszustands y, und die Funktion %,,7,p, des kontinuierlichen Spektrums 
kennen. Nehmen wir an, wir interessieren uns. für den Photoeffekt der K-Schale 
(dann ist — E, = I das lonisierungspotential der K-Schale). Diese Schale liegt 
nahe am Atomkern, und wir können daher (unter Vernachlässigung der Wechsel- 
wirkung der beiden K-Elektronen) für y, die CouvLoMBeigenfunktion des Grund- 
zustandes (# = E,) nehmen. 

Das gibt (r = 1,i=m=0): 


(93, 10) 


Va 
BEÄSERFEREN Yes a 
a? 


9% = Yıo | 


wo Z die Kernladungszahl und a der Radius der ersten Boa&schen Bahn ist. 

Eine solche Funktion ist der wirklichen sehr gut angenähert. Wir beschränken uns 
bei den Funktionen des kontinuierlichen Spektrums auf eine sehr grobe Näherung, 
und zwar vernachlässigen wir die Veränderung der ebenen Welle in der Nähe des 
Atoms infolge der Einwirkung seines Feldes und nehmen dementsprechend an Stelle 
der genauen Funktion die von der Einwirkung des Atomfeldes unbeeinflußte ebene 
Welle: 


„Pzt + DyY + Bez 
: 7 


VPpzPyP: 7 (93, 11) 


(2 mh)? 


(In der p-Darstellung auf die ö-Funktion normiert.) Eine solche Näherung eignet 
sich wenig zur genaueren Berechnung, aber immerhin werden dabei die wesentlichen 
Kennzeichen beschrieben. Sie wird um so genauer, je größer die Energie des Photo- 
elektrons ist, d.h. wenn #&> — E, =], stellt sie eine gute Näherung dar. Bei 
diesen Funktionen für das kontinuierliche Spektrum läßt sich das Matrixelement 
(93, 6) ohne große Schwierigkeiten berechnen. Setzen wir (93, 10) und (93, 11) in 
(93, 6) ein, so erhalten wir: 


he 1 WA, J ä i Ben pr er E 
Y u FAyE (ft (ve *) ar dydz. (93,12) 


Pz Py Pz; ) 63 


Die Welle möge sich in der Richtung der x-Achse fortpflanzen und der elektrische 
Vektor (d. h. auch die Polarisation) in die Richtung der z-Achse fallen; dann weist 
der Vektor fin die «-Richtung und %, in die 2-Richtung. Also ist W, = (0, 0, A,) 
und folglich 


5 3\1 . p = Zr 
ihe 4 Ge i eva dzdydz. (93, 12’) 


RR 0 — Inc. F 3 
(2 5ch)? 


Ta 
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% Die Lage der Vektoren f, p und W, ist in 
| Abb.62 wiedergegeben. Um die Integration 
| in (93, 12’) durchzuführen, betrachten wir 
k den Vektor Af— p als Achse des Polarkoordi- 
| natensystems@, ®. Hat diez-Achse in diesem 
| System die Polarkoordinaten' ©’, ©’, dann 
ist 
2 = (rt, = r cos (02, r). 


Hat der Vektor rdie Polarkoordinaten ©, ®, 
so ist der Kosinus des Winkels zwischen 0z 
und r gleich: 

cos (02, rt) = 6080 cos’ + 

+ sin © sin ©’ cos (d’ — ®). 


Der Winkel zwischen AJf— p und r ist 


Abb. 62. Die Lage der Vektoren 9, t ©. Daher können wir (93, 12’) wie folgt 
und p beim Photoefiekt. schreiben: 


Vz PyPz; 0 


3\ı ” 
un 2a) np (93, 12”) 
2uc (2ck)® To 


[02 
PR n 27% ) Z 
a, et 
1= [rar| [inoa0 ao a A (93, 13) 
0 00 


. [cos® cos®’ + sin® sin®’ cos (®’ — ®)]. 
Das Integral von cos (® — ©’) über © ist offensichtlich Null, so daß 


Zr 
TC08 9 — — 


© .c0s0. (93,13) 


p 
ei 


J= 2n 0000 [ri ar [ine do 2 
ö Ö 


Führen wir die Variable &—=cos®, ein und bezeichnen wir | e— 3 


|? abkürzend mit q, 
| 


so erhalten wir 


oo +1 
al 
1= 2000507 [rar | d£e a 
0 4. 


und nach Ausführung der Integrationen endgültig 


Sri 14 
J= cos O' 7zE | pn . (93, 13’) 
aan 
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Jetzt müssen wir noch cos ©’ durch Winkel in dem Koordinatensystem ausdrücken, 
in dem als Polarachse die Fortpflanzungsrichtung des Lichts Se x-Achse) gewählt 


ist. Der Winkel zwischen der durch die Vektoren p und £ — % "gebildeten Ebene und 


der zx-Ebene sei 9 (s. Abb. 62). Bezeichnen wir außerdem noch den Winkel zwi- 
schen der x-Achse und p mit d, so erhalten wir aus dem sphärischen Dreieck mit 


den Seiten 9,9 und 5 
c0s0' = sind” coso 


und aus dem Dreieck mit den Seiten Af, p, RE — p: 


p 
sind’ = sind ——. 
|hE— p]| 
Daher ist 
J = sin? NT 12 EN n (93, 14) 
IE 
a? Rh 
Auf Grund von (93, 13’) ist aber 
—8rne 1 Z2>\3, 2 » i 
V pe Du P2; 0 = ET Baht (=) 0 ala cosp. (93,15) 
Zr 
a h 
Ferner gilt: 
| = + ER eos. 


Mit Hilfe des Energiesatzes (93,9) finden wir mit der Annahme, daß > — > 1 (das ist 
die Bedingung für die Anwendbarkeit unserer Näherung): 


pP _ ho 


Tr 


Bezeichnen wir mit v die Geschwindigkeit des Elektrons 4 ‚ so bekommen wir 
u 


j ® . 
hk= 5,P und folglich 


je Zi +). 

h? c 4.c? 
Wir haben es hier mit einer nichtrelativistischen Theorie zu tun; die Anwendbarkeit 
unserer Formeln ist also nicht nur von seiten der kleinen Geschwindigkeiten 
cs —>» ), sondern auch von seiten der großen eingeschränkt. Die Geschwindigkeit 
= Photoelektrons muß bedeutend geringer als die ‘Lichtgeschwindigkeit c sein. 


Wir müssen daher die Glieder der Größenordnung vernachlässigen (ihre Berück- 
c 
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sichtigung liegt jenseits der Grenzen der Anwendbarkeit einer nichtrelativistischen 
Theorie). Daher ist 


2 2 
u 
4 =n k z cos). (93, 16) 
72 1) 2 
Wir bemerken noch, daß wir auch. das Glied Z= gegenüber | £— % vernach- 
lässigen können. Denn | ar undae = E Folglich ist 
Assıge onnen. =) == % nn 72 = ne g 
2? Zeutel 2u Zinei 
a mm ah 


Nach der BAaLMmERrformel ist aber 
27? u ei 2: 
am = mm 


p? 
d.h.,die Bedingung = u «ch ist äquivalent mit J <- . Somit müssen wir, en es 


sich um schnelle ER RR handelt, ee in (93, 15) das Glied — = an 


Nenner vernachlässigen. 
Setzen wir (93, 16) in (93, 15) ein, so finden wir den endgültigen Ausdruck für das 


gesuchte Matrixelement: 


3\1 ds | 
4ne | E ) Z h? sind cos (93, ı7) 


eg A 
es (Ach)t u 93 (1-2 000) 


Setzen wir schließlich diesen Wert des Matrixelenients in den Ausdruck (93, 7) für 
die Wahrscheinlichkeit ein, so bekommen wir!) 


2e? (2u)® Rh“ 12 2) (h o)% sin?# cos ?p 
zu: c® 0\ı : ® 4 (93, 18) 
2 (i — 608 0) 


An Stelle von Aö können wir den Energiestrom des Lichtes einführen. Aus (93, 4) 
erhalten wir das elektrische Feld €: 
194 


Do. 
re rg -—% sin(ot — Er). 


V p299 22; 0 ran 


P, (Ed, 9)d2 = 


Die Größe des Magnetfeldes 9 ist die gleiche, und da dieses senkrecht auf € steht, 
so ist der Poyntinasche Vektor dem Betrage nach 


C c w? 
= — — —_. __ A2 sin? = 
S= i„n#H ns 43 sin?(wt — Er). 


!) Wir haben beim Übergang von (93, 7) die Anfangsenergie E, des Elektrons gegenüber ho 
vernachlässigt. 


340 


$93. DER PHOTOELEKTRISCHE EFFEKT 


Sein Mittelwert ist gleich 


Setzen wir diesen Wert von AZ in (93, 18) ein, finden wir 


2 in2d cos? 
1662 (21)? ht Zi (ho) _Ain?d cos’p _ 
FR NE — ) San. (93, 20) 


pe ad w?p? ( — — 0088 


P,(E,8, 9) dQ = 


Vereinigen wir alle Konstanten zu der neuen Konstante b, berücksichtigen wir 
außerdem, daß p = (24uE)? = (2uhw)?, so erhalten wir 


in2 2 ER 
Rn — 7 549, (93, 21) 
( en 0089) 


2 , 5 
b=4Y2 n; neu (2) (93, 22) 


P, (Ed, o)=bo 


wo 


Aus den von uns erhaltenen Formeln folgen die wesentlichsten Grundzüge der 
photoelektrischen Emission. Erstens ist die Zahl der Photoelektronen proportional 
der Intensität des einfallenden Lichts, während 
die Geschwindigkeit der Photoelektronen nach 3; : 
(93, 9) nur von der Frequenz des einfallenden ne 
Lichts abhängt. Wir erhalten also die Erklärung 
gerade jener Eigentümlichkeiten des Photoeffektes, 
die von der klassischen Theorie grundsätzlich un- 
erklärbar waren. Ferner gibt die Formel (93, 21) 
die Winkelverteilung der Elektronen an. Da der 
Winkel # von der Fortpflanzungsriehtung. des 
Lichtes ab gezählt wird und 9 vom elektrischen 
Vektor, das Maximum der Photoemission aber bei 


d=+ z ‚ = 0 liegt, bedeutetdas, daßdie größte - 


Zahl der Photoelektronen in die 2-Richtung, d.h. 
in.die Richtung des elektrischen Vektors der Licht- Abb. 63. Die Verschiebung des 
welle fliegt. Maximums beim Photoeffekt. 

Bei steigender Frequenz des einfallenden Lichts Omax (Winkel zwischender Fort- 


: - en lioleas pflanzungsrichtung des Lichtes 
nimmt die Geschwindigkeit der Photoelektronen und der Richt des Maxi- 


Ä v 4 en 
F Er ; mums der Photoemission) als 
so zu, daß der Faktor{|1 = cos®) in (93, 21) Funktion von B2 sle- 


0 0, —eB 05 


wesentlich wird, wodurch sich das Maximum der 
Photoemission in die Richtung kleinerer 9, d.h. in 
die Fortpflanzungsrichtung des Lichts verschiebt. Diese Schlußfolgerung stimmt 
mit der Versuchserfahrung überein. Auf der Abb. 63 ist das Versuchsergebnis dar- 
gestellt. Auf der Ordinatenachse ist der Kosinus des Winkels # zwischen der Fort- 
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pflanzung des Lichts und der Richtung der maximalen Emission aufgetragen und 
auf der Abszissenachse die Geschwindigkeit der Photoelektronen, wobei als Einheit 
die Lichtgeschwindigkeit c gewählt ist. cos®yax = O entspricht der Richtunglängs des 
elektrischen Wellenvektors und cos Önax — 1 der Richtung längs des Lichtstrahls. 
Wie man an den eingetragenen kleinen Kreisen sieht, stimmt die Rechnung gut 
mit den Versuchsergebnissen überein. Mit Hilfe der Formel (93, 22) können wir die 
absolute Größe des Photoeffekts erhalten. Gewöhnlich berechnet man in solchen 
Fällen den Absorptionskoeffizienten 7 für das einfallende Licht. Um ihn zu finden, 
gehen wir wie folgt vor. 

Wir stellen uns vor, auf eine Substanzschicht von der Dicke Ax fiele ein Licht- 
strom $. Sind pro cm? Substanz 2 Atome vorhanden, so werden dann im Volumen 
von 1cm?. Az je Sekunde im Mittel 


lcem?- Ax:n -[B, (E,d, 9) dQ 
Atomionisierungen vor sich gehen. Die dabei absorbierte Energie wird gleich dieser 
Größe multipliziert mit kw sein (da bei jeder Ionisation ein Lichtquant ®A absor- 


biert wird). Andererseits empfängt diese Schicht in 1 sec eine Energie 8-1 cm?. Folg- 
lich ist die Abnahme des Energiestroms S beim Hindurchgehen durch die dünne 
Schicht Ax gleich 

AS=— kun Ax|P,(E,9,9)40. 


Setzen wir hier P, (E,%, p) aus (88, 21) ein, so bekommen wir: 
g e 2 
EEE U ae) 


( BR cos) 
C 


ı £ 
T=bnhw i uvengn (93, 23) 
( 2.0059) 


AS—= — SS Az, 


Setzen wir an 


so erhalten wir 


woraus folgt, daß 7 der Absorptionskoeffizient ist. Die Anzahl der Atome pro 
‚Volumeinheit ist proportional der Dichte der Substanz, 


— 6.03-108 
N 3 A , 


wo A das Atomgewicht der Substanz ist. Setzen wir diesen Wert iin (93, 23) ein und 
setzen wir 


. 1028 in2 2 
6,03 -10 u d cos? o iR, 


4 
4 ( 2.0050) 
C 


b= 
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so erhalten wir die Größe des. sogenannten Massenabsorptionskoeffizienten 2 in 
Form von e 


T 
ee (93, 24) 


Diese Abhängigkeit von der Frequenz ist ebenfalls durch Absorptionsversuche mit 
Röntgenstrahlen bestätigt. Übrigens muß berücksichtigt werden, daß (93, 24) für 
die Absorption in der K-Schale abgeleitet wurde. In Wirklichkeit erfolgt die Ab- 
sorption zugleich durch mehrere Schalen. Wir werden die darauf bezüglichen Kom- 


plikationen nicht untersuchen und verweisen den interessierten Leser auf die Fach- 
literatur!). 


1) M. StosBE: A.d. Phys. 7, 661 (1930). 
A. SOMMERFELD und C. ScHUR: Ann. d. Phys. 4, 409 (1930). 
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$ 94. Problemstellung und die einfachsten Fälle 


Haben wir zwei Raumbereiche, in denen die potentielle Energie des Teilchens 
kleiner ist als an der Trennfläche, so sagen wir, daß eine Potentialschwelle die Be- 
reiche trennt. 

Als einfachstes Beispiel mag die eindimensionale Schwelle dienen, wie sie in 
Abb. 64 dargestellt ist. Auf der Ordi- 
natenachse ist die potentielle Energie 

U) U(x) als Funktion der Koordinate x 

TUE NEBEEESSU ER: Jeuc2 SER NER ERRENEREER E>u, des Teilchens aufgetragen. Im Punkt 

x, hat die potentielle Energie ihr Maxi- 

mum U„. Dadurch wird der gesamte 

Raum — © < 2 < + © in zwei Be- 

reiche getrennt: << x, und > 2, 

in denen U< U„ ist. Die Bedeutung 

a der Bezeichnung ‚‚Potentialschwelle“ 

wird sofort klar, wenn wir die Bewe- 

gung des Teilchens im Feld U(x) auf 

2 4 re Grund der klassischen Mechanik be- 

u MN % trachten. Die Gesamtenergie E des 
Teilchens ist gleich 


| 

| 

| 

| 
IIIIHIIIIIP 


Abb. 64. Eine eindimensionale Potentialschwelle. 2 
E=-+U(e), (4,1) 
2u 


wo p der Impuls und « die Masse des Teilchens sind. Lösen wir (94, 1) nach p auf, 


so erhalten wir 
p (2) = +Y2u(B— U). (94, 2) 


Je nach der Bewegungsrichtung des Teilchens ist das Plus- oder Minuszeichen zu 
nehmen. Ist die Energie E des Teilchens größer als die ‚Höhe‘ der Schwelle U„, 
so wird es bei dem Anfangsimpuls p > 0 ungehindert von links nach rechts die 
Schwelle durchlaufen bzw. in entgegengesetzter Richtung, wenn der Anfangsimpuls 
p<Oist. | 

Nehmen wir an, das Teilchen bewege sich von links mit einer Gesamtenergie 
E< U„.Aneinem bestimmten Punkt x, wird die potentielle Energie U (£,)=E 
und daher ? (x,) = 0,d.h. das Teilchen kommt zum Stillstand. Es besitzt nur noch 
potentielle Energie. Dann setzt eine rückläufige Bewegung ein: x, ist ein Umkehr- 
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punkt der Bewegung. Bei E< U,„ wird daher ein von links kommendes Teilchen 
nicht durch das Potentialmaximum (x = r,) durchgehen und nicht in den anderen 
Bereich x > x, gelangen. 

Genauso wird ein von rechts kommendes Teilchen bei # < U, nicht in den Be- 
reich jenseits des zweiten Wendepunktes x, gelangen, in dem U (%)=E ist 
(s. Abb. 64). Die Potentialschwelle ist daher für alle Teilchen ‚undurchlässig‘, 
deren Energie kleiner als U„ ist (dagegen für alle Teilchen mit einer Energie 
E > U, „durchlässig‘‘). Das erklärt den Namen ‚‚Potentialschwelle“. 

Ganz anders verlaufen die Erscheinungen in der Nähe der Potentialschwelle, 
wenn es sich um die Bewegung von Partikeln in atomaren Feldern handelt, 
d.h. um Bewegungen, bei denen die Quantenerscheinungen nicht mehr ver- 
nachlässigt werden dürfen. In diesem Falle können, wie wir sehen werden, im 
Gegensatz zu den Schlußfolgerungen der klassischen Mechanik, Teilchen mit 
einer Energie E, die größer als die Höhe der Potential- 
schwelle U „ ist, zum Teil an der Schwelle reflektiert wer- ıU) 
den, und Teilchen mit einer kleineren Energie als U„ I 
zum Teil die Schwelle passieren. 

Zum Beweis wollen wir den einfachsten Fall einer 
Schwelle untersuchen, wie er in Abb. 65 dargestellt ist. 
Wir nehmen an, daß die potentielle Energie U(x) des 
Teilchens überall gleich Null ist, ausgenommen im Bereich 
0O<xr<[l, wo sie einen konstanten Wert gleich U„ be- , ee 
sitzt. Eine solche Schwelle stellt natürlich eine Idealisierung a en 7 
dar, aber in ihr lassen sich die uns interessierenden Seiten 
des Problems besonders leicht untersuchen. Wir können 
uns vorstellen, daß diese rechteckige Schwelle durch eine stetige Deformation 
der in Abb. 64 dargestellten stetigen Schwelle entstanden ist. 

Wir suchen die stationären Zustände eines sich im Feld einer solchen Schwelle 
bewegenden Teilchens. Bezeichnen wir die potentielle Energie mit U(x), so erhalten 
wir die SchRöDIngERgleichung in folgender Form: 


h? d? 
er 0 + Ula)y= Ey. (94, 3) 


Wir bezeichnen im folgenden die Ableitung nach x durch einen Strich und führen 
die Ausdrücke aus der Optik 


_2uE 


2 > 
B---, sr IE — Ue)]= kön (e) (94, 4) 


ein, wo n(x) den Brechungsindex bedeutet (s. $36). Dann nimmt (94, 3) folgende 
Form an: 


y’ + kön“) y=d. (94, 5) 

Gleichung (94, 5) zerfällt für die drei Raumbereiche in drei Gleichungen: 
v"’+kKky=0, = <o0, U(x) = 0, (94, 5’) 
v’+knz()y=0, Ose<Iı UTe)=- TU; (94, 5’) 
yv’+ Ky=0, 2 >17, U(x)=V%. (94, 5°”) 
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Wir können die Lösungen für diese Bereiche sofort hinschreiben 


y(X)=yı(z) = Aether + Bel kez, (94, 6) 
Y (%) = Yyı (&) — weikonmtT + Betkotm®, (94, 6’) 
P (X) = yın (2) = weile + bertkz, (94, 6'') 


wo A, B, «, ß, a und 5 beliebige Konstanten sind. Das sind aber allgemeine Lö- 
sungen der drei unabhängigen Gleichungen (94, 5), (94, 5’) und (94, 5”), die im all- 
gemeinen keine einheitliche, den Teilchenzustand bei der Bewegung im Kraftfeld 
U(x) beschreibende Wellenfunktion bilden. Damit sie wirklich eine einzige Funk- 
tion y (x) darstellen, müssen die Randbedingungen befriedigt sein, die wir nun auf- 
stellen wollen. 

Dazu betrachten wir U(z) und folglich » (x) als eine stetige Funktion von &. 
Die Integration der Gleichung (94, 5) ergibt über ein kleines Intervall um x = 0: 


+4 +4 
[v" da+ kan? (x) ydı=d. 
Daraus folgt: z u 
+4 
v(+N)—-y(-4A)=—I|n? (a) y (x) de. (94, 7) 
—4 


Gehen wir zur Grenze A— 0 über, so bekommen wir die Randbedingungt): 


v’+H9)=y (0. (94, 7’) 


Ferner haben wir, entsprechend der allgemeinen Stetigkeitsbedingung für die 
Wellenfunktion, die zweite Randbedingung; 


+) =yl—d). (94, 7°) 


Der Punkt x —= 0 ist durch nichts ausgezeichnet; daher sind die Bedingungen 
(94,7’) und (94,7) in jedem Punkt, so auch bei x = / zu erfüllen. 

Damit die Lösung (94,6) der drei Gleichungen (94,5) als Grenzlösung einer ein- 
zigen Gleichung beim Übergang von stetigem U(x) zu einer Sprungfunktion be- 
trachtet werden kann, müssen diese Lösungen in den Punkten <= 0 und ? =! 
den Randbedingungen (94,7’) und (94,7°’) genügen, d.h.: 


91 (0) = Yyn (0), AO) = yı 0), | (94, 8) 
Yu (= yıll, Yard Hull: — 
Setzen wir hier die Funktionswerte aus (94,6) ein, so erhalten wir 
4A + B=«& +Bß, 
ik, (A — B) = ikunm (& — Pß), u 


&eikotmt 4 Be-ikonmt — geikl 4 be-ikel, 
kg m (neikorm! — Berikenmt) — ik, (aeikol Be beike), 
1) Vgl. Anhang VIII. 
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Wir haben somit vier Gleichungen für sechs willkürliche Konstanten. Die Willkür 
in der Wahl der Konstanten erklärt sich dadurch, daß es Wellen geben kann, die 
sowohl von links als auch von rechts die Schwelle treffen. 

Nehmen wir z.B. A,B=+0,5=0), dann kann A e'%® als die einfallende, Bei%* 
als die reflektierte und ae?%“* als die hindurchgehende Welle aufgefaßt werden. 
Hätten wir b = 0 genommen, so hätte das bedeutet, daß auch auf der anderen Seite 
der Schwelle eine Welle einfällt. Das entspricht in der klassischen Mechanik der 
Tatsache, daß sich die Teilchen von links oder von rechts auf die Schwelle zu be- 
wegen können. 

Wir untersuchen den Fall von links kommender Teilchen. Dann müssen wir 
ö = O0 nehmen. Außerdem können wir ohne jede Einschränkung die Amplitude der 
einfallenden Welle gleich Eins setzen: A = 1. Die Gleichungen (94, 9) erhalten dann 
die Form: 


I+ B=a+Bß, 
1—-B=n —ß), 
Ä a (94, 10) 
a eikoNml =. Be—ikonmt ei weikel, 
Nm (neikenml _ Be—ikonml) — geikl, 
Aus diesen algebraischen Gleichungen finden wir «, ß, Bund ae: 
Zetkonmt (] + N) 
= ihm LH nme — ehem (nm) (94. 11) 
2 eiko Nm! (1 mes Nm) 
De e-ibonmi(] + Nm)? — eikonmi (] — n„)? » (94, 12) 
_ (eikonm sn ei kom) (1 us Nm)? 
rn e—ikonml (1 .n Nm)” = eikonml (1 __ Nm)? (94, 13) 
aeikol == ENm (94, 14) 


Ist die Teilchenenergie E größer als die Höhe der Schwelle U„, so ist der Bre- 
chungsindex n„ reell. In diesem Fall ist die Intensität | B |? der reflektierten Welle 
gleich 

4(1— n2,)? sin? (kn!) 


IB?= — —— 
(14 Nm) + (1 — Nm) — 2 (1 — nm)? c05 (2kuNml) 


(94, 15) 


und die der durchgehenden Welle 


16n2, 


Sn FO Ian 916) 
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Wir berechnen nun mit Hilfe der Formel für die Stromdichte den Teilchenstrom 
J, der einfallenden, J, der reflektierten und J, der durchgehenden Welle. Aus (29,5) 
haben wir 


hk, 


tra", 
A 7 


! hk 
B|®, Js al?. 94, 16 
m IB| a le| ( ) 


Das Verhältnis zwischen dem Strom der reflektierten zu dem der einfallenden Teil- 
chen 

BABEM 2il 

J AP 


— |BP=R (94, 17) 


heißt Reflexionskoeffizient. Das Verhältnis zwischen dem Strom der durchgehenden 
zu dem der einfallenden Teilchen 


= ja®?=D (94, 18) 


heißt Durchlässigkeitskoeffizient der Schwelle. 
Aus dem Erhaltungssatz für die Teilchenzahl (der Kontinuitätsgleichung für $) 
folgt, daß 
R+D=]1. (94, 19) 


(Die früher angeführten Ausdrücke für R und D ermöglichen es, sich von der Rich- 
tigkeit dieser Gleichung unmittelbar zu überzeugen.) 

Ist 2 > U, so muß nach der klassischen Mechanik R= 0 und D= 1 sein: Die 
Schwelle ist ohne Einschränkungen durchlässig. Aus (94, 15) folgt, daß |B|?=+ 0, 
daher ist in der Quantenmechanik R>0, D<1. Die Teilchen werden zum Teil 
ebenso reflektiert wie Lichtwellen an der Grenze zweier Medien. 

Ist die Teilchenenergie Z kleiner als die Höhe der Schwelle U„, so findet nach 
der klassischen Mechanik eine Totalreflexion statt D=0, R= 1. Die Teilchen 
dringen dabei überhaupt nicht in die Schwelle ein. In der Optik entspricht dieser 
Fall der Totalreflexion. Nach der geometrischen Optik dringen die Lichtstrahlen 
nicht in das zweite Medium ein. 

Eine eingehendere Untersuchung auf Grund der Wellenoptik zeigt, daß das Licht- 
feld bei der Totalreflektion in Wirklichkeit doch in das Medium, an dem die Reflek- 
tion stattfindet, eindringt. Wenn dieses Medium eine sehr dünne Platte darstellt, 
so wird das Licht zum Teil hindurchgelassen. Die Quantenmechanik gelangt im 
Fall E< U„ (Fall der Reflektion) zu einer Schlußfolgerung, die dem Ergebnis der 
Wellenoptik analog ist (s. die Analogien im $ 36). Ist nämlich #< U,„, dann ist 
der Brechungsindex n,, imaginär [s. (94,4)]. Wir setzen daher fest: 


Am = lan] (94, 20) 


Nun setzen wir diesen Ausdruck für n,„, in (94, 14) ein und berechnen |a |?. Unter der 
Annahme von ekl"»l! >] bekommen wir 
16 |n„. |? 


ae, 


e2koltm|! (94, 21) 
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Bezeichnen wir den Faktor vor der e-Funktion mit D, (er ist nicht sehr von Eins 
verschieden) und berücksichtigen wir den Wert für k,, so erhalten wir: 


2 (UIm— El 
D=D,e # 


(94, 22) 

Im Gegensatz zu den Schlußfolgerungen der klassischen Mechanik durchdringen 
also die Teilchen bei E< U, die Schwelle. 

Die Erscheinung des Durchgangs durch eine Potentialschwelle bezeichnet man 
als Tunneleffektt). 

Offensichtlich tritt der Tunneleffekt nur in jenen Fällen merklich auf, wenn D 
nicht allzu klein ist, d.h. wenn 


Von Im Milz. (94, 23) 


Es ist leicht einzusehen, daß wir dem Tunneleffekt nur im Bereich der atomaren 
Erscheinungen begegnen können. So erhalten wir z.B. bei U„— E-10-!!erg 
(etwa zehn Elektronvolt), u »= 102° g (die Masse des Elektrons) und ! == 10-®cm, 
aus (94,22) D = e-!. Nehmen wir aber = 1 cm, so erhalten wir nach der gleichen 
Formel D = e-!*, Eine Vergrößerung der Teilchenmasse und Steigerung von U 
gegenüber Z werden D noch mehr verringern: Ähnlich kann gezeigt werden, daß 
die oben untersuchte Reflexion mit wachsender Teilchenenergie verschwindet und 
die Quantenmechanik in die klassische Mechanik übergeht. 

Wir können die Formel (94,22) für den Durchlässigkeitskoeffizienten D, die 
wir für eine rechteckige Schwelle ableiteten, auch für den Fall einer Schwelle be- 
liebiger Form verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung wollen wir jetzt auf einem 
einfachen, wenn auch nicht ganz korrekten Weg durchführen. 

Wir nehmen die in Abb. 64 dargestellte Potentialschwelle U(x) an und stellen 
sie angenähert als die Gesamtheit rechteckiger Schwellen von je der Breite dx und 
der Höhe U(x) (in der Figur schraffiert) dar. Das Teilchen mit der Energie # tritt 
im Punkte x = x, in die Schwelle ein und verläßt sie wieder im Punkte x = 2,. 
Nach (94, 22) haben wir für den Durchlässigkeitskoeffizienten einer dieser Schwellen: 


D=De EHRE de 
(Damit dx genügend groß genommen werden kann, muß die potentielle Energie 
genügend glatt verlaufen.) Als Durchlässigkeitskoeffizienten aller dieser Schwellen 
zusammen wird man das Produkt der Koeffizienten der einzelnen Zellen nehmen. 
(Gerade diese Annahme ist in unserer Schlußfolgerung nicht vollständig begründet.) 
Man hat dann die einzelnen Exponenten in den Formeln für D’ zu addieren und 
erhält?): 


2 [ver [Ua)— Eldz (94, 24) 
D= D, e 7 | 


!) Diese Erscheinung wurde erstmals von MANDELSTAM und LEONTOWITSCH im Zusammen- 
hang mit der Quantentheorie des anharmonischen Oszillators untersucht (vgl. Schluß des $ 66). 
2) Diese Formel kann für genügend glatt verlaufende Potentionalschwellen durch die WKB- 
(WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN)-Methode begründet werden (dabei erhält man D, = 4), s. [47]. 
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S 95. Das scheinbare Paradoxon des Tunneleffektes 


Auf den ersten Blick erscheint der Durchgang eines Teilchens durch eine Poten- 
tialschwelle paradox. Das Paradoxon hat man darin zu sehen, daß das Teilchen mit 
der Gesamtenergie £ < U, wenn es sich im Innern der Potentialschwelle befindet, 


m2 | 
eine negative kinetische Energie T= 5; hat, da die Gesamtenergie, wie wir siein 


der klassischen Mechanik haben, als Summe aus kinetischer und potentieller Ener- 
gie erscheint: 


L= p + U(x). 
2u 


2 
Für den Energiebereich mit U (x) > EZ wird — <0. Das aber ist nicht sinnvoll, da p 


wesentlich reell ist. Wie wir aus der klassischen Mechanik wissen, ist gerade dieser 
Bereich dem Teilchen nicht zugänglich. Nach der Quantenmechanik dagegen kann 
das Teilchen auch in diesem ‚verbotenen‘ Gebiet vorgefunden werden. Es scheint 
also, daß man nach der Quantenmechanik zu dem Schluß kommen muß, die kine- 
tische Energie eines Teilchens könne negativ und daher sein Impuls imaginär sein. 
Diesen Umstand bezeichnet man als das Paradoxon des Tünneleffektes. 
Tatsächlich aber liegt hier gar kein Paradoxon vor, da die gezogene Schlußfolge- 
rung nicht richtig ist; denn der Tunneleffekt ist eine typische Quantenerscheinung 
(bei — O strebt der Durchlässigkeitskoeffizient. D gegen Null). Man muß sie also auch 
im Rahmen der Quantenmechanik erörtern. Nur auf Grund der klassischen Mecha- 
nik kann die Gesamtenergie des Teilchens als die Summe aus kinetischer und poten- 


2 
tieller Energie angesehen werden. Die Formel Z = — + U (x) fordert, daß gleich- 
7 


zeitig der Wert der kinetischen Energie E und der der potentiellen Energie U be- 
kannt ist. Mit anderen Worten, wir schreiben, entgegen den Prinzipien der Quan- 
tenmechanik, dem Teilchen gleichzeitig bestimmte Werte seiner Lage x und seines 
Impulses p zu. Die Zerlegung der Gesamtenergie in potentielle und kinefische ist 
hier nicht sinnvoll. Damit klärt sich das Paradoxon auf, das sich auf die Möglichkeit 
der Darstellung der Gesamtenergie als Summe von kinetischer Energie (eine Funk- 
tion des Impulses) und potentieller Energie (eine Funktion der Koordinate) 
gründet. 

Uns bleibt nur noch übrig zu untersuchen, ob es nicht doch möglich ist, durch 
Ortsmessung das Teilchen innerhalb der Schwelle festzustellen, wobei es dann eine 
geringere Energie als die Höhe der Schwelle besitzt. 

Die Auffindung des Teilchens innerhalb der Schwelle ist tatsächlich möglich, 
auch wenn E< U„. Denn wenn man die möglichen Werte der Koordinate vorgibt 
(indem man sie aufein gewisses Gebiet beschränkt), so entsteht nach der Unschärfe- 
relation eine zusätzliche Impulsschwankung (Ap2), sodaß man nicht mehr behaup- 
ten kann, daß bei dieser Fixierung der Lage des Teilchens seine Energie noch gleich 
E ist (vgl. $$ 14, 15.) 

Aus der Formel für den Durchlässigkeitskoeffizienten folgt, daß die Teilchen 
merklich nur in eine Tiefe ! eindringen, die durch die Gleichung (94,23) bestimmt 
wird. Um das Teilchen innerhalb der Schwelle festzustellen, müssen wir seine 
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Koordinate mit der Genauigkeit Ax < ! fixieren. Dann entsteht aber unvermeid- 
lich eine Impulsschwankung 
u h2 h2 


44x? 4m 


Setzen wir hier 2? aus (94, 23) ein, so finden wir 


Ap? 
2u 


d.h. die Änderung der kinetischen Teilchenenergie, die durch die Messung ver- 
ursacht wird, muß größer sein als die Energie, die dem Teilchen bis zur Höhe U„ 
der Schwelle fehlt. 


Zur Veranschaulichung unserer Behauptung bringen wir ein Beispiel: Wir nehmen an, wir 
wollten die Koordinate eines innerhalb der Potentialschwelle befindlichen Teilchens dadurch 
bestimmen, daß wir ein schmales Lichtbündel in einer auf die Bewegungsrichtung des Teilchens 
senkrechten Richtung senden. Wird das Bündel gestreut, so bedeutet das, es ist ihm ein Teilchen 
begegnet. 

Wie vorhin erklärt wurde, muß unsere Meßgenauigkeit so sein, daß Ax < list. Andererseits 
kann man kein Lichtbündel herstellen, dessen Breite kleiner als die Wellenlänge A ist. Daher ist 
Az > A, und demzufolge muß die Wellenlänge kleiner als / sein, d.h. 


>Un—E, (95, 1) 


nn en 


DaA=—,wovdie Frequenz der Lichtechwingungen und c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, 
so folgt lerne. daß 


Ry2 > 2uc (Um—E). 


Die in der nichtrelativistischen Mechanik vorkommenden Energien müssen kleiner sein als die 
Ruhenergie uc? des Teilchens. Daher ist 


hv> Un—E; (95, 3) 


d.h. die Energie der im Lichtbündel angewandten Lichtquanten muß größer sein als die Differenz 
zwischen der Höhe der Potentialschwelle und der Teilchenenergie. 

Dieses Beispiel zeigt, daß für die Koordinatenmessung Vorrichtungen mit hinreichend großer 
Energie angewandt werden müssen, um das Teilchen lokalisieren zu können. 


$ 96. Die kalte Emission von Elektronen aus Metall 


Legt man an ein Metall als Kathode ein starkes elektrisches Feld an (der Größen- 
ordnung 10®Volt/cm), so entreißt ihm dieses Feld Elektronen: es entsteht ein elek- 
trischer Strom. Diese Erscheinung hat die Bezeichnung ‚‚kalte Emission‘ erhalten. 
Sie läßt sich auf der Grundlage der Quantentheorie des Teilchendurchgangs durch 
eine Potentialschwelle und dabei in ihren allgemeinen Zügen in Übereinstimmung 
mit der experimentellen Erfahrung deuten. 

Wir untersuchen in diesem Paragraphen die Theorie dieses Effekts, die eine der 
einfachsten Anwendungen der Theorie des Durchgangs durch Potentialschwellen 
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darstellt. Wir betrachten zunächst das Bewegungsbild der Elektronen im Metall bei 
fehlendem äußerem Feld. 

Um ein Elektron dem Metall zu entreißen, muß eine gewisse Arbeit aufgewandt 
werden. Die potentielle Energie des Elektrons ist somit im Metall geringer als außer- 
halb des Metalls. Diese Tatsache können wir am einfachsten ausdrücken, wenn wir 
die potentielle Energie U(x) des Elektrons im Metall gleich Null und außerhalb 

gleich U > 0 annehmen, so daß die 'po- 

U) tentielle Energie die in Abb. 66 darge- 

stellte Form erhält. Indem wir auf diese 
Weise den wirklichen Verlauf der poten- 
tiellen Energie schematisieren, arbeiten 
wir im Grunde genommen mit dem mitt- 
leren Feld im Metall. Denn in Wirklich- 
keit ändert sich das Potential innerhalb 
des Metalls von Punkt zu Punkt mit 
einer der Gitterkonstanten des Kristalls 
gleichen Periode. Unsere Näherung ent- 


Abb. 66. Das Feld an der Grenze des Metails. 
Die ausgezogene Linie bei fehlendem Außenfeld, 
die gestrichelte bei vorhandenem Außenfeld Z. 
Bei vorhandenem Feld bildet sich die Schwelle 


spricht der Hypothese freier Elektronen. 
Denn da U(x) = 0, so bestehen im Me- 
tall keine Kräfte, die auf das Elektron 


OBC. 


wirken. 

Wir können hier die Frage, inwieweit 
eine solche Näherung zulässig ist, nicht behandeln!). Wir beschränken uns auf 
den Hinweis, daß die Betrachtung der Elektronen im Metall als frei bewegliche 
Teilchen (,‚Elektronengas‘‘) viele Erscheinungen in Metallen erklärt und daher 
innerhalb gewisser Grenzen gerechtfertigt ist. Die Energieverteilung der Elektronen 
dieses Gases ist so, daß die große Mehrheit der Elektronen die Energie E<C 
besitzt (bei absoluter Temperatur Null füllen die Elektronen sämtliche Energie- 
stufen von E=0 bis E=.,<( aus, wo &, die sogenannte Grenzenergie ist 
(s. $116). Den Elektronenstrom, der aus dem Metallinnern an die Oberfläche 
tritt, bezeichnen wir mit J,. Da die Elektronen die Energie E < C besitzen, wird 
dieser an dem an der Grenze zwischen Metall und Vakuum bestehenden Poten- 
tialsprung total reflektiert. 

Wir stellen uns nun vor, wir hätten ein elektrisches Feld in Richtung auf die 
Metalloberfläche eingeschaltet. Dann wird zur potentiellen Energie U (x) des Elek- 
trons (Abb. 66) die potentielle Energie — e|&| x (— e bedeutet die Elektronenladung) 
des Elektrons im konstanten Feld € hinzutreten. Die gesamte potentielle Energie 
des Elektrons wird jetzt gleich | 


U’(x) = 
U’(x2)=0 


x) —e|l&]jr = 


C—elElx(x> 0), 96,1) 


(2 <0). 
Die Kurve für die potentielle Energie erhält damit eine andere Form. Sie ist in 
Abb. 66 gestrichelt dargestellt. Wir bemerken, daß innerhalb des Metalls kein star- 


kes Feld erzeugt werden kann. Die Änderung von U (x) wird also nur außerhalb des 
Metalls vor sich gehen. 


t) Siehe z. B.: [5] 
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Wir sehen, daß sich eine Potentialschwelle bildet. Nach der klassischen Mechanik 
könnte ein Elektron diese Schwelle nur passieren, wenn seine Energie &# > ( ist. 
Von solchen Elektronen sind nur wenige vorhanden (sie bedingen die schwache 
"Thermoionenemission). Der klassischen Mechanik zufolge dürfte also beim Anlegen 
einer Feldspannung kein Elektronenstrom entstehen!). Ist aber das Feld stark 
genug, so wird die Schwelle sehr schmal. Wir haben es mit einer plötzlichen Ände-. 
rung der potentiellen Energie zu tun, und die klassische Mechanik ist nicht mehr 
anwendbar: die Elektronen passieren die Schwelle. 

ir wollen den Durchlässigkeitskoeffizienten dieser Schwelle für Elektronen mit 
einer Bewegungsenergie Z, längs der x-Achse berechnen. Nach (94,24) handelt es 
sich hier um die Berechnung des Integrals 


= er [U’ (x) — Ejdz, 


wo x, und x, die Koordinaten der Wendepunkte sind. Der erste Wendepunkt liegt 
(s. Abb. 66) offenbar bei x, = 0, sodaß die den Wert der Bewegungsenergie längs 
der x-Achse darstellende horizontale Gerade EZ, bei jeder Energie E, < CO’ die Kurve 
der potentiellen Energie im Punkt x = 0 schneidet. Der zweite Wendepunkt x, 
liegt, wie aus der Zeichnung ersichtlich, bei 


E,=C-elE|e. 
Daraus folgt 
Ü— Er 
e|E| ’ 


Co = 


und folglich 


e|€| 


S- = IE — el€| x — E,)da. (96, 2) 


Wir führen die Integrationsvariable & = Oö e I x ein. Dann erhalten wir 


C—E, C—- 2, 
Ban Tl Fe en (96, 3) 


Der Durchlässigkeitskoeffizient D ist also für Elektronen, die längs der x-Achse eine 
Bewegungsenergie E, besitzen, gleich 

_ 4 Vön (C— Be)? 

D(E,))= Pe er (96, 4) 


Dieser Koeffizient ist für ee E, etwas verschieden, aber da C > E,, so 


1) Senkt das Feld die Schwellenhöhe, so tritt, wenn die Höhe C” kleiner als &, wird, das gleiche 
auch nach defklassischen Mechanik ein. Aber das wird dann ein sehr großer Strom: die Elektronen 
durchbrechen als Lawine die Schwelle. In Wirklichkeit findet aber mit zunehmendem Feld eine 
allmähliche Zunahme des Stroms statt. 
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wird der (über die Elektronenenergien gemittelte) Durchlässigkeitskoeffizient 
folgende Form haben: 


Zen. Inu u: 
D=D,e \E, (96, 5) 


.wo D, und &, Konstanten sind, die von der Art des Metalls abhängen. Der Strom 
der kalten Emission wird 


0 


€ 


J(|E)=J,D=4Ae ld, (96, 6) 


sein. Diese Abhängigkeit des Stroms wird durch Versuche bestätigt!). 


8 97. Die dreidimensionale Potentialschwelle. Die quasistationären Zustände 


Der in den $$ 95 und 96 untersuchte Durchgang durch eine Potentialschwelle war 
dadurch gekennzeichnet, daß dabei von einem Teilchenstrom die Rede war, der 
aus dem Unendlichen kam und auf die Potentialschwelle traf. Im folgenden 

| (bei der Theorie des radioaktiven 

Ur) Zerfalls, der Selbstionisation von 

Atomen) werden wir Fällen be- 

| gegnen, wo es sich um einen Teil- 

0 | chenstrom handelt, der aus einem 
bestimmten Raumbereich (Atom- 


Ulm 9 | kern, Atom) kommt, der von einer 
| Potentialschwelle umgeben ist. 
YrUm f - Eine Kugel mit dem Mittelpunkt 
in 2 in O0 und dem Halbmesser r, (Abb. 
2 b 678) möge die Oberfläche sein, auf 


der die potentielle Energie U (r) den 

Abb. 67a. und b. Die einen geschlossenen Bereich um- Maximalwert erlangt, so daß für 

gebende Potentialschwelle (r < rs). r<r, die Energie U< U„und für 

r > r, ebenfalls U < U„ ist. Ein 

entsprechendes Beispiel für die Kurve U(r) bringt die Abb. 67, b. Wir betrachten 

nun den Durchgang von Teilchen durch die Schwelle, wobei sich die Teilchen 

ursprünglich innerhalb der Schwelle befanden. Nach der Annahme, daß keine von 

außen einfallenden Teilchen vorhanden sind (keine ‚„Beschießung‘‘), müssen wir 
außerhalb der Schwelle nur auslaufende Wellen voraussetzen: 

eikr 
yv=( „ k>0. (97,1) 


r 


Diese Bedingung nennen wir die Ausstrahlungsbedingung. Es ist klar, daß die 
SCHRÖDINGERgleichung 
7 CA Le ARE ı ©, (97, 2) 
9 2 u “. u i 


1) Sie wurden von LuKınskı durchgeführt. 
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in diesem Fall nur nichtstationäre Lösungen besitzen kann. Denn wenden wir den 
Erhaltungssatz für die Teilchenzahl auf eine Kugelfläche vom Halbmesser r an, so 
haben wir 
z ter 5 de= [4 r?dQ. (97,3) 
v 


Aus (97, 1) folgt: 


ih ( öy* ©&y ,\_Akjole 
"= -(v dr Dr ur nn) 
und somit 
d. hkf 
Bi RER. 2 
Fri hd ydr je d2<0, (97, 5) 
v 


d.h. die mittlere Zahl der Teilchen nimmt im Volumen der Kugel V so ab, daß y 
nicht periodisch von der Zeit abhängen kann. 

Die Aufgabe, den Austritt der Teilchen aus der Schwelle zu bestimmen, kann man 
nur lösen, wenn man von der Gleichung (97,2) ausgeht. Dabei gilt für » (r, 0) die 
Anfangsbedingung, daß die Funktion % (r, 0) nur innerhalb der Schwelle von Null 
verschieden ist (d.h. das Teilchen befand sich bei # = 0 innerhalb der Schwelle). 
Man kann jedoch auch von einer anderen Bedingung ausgehen, die in gewisser Hin- 
sicht entgegengesetzt ist. Man kann annehmen, daß der Austritt schon lange vor 
sich geht und ein beträchtlicher Teil der Teilchen sich bereits außerhalb der Schwelle 
befindet. Diese Annahme gestattet eine Trennung der Variablen r und t in der 
Gleichung (97,2). Wir setzen an: 

_,Bt 
ya)=y(de (97, 6) 


Dabei wird die Größe E komplex und kann nicht mehr als Teilchenenergie an- 
gesehen werden (siehe später). Wir nehmen ant): 


E=E, = (97, 7) 


Dann wird die mittlere, innerhalb der Schwelle im Volumen P, befindliche Teilchen- 
zahl nach (97,6) und (97,7) gleich 
Ni) = [yryar= et [y*(r) per) dr, 
v v 
d.h.: 
Nit) = et. N(0). (97, 8) 


Die Größe A werden wir als Zerfallskonstante bezeichnen. Das Einsetzen von (97, 6) 
in (97, 2) ergibt: 


h? ihA 
Br 29 + Unv=(M - Fr (97, 9) 


3) Aus (97,6) und (97,7) ist ersichtlich, daß man stationäre Zustände erhält, wenn man A = 0 
nimmt, was nach (97,5) der Ausstrahlungsbedingung widerspricht. 
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Um die grundsätzliche Bedeutung zu erkennen, untersuchen wir ein schema- 
tisches Beispiel, indem wir die in Abb. 68 dargestellte Form der Schwelle U(r) 


Abb.68. Eine Potentialschwelle, 
die ein geschlossenes Gebiet um- 
grenzt (r,) und eine einfache, 
rechtwinklige Form besitzt. 
Die Potentialkurve 0, r,, Um 


wählen. Ferner untersuchen wir der Einfachheit 
halber Zustände mit dem Bahnmoment Null: != 0. 
Setzen wir dann 

u (r) 


IN: 


(97, 10) 
so erhalten wir aus (97,9) 


12 a 
24 dr? 


+ UT(r)u= (2: = 5 u“. (97,11) 


Nach Voraussetzung über die Form von U(r) wird 
die Gleichung (97, 11) in drei Gleichungen zerfallen: 


entspricht einer Potential- v+ku=0 ((<r<e), (97, 12) 
mulde, die aus der Schwelle OR 
durch Grenzübergang r> u" ie gq’u —( (r, <r < 19); (97, 12’) 
entsteht. Z? und ZEV sind die 
Niveaus in dieser Mulde. u" +kRu=0 (n<r), (97, 12”) 
En 2 ihA 2 ihr 
a7 -5). a (97, 13) 
Die Lösungen dieser Gleichungen haben die Form: 
% =4e-ürt Behr O<r<e,), (97, 14) 
U aa +ßeer (n<r<o,), (97, 14°) 
Uyyı = weikr 4 beikr (,<r). (97, 14’) 
Aus der Bedingung der Endlichkeit von » im Nullpunkt folgt: 
4'=—-B w= 4Asinkr. (97, 15) 


Außerdem gibt die Ausstrahlungsbedingung 5 — 0 (nur auslaufende Wellen). Die 
Randbedingungen an den Grenzen r = r, und r = r, führen, wie wir im $ 94 sahen, 
zu der Gleichheit der Funktionen und ihrer ersten Differentialquotienten: 


A sinkr, a= eifı + Be-in, (97, 16) 

kA coskr, = q (ae — Be-ın) für r=rn, (97, 16’) 

nel + Be-In — aeikr:, (97, 17) 

q (wear — Be-In)=ikaetn für r=n,. (97, 17’) 


Diesmal haben wir vier homogene Gleichungen für vier Koeffizienten A, «, ß, a. 
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Daher ist es erforderlich, daß die Determinante A des Gleichungssystems (97, 16) 
und (97,17) verschwindet. Elementare Rechnung ergibt: 


A(k)= end tgkr, — ) + En + egl (fie kr, + ) —0, (97,18) 


wo l die Breite r, — r, der Schwelle bedeutet. (97, 18) ist eine transzendente Glei- 
chung für %.. Wir ermitteln näherungsweise ihre Wurzeln, wobei wir gl>1 an- 
nehmen. Dann kann in nullter Näherung das Glied mit e-2! fortgelassen werden. 
Wir erhalten 


—tskr, +1=0. (97, 19) 


Das ist genau die Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte für die Potentialmulde 
(0, 7); Um), die in Abb. 68 dargestellt ist und die man aus. der Potentialschwelle 
Abb. 68 erhält, wenn man r, — setzt. In einer solchen Potentialmulde bestehen 
(für 2 < U,„) diskrete Energieniveaus. Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 
(97, 19) mit kyı, kon: - - -» Kan; - - ., so wird die Energie dieser Niveaus nach (97, 13) 
gleich 

h2 
2 u 


E,r=—l,, n=L233,... (97, 20) 


Die Wurzeln sind reelll), wenn A= 0, und von der Größenordnung z In 


1 
diesem Fall haben wir stationäre Zustände vor uns. Bei einer endlichen Breite der 
Schwelle verhält sich die potentielle Energie so, daß U(r),_,. < E wird und daß 
wir anstatt des diskreten Spektrums (97,20) ein kontinuierliches erhalten. Die Aus- 
strahlungsbedingung wählt jedoch aus dem kontinuierlichen Spektrum Niveaus aus, 
die nahe an EP liegen, aber sie werden jetzt nicht mehr stationär sein (A, + 0). Bei 
kleinen A, werden sie nahezu stationär. Das sind die quasistationären Niveaus, die 
im $ 66 erwähnt wurden. Wir wollen die Größe A,, die wir als klein betrachten, er- 
mitteln. Dazu entwickeln wir das Glied mit e@ in (97, 18) nach Potenzen von 
Ak=k— k,, wo k, eine der Wurzeln der Gleichung (97,19) für stationäre 
Zustände der Potentialmulde ist, und setzen in das Glied mit e-@ die Größe k = k,. 
Dabei bemerken wir, daß 


Wir erhalten dann: 


zen et In + Z + a + gr) Ak+- 


Daraus finden wir Ak. 


!) Für eine hinreichend tiefe Mulde (Um — =) wird u — ®. Wir bekommen an Stelle von 
(97, 19) tg kr, — 0, karı =NAIN,Nn = 1; 2, 3, ... 
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Dabei können wir die kleine Korrektur für den Realteil von %, fortlassen, da 
sie nicht von Interesse ist. Der Imaginärteil dagegen wird gleich 


-2gol 
Im (k— k,) = Im (Ak) = iu — kg 


ER) wa 


Indem wir auch die kleine Korrektur zum Realteil von k in (97, 13) vernach- 


lässigen, können wir ansetzen: en = %k2. Aus (97 ‚13) erhalten wir 


(97, 22) 


Setzen wir diesen Ausdruck dem vorangehenden für A% gleich, so finden wir 


h 8k303 


e— a(g+ k)2(1 + gr)) 


e-2u1, (97, 23) 


Berücksichtigen wir, daß m die Teilchengeschwindigkeit v, innerhalb der 


Schwelle ist und k, = m -— (r, ist der Halbmesser der Mulde), so erhalten wir 
1 
aus (97, 23) und (97, 13) 


, _ 
Am te eh (97, 24) 


Diese Formel besitzt eine einfache, anschauliche Deutung. Er ist die Zahl der Stöße 


L) 
von den Teilchen auf die Innenwand der Schwelle in 1 sec und der Exponential- 
faktor der Durchlässigkeitskoeffizient. 


Wir nennen noch einige Eigentümlichkeiten der untersuchten Aufgabe. Der komplexe Wert 
a . 
des Wellenvektors f führt dazu, daß die Intensität der ausgestrahlten Welle ze kr unbegrenzt 
mit der Entfernung von der Potentialschwelle zunimmt: 


ar + <.— 


aeikr = h" 


Yıll 1 = BR = 

yııı wächst, weil nur Ausstrahlung vorhanden ist und weil sich in größeren Entfernungen 
Teilchen befinden, die schon früher die Schwelle passiert hatten, als noch die Intensität | yı |? 
innerhalb der Schwelle selbst größer war. Jedoch haben wir bei unserer Lösungsmethode nicht 
den Umstand berücksichtigt, daß die Emission in Wirklichkeit irgendwann begonnen haben muß 
(und nicht die ganze Zeit von = — = an gedauert hat) und daß zu Beginn der Emission | yı |? 
endlich war. Daher ist unsere Schlußfolgerung, daß yııı —> = für r —> ©, nicht richtig für 
a a emittierte Teilchen. Die gefundene Lösung ist nur bei kleinen r, und zwar bei 


<< 


2° gültig 
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Ferner bemerken wir, daß im Zusammenhang mit der Formel (97, 7) in der Literatur oft von 
komplexen Energie gesprochen wird. Man muß berücksichtigen, daß ein solcher Ausdruck nur 
einen rein formalen Sinn besitzt. Der von uns gefundene Zustand 


„Bit 4 


yeu)=pl)e 3 2 (97, 25) 


ist kein stationärer Zustand mit einem bestimmten Energiewert (stationäre Zustände hängen 
periodisch von der Zeit ab). 

Um die Wahrscheinlichkeit für das Auffinden irgendeines Energiewertesin diesem 
Zustand zu ermitteln, muß y (r, t) nach den Eigenfunktionen 5 (r) des Energie- 
operators H entwickelt werden. Da U (r) >0, bilden die Eigenwerte dieses Operators 
ein kontinuierliches Spektrum Os E < -+ » (vgl. $48). Setzt man 


‚Et 
y(r,t) = [ C(E)e * yr(t)dE, (97, 26) 


so ist w(E)d4E=|C(E)|?dE die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Wir können aber 
für die Berechnung von C (E) nicht die Funktion % (x, t) (97,25) verwenden, da sie 
nur für nicht allzu große r richtig ist. Wir nehmen deshalb an, daß sich % (r, #) 
im Unendlichen regulär verhält und die Anfangsfunktion y (r, 0) nur innerhalb 
der Schwelle merklich von Null verschieden ist, sodaß die Form der Funktion 
:» (r,0) der Tatsache entspricht, daß das Teilchen sich bei # = 0 innerhalb der 
Schwelle befand. Wir wollen die Amplitude « (t) ermitteln, mit der der Zustand 
y» (x, 0) im Zustand % (r, 5) vertreten ist. Wir haben 


a) = [pw t) y*(n,0)dr. (97, 27) 


Setzen wir hier % (r, i) und %* (r, 0) aus (97,26) ein und benutzen wir die Orthogo- 
nalität der Funktionen yz (r), so finden wir 


a(t) — -(-? BE) C*(B)dH = -[ = w(E)dE. (97, 28) 


Die Größe P(t) = la (t)|? gibt offensichtlich das Zerfallsgesetz des Zustands 

» (r, 0) an. Wie man sieht, wird die Form dieses Gesetzes durch die Energievertei- 
Harz w(E)dE im Anfangszustand bestimmt). 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zurück. Wir wählen % (r, 0) so, daß % (r, 0) 
= (rt) innerhalb der Schwelle und »(r,0)=0 außerhalb. Setzen wir jetzt 
Y (1, t) .aus (97,25) in (97,27) ein, so können wir das Anwachsen von %, (r) außer- 
halb der Schwelle vernachlässigen, weil dort » (x, 0) = 0 ist. Da innerhalb der 
Schwelle y (r, 0) und %» (r) übereinstimmen und wir % (r, 0) als auf Eins normiert 
annehmen, so bekommen wir 

| Bet 1 
alt)=—e » 3 (97, 29) 


I) Dieser Satz stammt von KeyLow,N.S.und Fock, W.A., Journ. exp. theor. Phys. 17,93, 1947 
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Jetzt kann man sich auf Grund von (97, 28) leicht davon überzeugen, daß w(E)dE 
gleich 


inet Le nn (97, 30) 


2n2’ 
"mn + I 


sein muß!),d.h. wir erhaltendie Dispersionsformel für die Energieverteilung.DieGröße 


AE= a nennt man die Breite des quasistationären Zustandes E,. Bezeichnen wir 


mit r= - die mittlere Lebensdauer eines Teilchens im Zustand y (r, 0) = y, (t), 


dann bekommen wir 


h 
AE-T=- (97, 31) 


als Verhältnis zwischen der Breite des quasistationären Zustands und der Lebens- 
dauer eines Teilchens in diesem Niveau. 


$ 98. Die Theorie des «&-Zerfalls 


Bekanntlich zerfallen viele radioaktive Elemente unter Emission von «-Teilchen. 
Das «-Teilchen, das eine doppelte positive Ladung (+ 2e) besitzt, wird nach Ver- 
lassen des Kerns im CovLompfeld des Atomkerns, dessen Ladung wir mit Ze be- 
zeichnen wollen, beschleunigt (unter Z verstehen wir die Kernladungszahl nach 
dem Austritt des «-Teilchens, also Z —= Z’ — 2, wenn Z’ diejenige vor dem radio- 
aktiven Zerfall ist). | 

Die große Stabilität des «-Teilchens läßt die Annahme zu, daß es innerhalb des 
Kerns als selbständiges Gebilde besteht und eines der einfachsten Bausteine dar- 
stellt?). Es ist klar, daß das «-Teilchen sich nur dann lange im Atomkern befinden 
kann, wenn ein Bereich mit einem Minimum der potentiellen Energie des «-Teil- 
chens um den Kern existiert. Die potentielle Energie des «-Teilchens im CoULoOMB- 


2 
fd Ken - x 


nimmt zum Kern hin, wie in Abb. 69 dargestellt, monoton zu. Ein Energieminimum 
in Kernnähe kann daher nur in dem Fall entstehen, wenn auf das «-Teilchen bei 
nahen Abständen außer der elektrischen noch gewisse andere Kräfte wirken. Die 
Natur dieser Kräfte ist zur Zeit noch unbekannt. Bekannt ist nur, daß sie sehr 
groß sind und nur innerhalb sehr kleiner Abstände wirken. Gerade diese Kräfte 
bedingen die Ablösung der Covromzschen Abstoßung durch eine kräftige Anzie- 
hung in Kernnähe, wie sie auf Abb. 69 durch die ausgezogene Kurve dargestellt 


‚ wo r der Abstand zwischen Teilchen und Kern ist, und 


1) Das Integral in (97, 28) kann in diesem Fall leicht durch Übergang zur komplexen Ebene 
mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden. 

2) Diese Voraussetzung ist nicht bindend. Es ist möglich, daß sich das «-Teilchen vor Verlassen 
des Kerns aus einfachen Teilchen, Neutronen und Protonen, erst bildet. Wir nehmen im 
folgenden an, daß es ständig im Kern existiert. 
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ist. Ein solches Verhalten des Potentials nennt man die Bildung einer Potential- 
mulde oder Potentialtopf. Wenn diese Kräfte vorhanden sind, wird das «-Teilchen, 
das sich im Bereich r < r,, d.h. im Feld der Anziehungskräfte befindet, lange im 
Kern festgehalten. 

Wie geht dann der «-Zerfall vor sich? Das blieb lange Zeit rätselhaft. Noch 
J.J. Tuomson nahm an, daß die von radioaktiven Elementen emittierten Teilchen 
gewissermaßen i im Potentialtopf „sieden‘‘. Von Zeit zu Zeit gewinnt eines der Teil- 
chen eineden Durchschnitt über- 
steigende Energie, überwindet die Ur) 

Schwelle, wird danach durch das 
abstoßende Feld beschleunigt und 
gewinnt eine große Energie. 

Wie aber RUTHERFORD zeigte, 
widerspricht dieses anschauliche 
Bild der Versuchserfahrung: 

RUTHERFORD beschoß Atome 
desradioaktiven Urans mit«-Teil- 
chen des ThoriumsC’. Die Ener- r 
gie der «-Teilchen des Thoriums 7 E=65:0 erg 
C’ ist gleich 13.10-* erg. Solche | 
Teilchen können nach Überwin- 
dung der Covromsschen Absto- | 
ßung sehr nahe an den Kern Or’ 
herankommen. Wir nehmen den 
Abstand der größten Annäherung 


mit r,an. Offenbar istr, jener Ab- (r,Um,r’). Diegleiche Kurve schematisch für (r, Um,7,) 
stand, bei ie die potentielle (scharfer Abfall nach r,). 


fg 4=3-10°"cm 19=6-9°"cm r 


Abb.69. Die Kurve der potentiellen Energie des 
a-Teilchens als Funktion des Abstandes vom Kern 


Bye 2 


ze Teilchens nee 
’ 2 
an ar -6 erg. Z’ ist die 
1 
Atbninaininer des Dane gleich 92. Wir Be daher r, = 3.10 -1? cm. 

Die Beobachtung zeigt, daß die Streuung dieser Teilchen ‚genauso ist, wie sie bei 
der Einwirkung eines CouLompfeldes auf ein «-Teilchen sein muß. Das bedeutet, 
daß die Kernkräfte auf das «-Teilchen erst in kleineren Abständen als 3. 10-12cm 
wirken. Die im Kern eingeschlossenen «-Teilchen befinden sich also in einem Be- 
reich, dessen Halbmesser kleiner als 3.10-1?cmist. 

Andererseits ist aber das Uran selbst ein radioaktives Element, das «-Teilchen 
emittiert. Die Messung der Energie dieser Teilchen ergab 6,6.10* erg. 


Diese «-Teilchen fliegen aus dem Kern, d.h. aus Abständen, die kleiner als 
3.10-12 cm sind. Sie müssen danach, nachdem sie im Couzomefeld beschleunigt 
wurden, eine der Potentialschwelle gleiche Energie erhalten (s. Abb. 69), jedenfalls 
eine größere als 13.10-7 erg. Das Ergebnis war aber so, als kämen die Teilchen aus 
einem Abstand r = 6.10 -1?cm. Der Versuch führte also vom Standpunkt der klas- 
sischen Physik zu einer paradoxen Situation : entweder mußte man annehmen, daß 
das CouLomgfeld nur auf die von außen einfallenden, nicht aber auf die von innen 
heraustretenden «-Teilchen einwirkt, oder voraussetzen, daß beim radioaktiven Zer- 
fall der Energiesatz nicht erfüllt wird. 
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Die Lösung dieses Paradoxons ergibt sich aus der Quantenmechanik, die zur Mög- 
lichkeit des Tunneleffekts durch eine Potentialschwelle führt, welche den Anzie- 
hungsbereich (r < r,) vom Abstoßungsbereich (r > r,) trennt. 

Dadurch wird das Paradoxon tatsächlich gelöst: Ein innerhalb des Kerns befind- 
liches Teilchen kann eine geringere Energie als die Höhe der Schwelle besitzen und 
sie dennoch durchdringen. Ein von außen heranfliegendes Teilchen dagegen kann 
infolge der geringen Durchlässigkeit der Schwelle nur in sehr seltenen Fällen vom 
Kern eingefangen werden (da seine Aufenthaltszeit in Kernnähe sehr kurz ist). Die 
Streuung der von außen einfallenden «-Teilchen wird daher durch .die CovLoMB- 
Kräfte bedingt, die vor dem Bereich der Schwelle wirken. Die angenommene geringe 
Durchlässigkeit der Schwelle stimmt mit der Tatsache überein, daß die Zerfallzeiten 
beim radioaktiven «-Zerfall sehr groß sind. 

Wendet man die Theorie des Durchgangs durch Potentialschwellen an, so kann 
man einen mathematischen Ausdruck für die Konstante A des. radioaktiven Zerfalls 
finden. Wir erinnern daran, daß diese Konstante auf folgende Weise definiert wird. 
Ist die Zahl der nichtzerfallenen Atome im Zeitpunkt # gleich N, so wird im Laufe 
der Zeit dt das Mittel der zerfallenen Atome dN gleich 


dN=—I-N-dt, N()=N (0) e*t. (98, 1) 


Um die Zerfallskonstante A zu berechnen, müssen wir die Quantentheorie des 
Durchdringens von Teilchendurch eine Potentialschwelle anwenden (vgl.den vorigen 
Paragraphen). Nach dieser Theorie muß man annehmen, daß sich das «-Teilchen 
innerhalb des Kerns im ‚„quasistationären‘‘ Zustand befindet. Bezeichnen wir die 
Geschwindigkeit des Teilchens in diesem Zustand mit %;, den Halbmesser der 
Schwelle mit r, und schließlich seinen Durchlässigkeitskoeffizienten mit D, so be- 
kommen wir 


i=—D. (98, 2) 


Es bleibt noch D zu berechnen. Infolge der komplizierteren Form der Schwelle 
erhalten wir statt (97, 24) [siehe (94, 24)]: 


R m Ar wen 
A Eng De 5 frWwe-mer (98, 3) 
0 T; 


Aus Abb. 69 ergibt sich, daß der erste Wendepunkt r, gleich r, (dem Kernhalb- 
messer) ist. Der zweite (r,) ermittelt sich aus der Bedingung 


2Ze? 2Ze2 & 
Tg — E, 72 = E . (98, 4) 
Somit ist 
2Ze: 
Ya E 
Bee ten BE 2 
= (187 [U (r) — Mar-Y|VFR zur (98, 5) 
71 To 
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Führen wir hier eine neue Variable & = iz ein, so erhalten wir 


1 
g=2Ze #[y;- 1a. (98, 5°) 


Ts 
und nehmen wir schließlich noch & = cos2% an, so können wir das angeführte Inte- 
gral berechnen: | 


(98, 6) 


2u ä r 1, 
— Zeil/ 2£. 2, =. _ 
S— Ze V = (2%, — sin 24,), CO08? u, 228 


Wir benutzen jetzt den Umstand, daß das Verhältnis 0 kleiner als Eins ist, und 
| 2 
entwickeln u, und sin 2u, in eine Reihe nach Potenzen von 2. (es genügt, sich auf 
| 2 
die beiden ersten Glieder zu beschränken). Dann bekommen wir 


5n8 
g-:r° e eyu YZr,, (98, 7) 


wo v die Geschwindigkeit weit vom Kern gleich ne ist. Der Ausdruck für die Zer- 


fallskonstante (98, 3) läßt sich also wie folgt schreiben: 


—— 2 27 
hD, , 4ne8z geht ven 
) 


Era hv 
oder 
4nez 4eyu ! hD, 
InA= - — — + Zt ing ne (98, 9) 


Besonders ausfallend ist dabei die Abhängigkeit des A von der Geschwindigkeit 
v des «-Teilchens. Diese Abhängigkeit wurde schon lange vor der Quanten- 
theorie dieser Erscheinung von GEIGER und NUTTALL experimentell gefunden. 

Ferner sehen wir, daß In A von der Atomnummer Z des Elements (Z = Z’ — 2) 
und von dem Halbmesser des Kerns abhängt. 

AusdenExperimentenistbekannt,daß die Zerfallskonstanten innerhalb sehr weiter 
Grenzen variieren: von 109 sec-1 bis 10-18 sec-1. Müßte man die A bestimmenden 
Parameter auch innerhalb dieser Bereiche variieren, so wäre die Theorie bestimmt 
falsch. Eine bemerkenswerte Folge der Formel (98, 9) ist aber, daß die Halbmesser 
in sehr engen Grenzen, etwa zwischen 5.10 -1? cm bis 9.10-1? cm liegen!), wenn man 
die Halbmesser des Kerns auf Grund der empirischen Angaben für A bestimmt. Die 
bedeutenden Unterschiede in der Größe von 4 für die verschiedenen Elemente sind 
nicht durch Unterschiede der Kernhalbmesser, sondern der Energie der heraus- 
fliegenden Teilchen bedingt. Die schwache Abhängigkeit des } von r, und die starke 
von » muß als Bestätigung der Theorie angesehen werden?). 


1) Die direkte Bestimmung des Halbmessers eines schweren Kerns auf Grund seines Trägheits- 
moments gelang vor kurzem G. D. LATYschzw. (Abh. Akad. Wiss. UdSSR 1948) 

2) Einzelheiten über die Theorie des radioaktiven Zerfalls s.:[3], Hzı, W.W., G. D. LATYsoHEw 
und M. W. PAsETSoHaniK, Nachr. Akad. Wiss. UdSSR (Ser. Phys.) XII, 732 (1948) 
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$ 99. Die Ionisierung der Atome in starken elektrischen Feldern 


Ähnlich wie ein starkes elektrisches Feld den Metallen Elektronen entreißt (kalte 
Emission, $ 96), entreißt siees auch einzelnen Gasatomen. Diese Erscheinung wird oft 
„Selbstionisation‘‘ genannt. Ihre Ursache ist zu erkennen, wenn män die Form der 
potentiellen Energie eines Elektrons im Atom bei Vorhandensein eines äußeren elek- 
trischen Feldes untersucht. Bei fehlendem 
äußeren Feld möge die potentielle Energie 
des Elektrons gleich U(r) sein. Das äußere 
elektrische Feld € verlaufe in Richtung der 
z-Achse. Dann ist die gesamte potentielle 
Energie des Elektrons gleich 


U’‘(r) = Ulr) + el@|z (99, 1} 


Wir wollen nun die Form der Potential- 
kurve längs der z-Achse untersuchen (x = y 
=(,r= |z|). Bei fehlendem äußeren Feld 
(E=0) ist U’= U (r) und besitzt die in 
Abb. 70 gestrichelt dargestellte Form. Die zu- 
sätzliche potentielle Energie im äußeren Feld 
e|€|z wird durch die Gerade aa’ dargestellt. 
Diedurch Addition entstehende Kurveder ge- 

Abb. 70. Die Zusammensetzung des samten potentiellen Energie U’ istin Abb. 70 
ni a Be a, 2 ae durch die ausgezogene Linie a’b‘ und ab dar- 
= seEwella. gestellt. Wir sehen, daß sich beim Punkt 2, 
eine Potentialschwelle bildet, die den Raum 
in zwei Bereiche teilt: den inneren 2> % 
und äußeren z < 2,. In beiden ist die potentielle Energie U’ kleiner als U’ (z,) = Un. 
Auf der Zeichnung sind außerdem auch die beiden Energieniveaus E’ und EZ’ an- 
gegeben. Ist die Energie E = E’”’> U,„, so wird das Elektron nicht mehr in der 
Nähe des Atoms festgehalten. Es wird sich in den Bereich der negativen z entfernen. 
Ist dagegen die Energie des Elektrons # = E’ < U,„, so bleibt nach den Gesetzen 
der klassischen Mechanik das Elektron innerhalb des inneren Bereichs. Es entsteht 
dabei eine dem radioaktiven Zerfall analoge Situation. 

Jetzt ist die Ursache der Ionisation der Atome durch das Feld leicht zu erkennen. 
Beim. Einschalten des Feldes entsteht eine, Schwelle, durch die die Elektronen in den 
Außenraum dringen. Ist die Höhe der Schwelle U, kleiner als die Energie des Elek- 
trons, so passieren die Teilchen diese (,‚über der Schwelle‘) auch nach der klas- 
sischen Mechanik. Daher führt auch die klassische Mechanik zur Möglichkeit einer 
Jonisation des Atoms durch ein äußeres elektrisches Feld. Der Unterschied besteht 
nur darin, daß diese Ionisation nach der Quantenmechanik. bei kleineren Feldern 
eintreten muß, als es die klassische Mechanik vorschreibt. Nach der Quanten- 
mechanik ist es für die Möglichkeit der Ionisation nicht notwendig, daß die Schwelle 
unter der Energie des Elektrons liegt. Es ist aber klar, daß bei schwachen Feldern 
die Schwelle sehr breit und ihre Durchlässigkeit sehr gering sein wird. 

Die Erscheinung der Selbstionisation kann auf folgende Art beobachtet werden: 
Wir nehmen an, wir beobachten eine Spektrallinie, diedurch den Elektronenübergang 
aus dem Zustand Z’ in den Zustand Z, bedingt ist (s. Abb. 70). Mit zunehmendem 
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elektrischem Feld wird sich diese Linie verschieben (Starkeffekt), und wenn das 
Feld schließlich eine solche Stärke erreicht, daß die Durchlässigkeit der Schwelle 
groß wird, so wird das Elektron im Zustand Z’ häufiger aus dem Atom fliegen (Ioni-. 
sation) und dabei die Schwelle passieren, als in den niedrigeren Zustand (Z,) unter 
Ausstrahlung von Licht zurückfallen. Demzufolge wird die Spektrallinie immer 
schwächer werden und schließlich verschwinden. Diese Erscheinung läßt sich an der 
BALMERserie des atomaren Wasserstoffs beobachten!). 

Um die Möglichkeit zu haben, die Wirkung verschieden starker elektrischer Fel- 
der zu beobachten, wird angenommen, daß die verschiedenen Teile der Spektral- 
linie aus dem Licht von Atomen herrühren, die sich in verschieden starken Feldern 
befinden. Im Volumen des leuchtenden Gases wächst das elektrische Feld in der dem 
Spektroskopspalt parallelen Richtung (bis zu einer Grenze, wonach es wieder ab- 
fällt). 

Wir wollen noch etwas eingehender die Bedingungen formulieren, unter denen 
eine Spektrallinie im elektrischen Feld verschwindet. Die Wahrscheinlichkeit des 


optischen Übergangs eines Elektrons in den niedrigeren Zustand sei — 2 _ @ ist die 


Lebensdauer im angeregten Zustand). Die Lebensdauer des Elektrons im en 
Zustand ist 7 = 10-8 sec. Die Wahrscheinlichkeit des Übergangs eines Elektrons in 


den niedrigeren Zustand ist dann pro Sekunde gleich -. Die Wahrscheinlichkeit des 


Tunneleffekts (der Ionisjerung) wird dann (ebenso wie bei der Berechnung des radio- 
aktiven Zerfalls) gleich der Zahl der Stöße des Elektrons gegen die Innenwand der 
Potentialschwelle je Sekunde sein, multipliziert mit dem Durchlässigkeitskoeffi- 


zienten D. Die Zahl der Stöße gegen die Schwelle ist von der Größenordnung PER 


wo v die Elektronengeschwindigkeit und r,, der Halbmesser der Schwelle, annähernd 
gleich dem Bahnhalbmesser a ist. Die Geschwindigkeit ist von der Größen- 


ordnung v= a ‚wo |E| die Energie und u die Masse des Elektrons sind. 


Daraus folgt 
an 3 = 10!%sec-!, 
e2 h3 


dE=— ‚= ei); . Folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Selbstionisation 
gleich 101% D sec -1. Damit die en überwiegt (die Bedingung für das Ver- 
schwinden der Spektrallinie) no = D.101% werden, d.h. D> 10-8. 
Die quantitative Theorie der Selbstionisation stimmt mit denVersuchsergebnissen 
gut überein?). 


1) Wir bemerken, daß die Beobachtung der durch das Feld entrissenen Elektronen in diesem 
Fell erschwert ist, da unter den Bedingungen der Gasentladung schwer festzustellen ist, auf 
Grund welcher Ursachen der Elektronenstrom zunimmt. 


2) 8.:[4] 
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$ 100. Allgemeine Bemerkungen zum Mehrkörperproblem 


Die Quantenmechanik eines Teilchens in einem äußeren Feld kann auf den Fall 
der Bewegung vieler Teilchen verallgemeinert werden. Dazu genügt es, wie in der 
klassischen Mechanik, ein System aus N-Teilchen als ein Teilchen mit 3N Freiheits- 
graden zu betrachten (ohne den Teilchenspin zu berücksichtigen; bei Berücksich- 
tigung des Spins haben wir 4N Freiheitsgrade). Alle allgemeinen Grundsätze der 
Quantenmechanik, die für ein System mit mehreren Freiheitsgraden gelten, können 
dann sofort auf ein aus N Teilchen bestehendes System übertragen werden. Trotz- 
dem bestehen hier gewisse Besonderheiten, die den Mehrteiichensystemen eigen 
sind und die eine spezielle Untersüchung verdienen. 

Unter diesen Besonderheiten sind die wichtigsten diejenigen, die für Systeme 
gleicher Teilchen zutreffen. Wir werden uns im folgenden eingehend mit ihnen be- 
fassen müssen. Die Eigenschaften von Systemen aus gleichen Teilchen bilden eines 
der bemerkenswertesten Kapitel der Quantenmechanik. Wir lassen aber vorläufig 
diese Besonderheiten der Systeme gleicher Teilchen außer acht und wenden uns 
einigen Fragen zu, die den Systemen aus beliebigen Teilchen gemeinsam sind. 

Kann man eine Teilchengesamtheit stets als ein mechanisches System mit einer 
entsprechend großen Zahl von Freiheitsgraden betrachten? Die Antwort muß nein 
lauten. Die Betrachtung eines Teilchensystems mit den Koordinaten x,, % 21; %g» 
Ya, 293 +: %w, Yn, 2x als mechanisches System mit 3 N Freiheitsgraden ist nur mög- 
lich, wenn zwischen den Teilchen keine retardierten Potentiale auftreten (oder diese 
in einer späteren Näherung untersucht werden). Anders gesagt, alle Wechsel- 
wirkungskräfte dürfen nur von den augenblicklichen Werten der sich auf unsere 
Teilchen beziehenden mechanischen Größen abhängen (z. B. von ihren Koordinaten 
und Geschwindigkeiten i im gegebenen Zeitpunkt), nicht aber von ihren Werten in 
der Vergangenheit, wie das bei retardierten Potentialen der Fall ist. Diese Bedin- 
gung ist keine Eigentümlichkeit der Quantenmechanik allein, sie gilt auch für die 
klassische Mechanik. | 

Wir wollen diese Bedingung am Beispiel der elektromagnetischen Kräfte erklären. 
Der Abstand zwischen Teilchen mit der Nummer j und dem Teilchen mit Nummer k 
sei 1,3. Dann wird die Zeit, im Laufe derer sich die elektromagnetische Störung vom 


einen Teilchen auf das andere übertragen wird, gleich = = ‚woc die Licht- 


geschwindigkeit ist. Damit die Wirkung der Kräfte als konstant betrachtet werden 
kann, darf sich der Abstand der Teilchen im Zeitraum 7 nur wenig verändern. Ist 
die relative Geschwindigkeit der Teilchen in Richtung r;z, gleich v;;,, dann ist die 


366 


$ 100. ALLGEMEINE BEMERKUNGEN ZUM MEHRKÖRPERPROBLEM 


Änderung von r;; innerhalb der Zeit r gleich Ar;, =v;ı,T7 = Ze Folglich 


lautet unsere Bedingung: 

Ye <Tjk: das heißt Yr <C. 
Die relativen Teilchengeschwindigkeiten müssen also bedeutend kleiner als die 
Lichtgeschwindigkeit c sein. Das ist stets erfüllt, wenn wir uns auf den nichtrela- 
tivistischen Bereich der Geschwindigkeit beschränken. 

Ist v — c, dann müssen wir sowohl die relativistischen wie die Quantenwirkungen 
berücksichtigen und zugleich mit den mechanischen Gleichungen der Teilchen auch 
die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes untersuchen, die die Ausbreitung 
der Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen beschreiben. 

Die dazugehörenden Fragen liegen außerhalb dieses Buches und sind auch durch 
die moderne Theorie noch nicht vollständig gelöst!). 

Solange jedoch v» &c bleibt, können wir die Quantenmechanik eines Teilchen- 
systems als die Mechanik eines Teilchens mit vielen Freiheitsgraden betrachten. 

Haben wir N-Teilchen mit den Koordinaten x, Yy,,22(k=1,2,3,...., N) und den 
Massen m;, so wird die Wellenfunktion y auch in diesem Fall eine Koordina- 
tenfunktion sämtlicher Freiheitsgrade unseres Systems und der Zeit it, d.h., eine 
Funktion mit 3N + 1 Argumenten sein?): 


y(%> Yı:?1: > Yes 2k: - - -» IN: Yn» 285 2). (100, l) 


Sie ist definiert ineinem Raum mit 3 N Dimensionen, dem sogenannten Konfigurations- 
raum des Systems. Der Name dieses fiktiven Raumes stammt daher, daß die An- 
gabe der Punktkoordinaten in diesem Raum die Angabe dreidimensionaler Koor- 
dinaten (2;, %x, 2x) für sämtliche Teilchen unseres Systems (k—=1,2,..., N)be- 
deutet und somit die Lage (Konfiguration) sämtlicher Teilchen im dreidimensio- 
nalen Raum bestimmt. Ein Punkt des Konfigurationsraumes mit 3 N Koordinaten 
(2, Y> 21: - - -» tn» Yv, 2) heißt daher Darstellungspunkt (des Systems). 
Wir bezeichnen ein unendlich kleines Volumelement im Konfigurationsraum 
mit d2: 
dQ= dx, dy,dz,...dagdyedzy...dxydyxdzy. (100, 2) 
Dann ist die Größe 
w (X Yıs?ı> +» Ts Yk) 2k, EN, Ywı 2) d2 =: vrpdQ (100,3) 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Darstellungspunkt zum Zeitpunkt t im 
Volumelement dQ2 des Konfigurationsraumes liegt, d. h. die Wahrscheinlichkeit der 
Konfiguration des Systems, bei der im Zeitpunkt i die Koordinaten des ersten 
Teilchens zwischen z,, 2, + dz, , %ı: Yı + 49, 21,2 + dz, und die des k-ten Teil- 
chens zwischen zz, 2£ + dx, Y%:: Yk + dYr, 2x, 2# + dzr usw. liegen. 
Neben dem Volumelement (100, 2) untersuchen wir noch die Volumelemente in 
den Teilräumen der Art dr, d2:;,..... usw., die durch die Formeln 


d2 = dx. dyr dz. d 2 (100, 4) 


d2= dz:. dyr dzı dz; dy; d2; 42 usw. (100, 4') 


1) 8.:[30, 16, 60]. 
2) Um die Frage nicht zu komplizieren, vernachlässigen wir den Elektronenspin. 
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bestimmt sind. Integrieren wir (100, 3) über die Koordinaten aller Teilchen mit 
Ausnahme des Teilehens k, d.h. über d 2;, so finden wir die Wahrscheinlichkeit, mit 
der die Koordinaten des k-ten Teilchens zwischen xz,, #5 + d&z, Yr, Yyk + dyı, Zks 
2; + dzx bei beliebiger Ortslage der anderen Teilchen liegen, mit anderen Worten, 
wir finden die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das k-te Teilchen sich um eine ge- 
gebene Stelle des Raumes befindet. Bezeichnen wir diese Wahrscheinlichkeit mit 
W(%k, Yk, 2x, t) so erhalten wir 


W (%r, Yk; 2, i) dar dyr der = dar dyr dzı | y*y d.2;. (100, 5) 
Auf ähnliche Art ist die Größe 


W (X, Yk, 2k; %, 9,25: i) dx, dyr d2, dx, dy,da, = 
= dr, dyı der da; dy; de, | y*ydQı, 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das %-te Teilchen sich beim Punkt xx, %r, zz be- 
findet, und das Teilchen 5 gleichzeitig beim Punkt z,, Y,, 2. Kennen wir also die im 
Konfigurationsraum gegebene Wellenfunktion y, so können wir die Wahrschein- 
lichkeit für eine gegebene Konfiguration (100, 3) des Systems, die Ortswahrschein- 
lichkeit eines beliebigen Teilchens (100, 5) und schließlich die Ortswahrscheinlich- 
keit eines beliebigen Teilchenpaars (100, 5’) usw. bestimmen. In gleicher Weise 
lassen sich nach den allgemeinen Formeln der Quantenmechanik durch Entwick- 
lung von y nach den Eigenfunktionen irgendeines uns interessierenden Operators 
auch die Wahrscheinlichkeiten für den Wert einer: beliebigen mechanischen Größe 
berechnen. | | 

Wir nehmen an, daß die Wellenfunktion y (x,,.... ., Zn, t), wie die Wellenfunktion 
eines einzigen Teilchens, der. SCHRÖDINGERgleichung 


(100, 5’) 


in (100, 6) 
öt 
genügt, wobei H hier der HamıtTonoperator des Teilchensystems ist. Dieser 
nimmt, in Analogie zur klassischen Hamıtronfunktion für ein System von N-Teil- 
chen mit den Massen m,, .- ., Mi, . . ., My: 


H= DIE + Ur (X; Yes 2k» 7) + + >23 Ur; (% > Ye» ?k> %;, Y 2j); 


k+j=1 


wo U; (kz, %k, 2x, t) die potentielle Energie des Teilchens k im äußeren Feld und 
Ur; (&r, . . .,27) die Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen % und 5 ist, 
folgende Form an: 


N 
H= Pi amrat Ux(%k, Yr, 2%; n1+ D Ur; (%x, 96, 2x, 2, Yj, 25), 
k+j=1 
(100, 6) 
‘worin 
ER LU LU 
Berry 
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Offenbar stellt der HamıtLTonoperator eine einfache Verallgemeinerung des HA- 
MILTONoperators für ein einzelnes Teilchen dar!). 

Aus der Gleichung (100, 6) folgt die Kontinuitätsgleichung für die Wahrschein- 
lichkeit wim Konfigurationsraum. Um sie zu finden, multiplizieren wir (100, 6) mit 
y* und subtrahieren davon die entsprechende konjugiertkomplexe Größe. Unter 
Berücksichtigung des Wertes, den der: Hamitronoperator (100, 6°) hat, bekom- 
men wir 


N 
„60 nn h? 1 “2 2,.% 
ih y --5 2 1 VEYy— YyVıy I 


Setzen wir 
ih 
I = 5.19 vay* — vr vıyp), (100, 7) 
wo Y,der Operator mit den Komponenten 0 2 Ka ist, so können wir die 
0% Oyr! 02 : 

erhaltene Formel schreiben: 

ow < 

= >" ur 100, 8 

Fr divz Sr = 0. (100, ) 


Diese Gleichung zeigt, daß die Änderung der Konfigurationswahrscheinlichkeit w 
durch den Strom dieser Wahrscheinlichkeit bestimmt wird. So ist $, eine Funktion 
der Koordinaten sämtlicher Teilchen (und der Zeit) und bedeutet die durch die Be- 
wegung des Teilchens & bei gegebenen Koordinaten aller übrigen (N — 1) Teilchen 
verursachte Stromdichte. Um die Stromdichte jz des k-ten Teilchens bei beliebiger 
Lage der anderen zu erhalten, muß (100, 7) über alle Koordinaten, ausgenommen 
die des Teilchens %, integriert werden: 


ik (&%, Yr, 2k; t) — (3 (X: a MESSE ZN t) dr. (100, 9) 
Dieser Strom genügt ebenfalls der Kontinuitätsgleichung, aber bereits im drei- 


dimensionalen Raum. Integrieren wir nämlich (100, 8) über d @;, so erhalten wir 


Inra- ..., 22) 19:= 5, [w. 2.2.20: Ö) EL (X, Yr, 2, 8). 


ot 
Ferner ist 
N . N 
I [ir a9 - div; Szd 2, + > [üve 3va0.. 
#1 EIk, 


Da dQ, [s. (100, 4)] gerade die Koordinaten sämtlicher Teilchen mit Ausnahme des 
Teilchens % enthält, so lassen sich die Integrale der Form [| divy Sy d@; in Ober- 
flächenintegrale verwandeln und sind, wenn yim Unendlichen verschwindet, gleich 

1»Es ließe sich auch der HamILTOXoperator bei vorhandenem Magnetfeld und unter Berück- 


sichtigung des Spins hinschreiben. Er ist gleich der Summe der HAMmıLToNoperatoren der einzelnen 
Teilchen plus Gliedern, die die gegenseitige Wechselwirkung bestimmen. 
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Null. Da im Integral div, 3, dQ, das Differenzieren und Integrieren nach ver- 
schiedenen Variablen erfolgt, so ist 


[iv Ir. d2, = div, [3.4.9 = diviie. 
Wir haben somit das Erhaltungsgesetz jedes der Teilchen 


Su eye) + divgjz (3% Ye 2x, ) = 0 (100, 10) 


bereits im dreidimensionalen Raum (z;, %r, 2x). 


$ 101. Das Gesetz der Erhaltung des Gesamtimpulses eines Systems von Partikeln 


In der klassischen Mechanik bleibt der Gesamtimpuls eines nur unter der Ein- 
wirkung innerer Kräfte befindlichen Teilchensystems konstant. Dabei bewegt sich 
der Schwerpunkt des Systems nach dem Trägheitsgesetz geradlinig mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit. Sind jedoch äußere Kräfte vorhanden, dann ist die Ände- 
rung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit gleich der Resultierenden aller auf die 
Teilchen des Systems einwirkenden äußeren Kräfte. Wir werden zeigen, daß diese 
Grundsätze der klassischen Mechanik auch im Bereich der Quantenerscheinungen 
ihre Gültigkeit behalten. Wir nehmen zu diesem Zweck einen Operator # des Ge- 
samtimpulses sämtlicher Teilchen des Systems an. Unter dem Operator des Ge- 
samtimpulses des gesamten Teilchensystems werden wir die Summe der Impuls- 
operatoren #; sämtlicher Teilchen k=1,2,..., N verstehen: 


N N: 
= In =—ih 3 ve. (101, 1) 
k=1 k=1 


Wir berechnen den Operator des Differentialquotienten des Impulses 9 nach der 
Zeit. Nach den allgemeinen Formeln der Quantenmechanik ist 


dp _ i 


u, Hm—-bE. (101, 2) 


Setzen wir hier H aus (100, 6’) ein und bemerken wir, daß $ mit dem Operator der 


1 
kinetischen Teilchenenergie T = ea 5 > mi v?; vertauschbar ist, so erhalten wir 


k=1 
N 
a_\(3 0 Do) 3 )-(Io)(Io+ I 0,)).001 2 
k=1 k+j=1 k=1 k=1 k4j=1 
Ferner bemerken wir, daß 
N N | 

103 )-( 2 U = — VYılı. (101, 3) 

k= k=1 
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N 
Schließlich berechnen wir die Vertauschung des Operators %v, mit der Wechsel- 
k=1 
wirkungsenergie der Teilchen 3 U,;. Dabei sei Voraussetzung, daß die Kräfte zwi- 
k=1 


schen den Teilchen nur von den gegenseitigen Teilchenabständen r;; abhängen, so daß 
U,;= Ur;(rr;). Dann wirken auf U,; nur jene Operatoren v;, aus der Summe 


N 
v8 ein, für die k’ = k oder k’=j, d.h. auf U; wirkt das Paar v;,—+ v;. Wir 


haben 
Ur; (VE + v5) — (Vr + 95) Un; = — Ver Ur; — V;5 Ur;. (101, 4) 
Aber es ist 
_ dUr; ._ dU%r; 10; 
V+Ü%; = ders; Vıfkj = dry; 125° 
_ dUr;  dUrzti; 
v;U1;= a ET nn 
Folglich gilt 
V3Ü4; + v;Ur;=d. (101, 5) 


Das ist der Ausdruck des Gesetzes der Aktion und Reaktion. Aus ihm folgt, daß die 
Vertauschung der Operatoren (101, 4) gleich Null ist. Wir erhalten somit: 


N 
It = Pe} Vk UL (X; Ye» 2x t), (101, 6) 
k=1 


d.h., der Operator des zeitlichen Differentialquotienten des Gesamtimpulses ist 
gleich dem Operator der Resultierenden der Kraft, die von den äußeren Feldern 
auf unser System einwirkt. 

Dieser Satz ist das Analogon zum klassischen Schwerpunktsatz. Der Unter- 
schied liegt nur darin, daß er in der Quantenmechanik nicht für die eigentlichen 
mechanischen Größen, sondern für die diese Größen darstellenden Operatoren und 
folglich für die Mittelwerte der Größen formuliert wird. 

Sind keine äußeren Kräfte vorhanden (U, = 0), so folgt aus (101, 6), daß 


»_ 


= (101, 7) 


d.h. der Gesamtimpuls eines Systems gegenseitig in Wechselwirkung befindlicher 
Teilchen bleibt bei Abwesenheit von äußeren Kräften erhalten. 

Wir erinnern, daß die Operatorengleichung (101,.7) bedeutet: 1. der Mittelwert 
des Gesamtimpulses ändert sich nicht im Laufe der Zeit, 2. auch die Wahrschein- 
lichkeiten w (p’) eines bestimmten Wertes von p’ bleiben unverändert. 
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$ 102. Die Bewegung des Schwerpunkts eines Systems von Partikeln 


Wir wollen den für die Anwendungen wichtigen Satz beweisen, daß die Bewegung 
des Systemschwerpunkts von den relativen Bewegungen der dieses System bilden- 
den Teilchen unabhängig ist. Dazu rechnen wir den Hamıttonoperator H des nur 
der Wirkung innerer Kräfte ausgesetzten Teilchensystems 


h? 
H=-.D+W, (102, 1) 
N 1 ; N 
D= SS —_v; und W= Ur;(tr;) (102, 2) 


auf neue Koordinaten um, auf die Koordinaten X, Y, Z des Systemschwerpunkts 
und 3N — 3 Relativkoordinaten. Es ist bequem, die sogenannten JAcoBIschen 
Koordinaten zu wählen, die wie folgt definiert werden: 


_ My % 


eg % — 2), 
M]% + My%g 
ie 
es Mmı + Me 2 
Da an rennen | (102, 3) 
OBER ie Ca Buniin nd L 12 BMN i 
ö mt Mm + "mM; Mr 
Mt +Mmwen, 
re fr): 
ö mt tm 
Analoge Formeln gelten auch für die y- und z-Achse: 
ae em. e 
iz my +‘ +mj Han (102, 3° 
Mt Mj2 ie 
Ö ex=2. 


= —— — U — 3,41, 
| m, +" tm en 


Diese Formeln stellen die Verallgemeinerung der üblichen Formeln für die Schwer- 

punktskoordinaten und die Relativkoordinaten zweier Teilchen dar. Die JacoB1schen 

Koordinaten sind orthogonal. Mit Hilfe des Übergangs von der Differentiation nach 

den einenVariablen zu der Differentiation nach den anderen läßt sich beweisen, daß!) 
N—ı 


D=-—7°+ = (102, 4) 
-1 09 
2 2 2 2 2 2 
= Bee ER 2 Ei (102, 5) 
En Onn On 9X: 07° 092° 


02 0? 02 | 
05 m 9% 
!) Siehe Anhang IX. 
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M ist dabei die Masse des ganzen Systems und u; die reduzierte Masse des Schwer- 
punkts der Teilchen j und 7 +1. 


N 
k=1 
u (102, 8) 
Wi j+1 
m 
und 
Auer R) 


EEE DE (102, 9) 


Aus diesen Formeln folgt, daß der HammwToxoperator (102, 1) in folgender Form 
geschrieben werden kann: 


Has wa . 2 We... En 3, 
mei Mm —vi+ re NENNE 17°. bN-1 
. 

= EN. (102, 10) 

wobei der Operator 
h2 "(02 0 9 
eg en Od 102, 11 
au sulor a) m) 


der Operator der kinetischen Energie des Schwerpunkts des gesamten Systems, und der 
Operator 


T,= — Ve (102, 12) 


der Operator der kinetischen Energie der relativen Teeilchenbewegung ist. Wesentlich 
ist, daß die Koordinaten des Schwerpunkts in der Wechselwirkungsenergie nicht 
enthalten sind. Formen wir £&,,.. ., &x-1» N: » NN-1 615 - - -»6n-ı auf belie- 
bige Relativkoordinaten g,,g, - - -, 9 -; um, so ändern wir damit den Operator 
T nicht. Daher kann man an Stelle von (100, 6’) ganz allgemein schreiben: 


h2 
H= =ay’Y’tHi (4: Ga> > I3N-3)» (102, 13) 


wo H, der Huamzzroxoperator der Relativbewegung ist und die Schwerpunkt- 
koordinaten nicht enthält. Ferner erhalten wir auf Grund von (102, 9) und (101, 1) 
einen neuen Ausdruck für den Operator des Gesamtimpulses: 


I. ge (102, 14) 


ei. gr 
Tg u eg 02 


Die Wellenfunktion y werden wir als Funktion der Schwerpunktskoordinaten 
X, Y,Z under Relativkoordinaten g, ‚ 5, - - -, 93 v-3 betrachten. Die SCHRÖDINGEB- 
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gleichung mit dem Hamrtronoperator (102, 13) läßt sich separieren, wenn man 
voraussetzt: 


Y(X,Y,Z,94:9:-:-»gan—3, t) = D(X,YV,Z,t) y(q, 4a: -- -»Q50—5,0). (102,16) 


Setzt man (102, 15) in die Schröpingzzgleichung ein, erhält man 


. Oy_ hr, | 
ih yrihd, = = Pay° ®+OH,;y. (102, 16) 


Wenn wir aus dieser Gleichung ®y herausheben und getrennt die Glieder gleich- 
setzen, die von X, Y,Z und von g,, ds; - - -, 9g 3 abhängen, so finden wir zwei 
Gleichungen: 

98 h? 


„08__M _, 
ih, 5y ’’®d. (102, 17) 


nt - Hıy. (102, 18) 


Die erste der Gleichungen bezieht sich auf die Bewegung des Schwerpunkts, die zweite 
auf die relative Bewegung. Dabei ist die erste Gleichung die für die Bewegung eines 
freien Teilchens mit der Masse M. Bei abwesenden äußeren Kräften bewegt sich der 
Schwerpunkt wie ein freier materieller Punkt. Die einfachste spezielle Lösung der 
Gleichung (102, 17) ist die pe BrocLiEsche Welle 


1 — (Bi—pe X — ps Y— 92) 


®(X, Y,Z, t) = (102, 19) 


ze 
(2rch)? 


Sie ist außerdem, wie sich aus (102, 9) ergibt, die Eigenfunktion des Operators des 
Gesamtimpulses p,, ?,, P;, die zu den Eigenwerten 9, ?y, P, gehört.. & ist der 
Eigenwert der kinetischen Bewegungsenergie des Systemschwerpunkts: 


1 
Bay t put pn). 


Die Wellenlänge ) dieser Wellen ist, wie sich aus (102, 9) ergibt, ebenso wie für 
ein Elementarteilchen, gleich 


„ 2nh 2nh 
== yp = Pe+p+P, (102, 20) 
wo V die Gruppengeschwindigkeit des Schwerpunkts ist. 

Diese Schlußfolgerung ist wichtig, da sie besonders hervorhebt, daß die DE Bro- 
aLıEschen Wellen nicht irgend welche mit der Natur (z. B. der Struktur der Teilchen) 
verbundene Schwingungen sind, sondern im Quantenbereich das allgemeine Gesetz 
der Bewegung freier Teilchen oder das Bewegungsgesetz des Schwerpunkts eines 
nicht unter der Einwirkung von äußeren Kräften stehenden Systems ausdrücken. 


374 


$108. GESETZ DER ERHALTUNG DES DREHIMPULSES EINES PARTIKELSYSTEMS 


$ 103. Das Gesetz der Erhaltung des Drehimpulses eines Systems von Partikeln 


Wir setzen ein System von N Teilchen voraus und bezeichnen die Projektionen 
des Drehimpulses eines Teilchens % auf die Koordinatenachsen mit m£, m; 3 mE: 


af. 2 ö 

k__ . | KÜ 0 € 
m, = -ih (23 25) 5 (103, 1 ) 

N ö 5 
m, = (0 ,— n5,) (103, 17) 


WO %x, Yr, 2 die Koordinaten des Teilchens % sind. 
Dementsprechend bestimmen wir die Operatoren der Komponenten des Gesamt- 
impulsmoments des ganzen Teilchensystems, m,, my, m, nach den Formeln 


a k 
m.— I mt, (103, 2) 
k=1 
E k 
: 
m. = & m,. (103, 2°”) 
k=1 


Wir wollen zeigen, daß der Operator des zeitlichen Differentialquotienten des Dreh- 
impulses gleich dem Moment der auf das System einwirkenden Kräfte (genauer, 
gleich dem Operator des Kräftemoments) ist. Nach der allgemeinen Definition 
des Differentialquotienten eines Operators haben wir: 


dam, 


Der Hammronoperator H ist nach (100, €’) gleich 


N N 
n2 
u = I |- 5, +) + > On. 
k=1 


k+j=e1 


Bei der Berechnung der Operatorenvertauschung in (103, 3) müssen wir berück- 
sichtigen, daß jeder Summand mi im Operator m. nur auf jene Glieder von H ein- 
wirkt, die die Koordinaten des Teilchens % enthalten. 

Die Operatoren v} sind mit dem Operator m& vertauschbar. Wir wissen, daß wir 
den Operator der kinetischen Energie in folgender Form darstellen können: 


h? _e (mP)? Ä 
BE 1 
2my x L Imırı vn >) 
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wo T,, der Operator jenes Teils der kinetischen Teilchenenergie ist, der der Be- 


wegung des Teilchens in Richtung des Radiusvektor r; entspricht, und (m%)? das 
Quadrat des Drehimpulses des k-ten Teilchens ist. m&% ist sowohl mit T,, als auch 


’ ; . h? 
mit (mk)2 vertauschbar. Daher ist m‘ auch mit — A v7 vertauschbar. 


k 
Wir berechnen jetzt die Vertauschung von m} und U,. Wir haben: 


0.0 0. 0o\.)_ 
er 
OU, U 


Schließlich suchen wir noch die Vertauschung: 


Um mEu,=ih (vr Ft _ nt) = ;, 983 (u Bee Pe) = 


(103, 6) 


9y Orr Nr Tej 
OU,; 1 
— ih (RE Y5 — 25 Yx) en a (103, 7) 


Setzen wir (103, 6) und (103, 7) in (103, 3) ein, so finden wir: 


N N 
dm: _ OU, 5 OU, Er OU;; 1 
dt > (9 ar Pr, 30) - > (2 Y; — Yr25) Ör; ru 


k= k+j=1 


Die letzte Summe ist gleich Null, wovon wir uns sofort überzeugen, wenn wir die 
Indizies % und j vertauschen. Wir bekommen daher 


N 
dm; OU, oU, 
rd 2% (9 Fri u) (103, 8) 


Der rechts stehende Ausdruck ist nichts anderes als der Operator der Projektion des 
Gesamtdrehmoments auf die x-Achse. Auf gleiche Weise erhalten wir 


N 
u 272). ‚ 
EIER 103, 8 
N 
dm, _ OU; U; „ 
je = S (net „om (103, 8°) 


Wir erhalten somit den aus der klassischen Mechanik bekannten Satz: Die Ände- 
rung des Drehimpulses in der Zeiteinheit ist gleich dem Moment der auf das System 
einwirkenden äußeren Kräfte. Ähnlich wie der Satz vom Gesamtimpuls wird auch 
dieser Satz in der Quantenmechanik für Operatoren formuliert. 
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Ist das Moment der äußeren Kräfte gleich Null, so bleibt der Gesamtdrehimpuls 
des Systems erhalten: 
dm, dm, dm, 
dt di dt 


—0. (103, 9) 


Folglich ändern sich bei fehlenden äußeren Kräften weder der Mittelwert m,, m,, 
m, des Drehimpulses noch die Wahrscheinlichkeiten w (m,), w (m,), w (m,), einen 
bestimmten Wert für eine beliebige Drehimpulskomponente zu finden, mit der Zeit. 

Berücksichtigt man den Spin der Teilchen, dann muß der Operator des Gesamt- 
drehimpulses nach folgenden Formeln ermittelt werden: | 


N 
m. = Im, +8), (103, 10) 
a k k N 
m, = I (m, +8), (103, 10°) 
o k [19 n 
m, = Im. +s}), (103, 10”) 


wo st, s) s st die Operatoren (zweireihige Matrizen) der Komponenten des mecha- 
nischen Eigenmoments (Eigendrehimpulses) des k-ten Teilchens sind. Der Satz der 
Erhaltung des Gesamtdrehimpulses bleibt auch für diesen Fall gültig. Sind keine 
auf die Spins einwirkenden Kräfte vorhanden, so unterscheidet sich die Beweis- 
führung dieses Satzes in nichts von dem vorher gebrachten, da unter dieser Vor- 
aussetzung der HAmILToNoperator des Systems mit sämtlichen Operatoren $, ver- 
tauschbar ist. 

Da die Operatoren mi, m), mE, sh, sh, s ‚die verschiedenen Teilchen (verschiedenes 
k) angehören, untereinander vertauschbar sind, so kann man nach den bekannten 
Regeln für die Vertauschung der Komponenten des Bahnmoments (25, 5) und Spin- 
moments (58, 1) leicht die Vertauschungsregeln für den Gesamtdrehimpuls des 
Teilchensystems finden: 


Mm, — My, Mm. = ihm,, (103, 11) 
m, m, — m,m, = ihm,, (103, 11’) 
mM, M: — M;m, = ihm,. (103, 11”) 
m?m, — m,.m?—=0, (103, 12) 
m?m, — m,m?=(, (103, 12’) 
m?m, — m, m? =(, (103, 12”) 


wo m? der Operator des Quadrates des Gesamtdrehimpulses ist: 
m? = m2 + m}; + m? (103, 13) 


Weiter unten wird auf Grund dieser Vertauschungsregeln bewiesen werden, 
daß der Gesamtdrehimpuls eines Teilchensystems sich nach folgenden Formeln 
quantelt: m2—=hJ(J+1), (103, 14) 

m,=hmy, |m;| <J, (103, 15) 
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wobei .J entweder eine ganze Zahl 0,1, 2, 3 ... oder ein ganzzahliges Vielfaches 
einer halben n ; = 2 .. ., ist, je nach der Zahl der Teilchen und ihres Spins. Die 


Ungleichung |my| = J bedeutet, daßmy = J,J — 1, J—2,..., —Jist. Anders 
‚gesagt, wir haben insgesamt 2J + 1 quantenmechanische Orientierungen des 
Gesamtdrehimpulses in bezug auf eine beliebige Richtung z. 

Wir bemerken, daß J für eine gerade Zahl Elektronen stets eine ganze, für 
eine ungerade ein ganzzahliges Vielfaches einer halben Zahl ist, da ein Elektron 


halbzahligen Spin = besitzt. 
Die Komponenten (103, 2, 2’, 2’) des Gesamtbahndrehimpulses 


N 
N; = I m: (103, 16) 
k=1 
und des Gesamtspinmoments | 
N 
As = 2 % (103, 17) 
k-i 


folgen den gleichen Vertauschungsregeln wie die Komponenten des Gesamtdreh- 
impulses. Sie quanteln sich daher nach den analogen Formeln 


m2—=ML(L+1), L=0,1,2,3,... (103, 18) 

m. =hm,, |mı| <sL. (103, 19) 

mi3=RS($+1), 8=0,1,2,3,... oder 8 - a ya (103, 20) 
eng mel: (103, 21) 


Bei gegebenem Wert des Gesamtbahndrehimpulses L und gegebenem Wert des Ge- 
samtspinmoments 8 sind je nach der gegenseitigen Orientierung der Vektoren Ntz, 
und ms verschiedene Werte von J möglich. Abb. 41 S. 228 kann als Veranschau- 
lichung der Addition dieser Drehimpulse dienen. 

Offensichtlich kann J sämtliche Werte von L + 8, entsprechend der parallelen 
Orientierung von m; und mg, bis |L — S|, entsprechend der antiparallelen Orien- 
tierung dieser Vektoren, annehmen, d.h. 


J=L+8, |L+8—-1|, |L+8-2|,...,|L—-S8|. (103, 22) 


Insgesamt sind (28 + 1) Werte vorhanden. Alle Zustände mit dem gleichen L 
und $ bilden ein. Multiplett, eine Gruppe von Niveaus, die infolge der schwachen 
Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung (vgl. $ 64) benachbart liegen. 
Die Zahl der Niveaus beträgt im Multiplett, wie wir sahen, 28 +1. 

Der Gesamtdrehimpuls J des Systems, sein Bahndrehimpuls Z und Spinmoment 8 
kennzeichnen den Term des ganzen Atoms. Wie für ein Elektron (vgl. $ 64) werden 
die Terme mit Z = 0,1, 2,3,... (diesmal mit großen Buchstaben entsprechend als 
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S,P,D,F,...) bezeichnet. Rechts unten wird das Zeichen angefügt, das den Wert 
des Gesamtdrehimpulses J angibt, links oben das Zeichen, das angibt, zum wieviel- 
fachen Multiplett der Term gehört und damit gleichzeitig auch den gesamten Spin 
anzeigt. Zum Beispiel bedeutet ? F 3 den Term, für denL=3, J = = ‚S= n } 
88 8 bedeutet den Term mitL=0, J = = ‚S= = F 


Die Formel (103,15) läßt sich sofort beweisen, wenn man bemerkt, daß die einzelnen Glieder 
der Summe (103, 10”) untereinander vertauschbar sind und folglich gleichzeitig so in Diagonal- 
form gebracht werden können, daß der Eigenwert von m; gleich der Summe der Eigenwerte von 


m; + s’ ist. Aber die Eigenwerte der letzteren sind gleich A m® , wo mk eine ganze oder ein ganz- 


zahliges Vielfaches einer halben Zahl ist, je nach dem Wert des Teilchenspins. Daher ist (wir 
lassen den Index J weg): 


N 
m, = I ımk= hm, m= I mk. 
k=1 k=1 


Um die Eigenwerte von m? zu bestimmen, führen wir die Operatoren 
A=M:+im,, B=mı:— im, (103, 23) 
ein. Unter Verwendung von (103, 12) erhalten wir: 
Am, —m,A=—hA, Bm,—m,B=+hB. (103, 24) 


Wir schreiben nun diese Gleichungen als Matrizenprodukte auf, wobei wir die Darstellung 
wählen, in der »r, diagonal ist. Wir erhalten dann: 


Amt mr hm’ — hm’ Am m’ = — hAm m’ j 
(103, 25) 
Ban’ m’ hm’ —h m’ Ban’ m" = + h By’ m’’ 
oder 
Am’ m (m’ — m’ +1)=0, Br m’ (m’” — m’ — 1) = 0. (103, 26) 


Daraus folgt: die einzigen nicht verschwindenden Elemente von A und B sind An, m—ı 
und D»,m +1. Der Operator des Quadrats des Gesamtmoments m’ kann auf zweierlei Art durch 
die Operatoren A und B ausgedrückt werden, nämlich: 


m’ =-AB-+m:;—hm,, (103, 27) 
m’ = BA+m; + hm,. (103, 27) 
Daraus folgt: 
h? h\?® 
AB- m: +7 (m5) (103, 28) 
„.R: h\® 
BA=m + — (m. + 3) (103, 28°) 
Nehmen wir das Diagonalelement (m, m) dieser Gleichungen, so erhalten wir: 
h? 1\ 
(A B)mm = Am,m—ı Bn—1.m = m? + ge Rh? (m —= 5) ; (103, 29) 
h? 1\2 
(BA)mm = Bmm +1 Am +1,m = m?’ + Yuzs im + 3) £ (103, 29°) 
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Wir nehmen jetzt die Größe mM? als gegeben an. Dann sind die möglichen Werte von | m | begrenzt. 
Denn es gilt: 

m’=m; +m, +m,, 
und der Eigenwert m? + m, kann nicht negativ sein. Wir bezeichnen nun den niedrigeren Wert 
von m mit m’ und den höheren mit m”. Dann folgt aus (103, 29) und (103, 29°) (da Au, m —ı =(0, 
Bun,m—ı == 0 und Am” + 1, m’ Pemen. 0, Bam, mt + 1 = 0): 


Daraus folgt: 
Mm, 1 103, 30 
5) Fe r T’ (103, 30) 
Bere IH m? 1 pr 
en (103, 30°) 


Die Differenz m’’ — m’ + 1 ist eine ganze Zahl, gleich der Zahl der verschiedenen möglichen m, 
bei gegebenem m. Wir bezeichnen m” — m’ +1 = 2J + 1. Dann erhalten wir aus (103, 30) und 
(103, 307) | 


m? 1 
== 2 — — 
oder 
m—-MJ(J+). (103, 31) 


Infolge der Gleichberechtigung der positiven und negativen Werte von N, müssen wir m” 
gleich — m’ setzen. Das ergibt zusammen mit (103, 15’): 


1 3 
Iml<J, wm=0,+1,23..,%+J odeerm= +5,47 ...,d. 


Bei der Beweisführung verwandten wir nur die Vertauschungsregeln für die Operatoren der 
Impulsprojektionen (103,11). Da den gleichen Vertauschungsregeln getrennt für sich auch die 
Projektionen des Operators des Gesamtbahndrehimpulses (103, 16) und des Gesamtspinmoments 
(103,17) folgen, so sind damit zugleich auch die Formeln (103,18), (103,19) und (103,20), 
(103, 21) bewiesen. | 

Aus diesen Formeln und aus (103, 14) folgt, daß der Operator des skalaren Produkts 


2um, = m’— m, +m5 
die Eigenwerte 
zum, = {J(J+)—L(E+D+S($-+D), (103, 32) 


besitzt, so daß die Formel (63, 13) für ein Teilchen einen Sonderfall von (103, 32) darstellt. 
Wiederholt man die Überlegungen des $ 73, kann man leicht die Formel für die Energie eines 
Teilchensystems in einem Magnetfeld ableiten: 


a Se EEE] 


2I7 +1) 2022) 


so daß (73,23) den Sonderfall von (103,33) für ein Teilchen darstellt. Die Formel (103,33) gibt 
die Niveauaufspaltung im Magnetfeld für ein System von Elektronen (kompliziertes Atom) an. 
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& 104. Die Berücksichtigung der Kernbewegung in Atomen 


Bei der Untersuchung der Bewegung des Leuchtelektrons im Atom setzten wir 
voraus, daß der Atomkern ruht (als Mittelpunkt des Zentralfeldes). Eine solche 
Näherung stimmt um so besser, je größer die Kernmasse m ist. Unter Verwendung 
des vorhin bewiesenen Schwerpunktssatzes können wir die Korrekturen berücksich- 
tigen, die durch die endliche Kernmasse bedingt sind. Unter Berücksichtigung der 
Kernbewegung wird die Gleichung für die Bestimmung der Energie Z und der 
Eigenfunktion 7 wie folgt lauten: 


h? [02 02 0? h? (02 0° 0? 
om laitantaa)- lgatont3 aa) HOnY- a 


wo m, die Masse des Kerns, x, , %, ‚ 2, seine Koordinaten, m, die Masse des Elektrons, 
%g, Yg, 2, seine Koordinaten und r der Abstand zwischen Kern und Elektron sind: 


r=(, — + — %)’+ (2 — Ze)”. (104, 2) 


Führen wir gemäß (102, 3) die JacosIschen Koordinaten ein, so bekommen wir 


mM,c, + M,X 
en - u.=1T, a il a BREI De I 104, 3 
1 1 2% 2 m, + m, ( ) 
MYıt MaY , 
M=h-h=9, =, (104, 3°) 
Mj2, + Mg2g „ 
eig me =?2, „-—2-2Z, (104, 3°) 
ci 1 2 Ca m, + m, 


so daß £,, n,, &,, in diesem Fall die Relativkoordinaten von Kern und Elektron, 
X, Y,Z die Koordinaten des Schwerpunkts von Elektron und Kern sind. In diesen 
Koordinaten nimmt der HamıtTonoperator in der Gleichung (104,1) nach (102, 10) 
folgende Form an: 


m (ey op Me (dp op any 
3mom’oan ern OT an 


worin 


) 1U(r)P=EY, (104, 1’) 


381 


XVII. DIE EINFACHSTEN ANWENDUNGEN DES MEHRKÖRPERPROBLEMS 
Wir separieren die Variablen X, Y, Z wie im $ 102 [s. (102, 15)]: 


VXYZEyYD)=e 7 RLtmTtnn v(z, y,2). (104, 5) 


Diese Lösung bedeutet die freie Bewegung des Atomschwerpunkts mit dem Impuls 
Pz, Py, Pr. Für die die Relativbewegung beschreibende Funktion % (z, y,2) er- 


halten wir: 
h? (0? Or y > 
er An 72) + Ulr)y=ey, (104, 6) 
wo 
p D: 104, 7 
e=E-,%: K=E:+5%: ( ’ ) 


Die Gleichung (104, 6) entspricht der Gleichung für die Bewegung eines Teilchens 

mit der Masse v in einem gegebenen Kraftfeld U(r). ehat die Bedeutung derinneren 

Atomenergie (der-Energie der Relativbewegung), und die Gesamtenergie E setzt 
2 


sich aus der Eüärgie e der Relativbewegung und der kinetischen Energie Sr des 


Atomschwerpunkts zusammen. Als wir das Problem der Bewegung des Elektrons 
im Atom lösten, hatten wir es mit derselben Gleichung wie (104,6) zu tun, nur daß 
an Stelle der reduzierten Masse u die Masse des Elektrons stand. Wir brauchen da- 
her nicht mehr das Problem der Elektronenbewegung im Atom unter Berücksich- 
tigung der Kernbewegung neu zu lösen. Um jetzt e und % (x, y, 2) zu finden, genügt 
es,in allen bisherigen Formeln die Elektronenmasse durch die reduzierte Masse u zu 
ersetzen. Da die Kernmasse m, beträchtlich größer als m, ist, so folgt aus (104, 4), 
daß u == m,, sodaß die durch die Kernbewegung verursachten Korrekturen von 
eund y klein sein werden. Betrachtet man die Kernmasse als unendlich groß, dann 
ist u = m, (der Elektronenmasse). Unter dieser Voraussetzung fanden wir im $ 50 
den Wert der RypsErekonstanten-2 (wir werden sie jetzt mit R. und die Elek- 
tronenmasse mit m, bezeichnen) gleich 

... etm, 

R. = PIEr (104, 8) 
Wir sehen, um den wirklichen Wert der Rypserekonstanten, die die optischen Fre- 
quenzen eines sich im CovLomgfeld bewegenden Elektrons bestimmt, zu erhalten, 
muß man m, durch die reduzierte Masse u ersetzen. Da u für verschiedene Atome 
verschieden ist, gestattet dies, aus Spektralbeobachtungen die Masse des Elektrons 
zu finden. Das wurde von Houston durch genaue Messungen der Linien H, und 
H, des Wasserstoffs und ihren Vergleich mit den entsprechenden Linien des Ions_ 
He*+ getan. Sie ist z. B. beim Wasserstoff für H,die Frequenz vn gleich 


1 1 5 
a = Ra 5-3) 


wo Ry die RypBErakonstante für Wasserstoff ist. Beim Heliumion erhalten wir für 
den gleichen Quantenübergang 
1 1 20 
ve = 4 Re | — 5) = 
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wo Rn. die Rypserekonstante für He* ist. Der Faktor 4 tritt hier deswegen auf, 
weil die Größe der Atomterme (s. $50) dem Quadrat Z? der Kernladung propor- 
tional ist. Die Kernladung des Heliums ist aber doppelt so groß wie die Kernladung 
des Wasserstoffs. Aus den vorigen Formeln folgt: 


1 
4 Ye Sz Yp — 
ge wu, (104, 9) 


Ya Ku 


WO ,, und u,, die reduzierten Massen des Heliumions und des Wasserstoffs sind. 
Nach (104,4) haben wir: 
l 1 1 1 1 1 


En ER (104, 10) 
UH Ma Me EHe Müe + Me 


wo mn die Masse des Wasserstoffkerns, mp. die des Heliumkerns ist. Setzen wir das 
in die vorhergehende Formel ein, so bekommen wir 


Mae — Mu , Mg 


2 Mae + Man Mu 


(104, 9) 


Wir ersehen daraus, daß wir nach spektroskopischer untl von y bei be- 
kannten Atomgewichten von H und He das Verhältnis — ni d.h. das „Atomge- 


H 
wicht‘‘ des Elektrons berechnen können, da wir die Atomgewichte von H und He 
kennen. Auf diesem Wege fand Houston 
A 0,000 548, Bm 1838,2 + 1,8. (104, 1) 
My Mg 


Dieser Effekt bietet auch eine Möglichkeit, die Masse von Isotopen zu bestimmen; 
denn die den gleichen Quantenübergängen entsprechenden Linien sind infolge des 
Unterschieds der reduzierten Massen bei den verschiedenen Isotopen etwas ver- 
schieden. Auf diese Weise wurde die Masse des schweren Wasserstoffkerns (des Deu- 
terons) zu m, = 2Mn bestimmt. 


$ 105. Schwingungen kleiner Amplitude in einem System von Partikeln 


Wir untersuchen zuerst ein System aus zwei gleichen Teilchen, die kleine Schwin- 
gungen ausführen. Wir bezeichnen die Schwingungsweite des ersten Teilchens mit 
x, und die des zweiten mit x,. Für kleine Schwingungsweiten kann die potentielle 
Energie U(x,, x,) in eine Reihe entwickelt werden: 


U (2,2) = ge + ope +12, +. (105, 1) 
Hier ist u die (für beide gleiche) Masse der Teilchen, w,die Schwingungsfrequenz bei 


fehlender Wechselwirkung und A x, x, die Wechselwirkungsenergie der Teilchen (für 
kleine x, und 2,). 
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Der Operator der Gesamtenergie der Teilchen mit der potentiellen Energie (105,1) 
lautet: 
h? 0° uuoo h? 0°? 


w 
H=-—.,54t 77 2 —_ at ER + Anz. (105,2) 


Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, daß man für ein Teilchensystem mit 
kleinen Schwingungen, die sogenannten ‚Normalkoordinaten‘“ g,,g, einführen 
kann, in denen die potentielle Energie U sich als Summe der Quadrate von g,, 9 
und die kinetische Energie als Summe der Quadrate der entsprechenden Impulse 
ausdrückt, sodaß. wir es mit zwei unabhängigen Normalschwingungen zu tun haben. 
In dem von uns untersuchten Spezialfall sind diese Normalkoordinaten mit x, und 
X, durch die Formeln 


1 
= Y2 to %= 75 (dı — 9) (105, 3) 


verknüpft. Diese Eigenschaft der Normalkoordinaten bleibt auch in der Quanten- 
mechanik erhalten. Wir führen nun in (105, 1) an Stelle von x, und x, die Normal- 
koordinaten q, und g, ein. Dazu bemerken wir, daß 


2 nn Wenn are 

9 909g, 9, 09q y2 \98 9a)’ 

9y 1 /(O°y V55 Op 
2\0.2 ei PERRER 

6) 


und ähnlich auch 


92 u O:y 2 
02 368 PEYI er) 
Danach gilt: 
Yu Hy, Hy 
a T dg er 
Auf Grund dieser Gleichung erhalten wir: 
52 [02 0?\ uw „ , 4@% , 
u lat at et (108, 4) 
ur=uß+A wß=un — 1. (105, 5) 


Aus (105, 4) folgt, daß der HAmILToNoperator zweier gekoppelter Oszillatoren 
sich in Normalkoordinaten als die Summe der beiden HAMILToNoperatoren zweier 
unabhängiger Oszillatoren, eines mit der Frequenz w,, das andere mit der Fre- 
quenz w, darstellt. (Analog wie in der klassischen Mechanik.) 

Wir suchen nun die Energieniveaus und die ihnen entsprechenden Eigenfunk- 
tionen des Systems gekoppelter Oszillatoren. Da der Operator die Koordinaten g, 
und 9, enthält, müssen wir die Wellenfunktion y als Funktion von qg, und g, be- 
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trachten. Die ScHRÖöDINnGERgleichung für die stationären Zustände unseres Sy- 
stems hat dann die Form: 


_kory ua, ne 


SIT Mu TS u 77 7 ae Ey= Ey. (105, 6) 


Die Gleichung ist leicht durch Separation der Variablen zu lösen. Dazu setzen 
wir an: 


y (915 92) = Yı (Qı) * Ya (92) (105, 7) 
E=E,+E,. (105, 8) 


und 


Setzen wir (105,7) und (105,8) in (105,6) .ein, dividieren wir das Resultat durch 
%, (91) %g (95) und setzen wir die von g, und g, abhängigen Glieder der linken Seite 
getrennt für sich den entsprechenden Konstanten Z, und E, gleich, so bekommen 
wir: 


h?2 0° (ww 
au ar —qy = By. (105, 9) 
h? 0? w2 h 
<ag tr im-Bm (105, 9) 


Die erste dieser Gleichungen ist die Gleichung für den Oszillator mit der Frequenz 
@,, die zweite für den Oszillator mit der Frequenz w,. Die Eigenfunktionen der 
Gleichungen (105, 9) sind daher 


& 
Ym, (91) - ea = Hu, (&,) (& -V n) (105, 10) 


und die Eigenwerte 


1 
En, = hw, (m +5) 9 N, = 0, l, 2, ... (105, 11) 


Auf ähnliche Weise finden wir für Gleichung (105, 9’): 


on ,— | 
Yn. (92) - je € SH, (£,) (a- == Ve.) > (105, 10’) 
Eh (m +7). n,—=0,1,2,3,... (105, 11°) 


Daraus folgt, daß die Eigenfunktionen der Ausgangsgleichung (105, 6) die Form 
Unınz (91> ) — Um (9:) Un (9.) (105, 12) 
besitzen und die entsprechenden Eigenwerte des Energieoperators gleich sind: 
1 / 1 
Ey,n, = ho, [m -F 5) +hu, [r + 5) : (105, 13) 
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Die Nullpunktsenergie des Systems ist gleich 


ho, , hw, 
En u ae (105, 14) 


Die Wahrscheinlichkeit, die in den Intervallen g,, 9, + dq, 92: 9& + dg, liegenden 
Normalkoordinaten zu finden, ist gleich 


w(g,, 95) dgı dl = Yan, (9, 9) 49 dan. (105, 15) 


Wollen wir die Wahrscheinlichkeit dafür ermitteln, daß die Teilchenkoordinaten 
in den Intervallen &,, x, + dx und x,, %, + dx, liegen, so brauchen wir nur die 


Gleichung 
dgı 895 = dx, dis, 


zu berücksichtigen und in (105,15) q, und g, durch x, und x, darzustellen. Wir be- 
kommen dann: 

1 1 

w (X, %) dr, de, = Yon 7 (%, + %)» 75 (x, — =) dx, dx. (105, 16) 


e} 


Entsprechende Resultate erhalten wir für ein System mit einer beliebigen Zahl von 
Freiheitsgraden. Nehmen wir an, wir hätten N-Teilchen, die kleine Schwingungen 
um die Gleichgewichtslage ausführen. Wir bezeichnen die Schwingungsweiten des 
Teilchens k mit x;, %x, 2. Dann ist die potentielle Energie gleich 


ı X 

9: PAuı 13:%% + Br yıyı + Cr 42 + Drei yet | (105, 17) 
+ E46 + Fayıza)+°"* 

wobei die Größen A;r, Bir, Orr, Dix, Bir, Fir die zweiten gemischten Ableitungen 

nach der potentiellen Energie sind. So ist z. B. 


0?U 


nd 


Aus der klassischen Mechanik ist bekannt!), daß wir in diesem Fall Normal- 
koordinaten g,,s—=1,2,...,3N soeinführen können, daß die Hamıtronfunktion 
in eine Summe von HamiıtTonfunktionen harmonischer Oszillatoren zerfällt. 

Die Normalkoordinaten g, und die kartesischen &;, %x, 2, sind miteinander 
durch die orthogonale Transformation 


9: = (Xu + Ber ya + Yarza), S= 1 2,...,3N (105, 18) 


1) Siehe z. B.: [10]. 
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verbunden, wo &,x, Psk, Ysr die Transformationskoeffizienten sind. In den Normal- 
koordinaten g, transformiert sich der HAMILTONoperator unseres Systems 


N N 
Ro .\ 1 
2-3 (2, 0)t3 N (dust... + Fam) (108, 19) 


ok=1 
in die Form 


3N 2.22 2 
h? o 
H— (- — + Se, ) (105, 20) 


wo u eine gewisse effektive Masse und w, die Frequenz der Normalschwingungen ist. 
Die SCHRÖDINGERgleichung für stationäre Zustände erhält die Form 


3N 2 22 2 
ho uU o\|, 
2 (- 2u0g 2 2) e. (9- Ga. +5 3 y) = (105, 21) 


— EV (9 Q9> Se ., Q3N)- 


Stellt man Y als Produkt von Funktionen je von g,, 93; - - -, Jan dar, so zerfällt 
diese Gleichung offensichtlich in 3N-Gleichungen für 3N unabhängige Oszilla- 
toren. Die Gleichung für den Oszillator mit der s-ten Normalschwingung wird dann 
lauten: 


Mr ödylg) , mo 


Tr TE EL ee A) (105, 22) 
Daraus folgt | 
4 - N 
w, —te? w | 
Un = Eee "Hu (&,) (#-Y Boa), (105, 28) 
/ 
De non +4) ned l2 = (105, 24) 


Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des gesamten Oszillatorensystems sind ge- 
geben durch die Ausdrücke: 


YUnne... Ns...NngN (9; Gas «++, days» + +5 g3x8) = 


= Ynı (91) Ya (92) - - - Yu (95). Yan (gr), (105, 25) 
1\, T 
Enna... mM ...ngN === ham +4) DT + ha, (m +3)+ ... + 


1 
+ hwsy (mer a5 .) 3 (105, 26) 


WON], Ngy 9 Ng, - - », N, ganze positive Zahlen einschließlich Null darstellen. Die 
Nullpunktenergie des Systems ist gleich: 


Ban tat tat tom). (105, 27) 
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Setzt man alle möglichen Zahlen von n, in (105, 26) ein, so erhält man alle Energie- 
niveaus des schwingenden Teilchensystems. Aus (105, 26) folgt, daß es für die Er- 
mittlung dieser Niveaus genügt, die Frequenzen w, der Normalschwingungen zu 
kennen. 

Als Beispiel von Systemen mit Energieniveaus der Form (105, 26) können Mole- 
küle und feste Körper dienen. In beiden vollführen die Atome kleine Schwingungen 
um die Gleichgewichtslage!). 

Wir bemerken, daß bei großen Schwingungsamplituden die höheren Glieder in 
der Entwicklung der potentiellen Energie berücksichtigt werden müssen, und zwar 
die Glieder der Form 
ande “ya '" usw. 

Die Schwingungen erfolgen dann nicht mehr linear. Unsere Resulate besitzen dann 
nur mehr genäherten Wert. Die Formel (105, 26) z. B. gilt nur für kleine Quanten- 
zahlen n,. 


$ 106. Die Bewegung von Atomen in einem äußeren Feld 


Wir wollen nun die Bewegung eines Teilchensystems (Atoms oder Moleküls) i in 
einem äußeren Kraftfeld untersuchen. Wir beschränken uns dabei auf zwei Teilchen 
mit den Massen m, und m, und den Koordinaten x, , Y,, 2, und x,, %g, 2a 

Die Verallgemeinerung für den Fall einer größeren Teilchenzehl. ist, selbstver- 
ständlich. | 

Wir bezeichnen die Wechselwirkungsenergie der Teilchen mit W(2, — 2,, 
Yı — Ya 21— 25), die Energie des ersten Teilchens im äußeren Feld mit U, (x, , 49,2) 
und die deszweiten mit U, (x,, %,, 2,). Die Schaöpingergleichung für die Wellen- 
funktion Y(z,, % 21, %g> %g, 2,, £) des Systems hat die Form 


2 2 
ES ar N EP HOP HUPHWP. (106,1) 


0 2m, 2m 
Wir führen in diese Gleichung an Rn der Teilchenkoordinaten z,, 4,2, und 
%g, Ya» 29 die Schwerpunktskoordinaten X, Y,Z und die Relativkoordinaten x, y,2 
ein[s. (104, 3). Transformieren wir (106,1) auf diese neuen Koordinaten und berück- 
sichtigen wir, daß 
= X+tyt, W=X— pr, 


Yy=Y+tyı),; %=TY-yY%: (106, 2) 
1=2 ty, %»3=Z2—Y2; 
Mg m; 
ges. en ı 106, 3 
Yyı Mm Eu My Ya Mm, + M, ( ) 


1) Die Quantelung der Schwingungsenergie von Atomen im festen Körper finden ihren Aus- 
druck im Quantencharakter der spez. Wärme des festen Körpers, die bei hinreichend niedrigen 
Temperaturen kleiner ist, als sie der klassischen Theorie zufolge sein sollte (3k, wo k die BouTz- 
Mannkonstante ist). Die spez. Wärme des festen Körpers nimmt nämlich mit fallender Tem- 
perstur proportional 7’? ab. Die Berechnung der spez. Wärme eines festen Körpers auf Grund 
der Quantentheorie ist in fast allen Lehrbüchern der statistischen Physik behandelt. 
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so erhalten wir 


BR) Z ; i 

ha = Tom ‚7-50 Y+-U,(X+y2, Y+yıY, Ztnd)P+ (106, 1°) 
+ U,(X — Yatı ad — y)P/+W (x, Y, z)W, 

wo. 


® 02 8 ® 0 0 
vımamtrartaze Ya dt dyat de 


Wegen des bestehenden Feldes (U, und U,) können die Variablen X, Y,Z und 
x, Y, 2 dieser Gleichung nicht getrennt werden. Dadurch wird im allgemeinen die 
Untersuchung dieser Gleichung sehr erschwert. 

Nehmen wir jedoch an, daß die Abmessungen des Systems sehr klein sind. Das 
bedeutet, daß wir uns auf die Untersuchung solcher Systeme und Zustände be- 
schränken, in denen die Wellenfunktion Y mit steigendem Relativabstand 
= Ye: + y? + 2? zweier Teilchen hinreichend rasch abnimmt. Diese Abnahme sei. 
so stark, daß die Wahrscheinlichkeit, die Teilchen in einem Abstand r > a vonein- 
ander zu finden, praktisch gleich N ull ist. Dann kann a als das Maß der räumlichen 
Ausdehnung unseres Systems (z.B. als.der ‚Radius‘ eines Atoms, die „Längenaus- 
dehnung‘“ eines Moleküls usw.) betrachtet werden. 

In diesem Fall spielen in der Gleichung (106, 1’) nur jene Bereiche von x, y, z eine 
Rolle, für die r <a ist. Dann können wir U, und U, nach Potenzen von z, y, z ent- 
wickeln (wenn U, und U, entwickelbare Funktionen sind). Diese Eintwieklung 
schreiben wir in folgender Form: 


U(X+yı8, Y4yı9, Z+y2)+ Uz(X—Yar, Y—yay, Z—y22)= 
= U, (X,Y,Z)+ U,(X, VD +54r+ FE (106, 4) 
= V(Xx, Y,Z+w(X,Y,Z, %, y2)-+"""; 


wo V (X, Y, Z) die potentielle Energie des Systemschwerpunkts ist und mit w die 
x, y, z enthaltenden Glieder bezeichnet sind. Dieses Glied koppelt die Bewegung des 
Schwerpunkts mit der relativen Bewegung. Die Scurönıngergleichung (106,1') 
lautet dann: 


„oy h? h 
ih, = - PITAZ; +-V(X, Y, 2) v4 2,2 y, n) vı (106, 5) 


+wW(X,Y,2,2,y,2)Y. 


se fehlendem äußerem Feld mögen die Eigenfunktionen der inneren Bewegung 
yo (x, Y,2) und die Energieeigenwerte E} sein. Offenbar ist ” die Lösung der 
Gleichung 
h2 
= v2y0 --W (x, y, 2) y= Ei yV. (106, 6) 
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Berücksichtigen wir nun den Einfluß des äußeren Feldes, so tritt zu dieser Gleichung 
das Glied w (X, X,Z, x, y, z) hinzu, und wir erhalten die Gleichung 


2 
ar ee, Y, 2) Yy-+ w(X, Y,Z, T, y,2)y=Evy. (106, 7) 


2: fl 
In dieser Gleichung sind die Schwerpunktskoordinaten X, Y, Z als Parameter ent- 
halten. Von ihnen werden somit sowohl die Wellenfunktion als auch die Eigenwerte 
dieser Gleichung abhängen. 
In vielen Fällen läßt sich w (X, Y,Z, x, y, z) als Störung betrachten. Das ermög- 


licht die Lösung der Gleichung, wenn die Lösungen von (106, 6) bekannt sind. Wir 
bezeichnen die Eigenfunktion der Gleichung (106, 7) und ihre Eigenwerte mit 


Un == Yn (2, Y; 2, X, y, zZ), En == En(X, Y, 2). (106, 8) 


Entwickeln wir jetzt y (x, y, 2, & Y,Z,t) nach den Eigenfunktionen %y,„, so er- 
halten wir 


Piz, Y:; X, Y; Z, t) = o,(X, Y, Z, £) Yn (x, Y; 2, X, 7, 2). (106, 9) 


Setzen wir diese Entwicklung in die Gleichung (106, 5) ein, multiplizieren wir mit 
vr (8, Yy,2, X, Y,Z) und integrieren wir über x, y, z, so erhalten wir (infolge der 
Orthogonalität der Funktionen %,) die Gieichungen für die Funktionen ®,: 


„O®d, _ # e 
ıh a == > 3M u r Din + [V (X, r, Z) — Em(X, I. 2)] D,. == 
2 (106, 9°) 
v“ 
= >M B2 (ann 9x D, 7 Dann D,) ’ 
wo 
Ann = |yEVyyn dadydz, (106, 10) 
Dun pr yn  dadyda. (106, 10’) 


Diese beiden letzten Glieder sind nur dann von Null verschieden, wenn die Funk- 
tionen y, von den Schwerpunktskoordinaten X, Y, Z abhängen. Sie bieten die Mög- 
lichkeit, das System vom einen Zustand in den anderen zu überführen. Sind näm- 
oßn’ 

Ey +0 
und im Laufe der Zeit entsteht aus dem Zustand ©, die Überlagerung (106, 9). 

Hängen die y, nicht von X, Y,Z ab, dann sind a„„ und by. gleich Null. Ist diese 

Unabhängigkeit wenigstens annähernd vorhanden, so können wir die Größen ann 
und b»n in (106, 9’) vernachlässigen, und wir erhalten dann 


lich bei i = Oalle®,, = Omit Ausnahme von d, + 0, so wird bei {= 0 auch 


‚,9®n _ _R® 


=-5y VZPa + [IV (KR Y,Z)+En(X, Y,Z)]®,. (106, 11) 
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Das ist aber die Gleichung für die Bewegung des Systemschwerpunktes in einem 
Potentialfeld mit einer potentiellen Energie 


D=-V(XVYD+E(X,Y2Z), (106, 12) 


unter der Bedingung, daß der innere Zustand des Systems der n-te Quantenzustand 
ist. Die Gleichung (106, 12) ist die gleiche wie die für die Bewegung eines materiellen 
Punktes. 


$ 107. Die Bestimmung der Energie von stationären Atomzuständen 
durch Ablenkung in einem äußeren Feld 


In diesem Paragraphen werden wir die Theorie der Versuche behandeln, in denen 
die Energie der stationären Zustände von Atomen dadurch bestimmt wird, daß man 
das Atombündel durch ein äußeres Feld ablenkt. Der wichtigste unter ihnen ist der 
Versuch von STERN und GERLACH. Gewöhnlich wird er als Versuch zur Bestim- 
mung des magnetischen Moments eines Atoms betrachtet. Eigentlich stellt er jedoch 
den Versuch dar, die Energie eines Atoms in einem äußeren Magnetfeld zu be- 
stimmen. 

Aus der Theorie der Bewegung eines Atomelektrons bei vorhandenem Magnetfeld 
($ 61) folgt, daß bei Vernachlässigung der höheren Potenzen des Magnetfelds seine 
Wirkung durch die zusätzliche potentielle Energie (61, 7) ausgedrückt werden kann, 
die der Energie eines magnetischen Dipols (des Bahn- und Spin-Dipols) i im Magnet- 
feld gleich ist. Wir können daher auch in diesem Fall die im $61 behandelte 
Theorie anwenden. Ausden Berechnungen dieses Paragraphen folgt, daß die Wellen- 
funktionen %,ım des Elektrons in der erwähnten Näherung nicht vom Magnetfeld 
abhängen und die Eigenwerte der (61, 13) gleich 


Am) (107,1) 


sind, wobei das Feld 5 homogen ist. Auch wenn es sich stetig ändert (bei makrosko- 
pischen Feldern ist dies stets der Fall), kann es noch als Funktion der Koordinaten 
X, Y, Z des Atomschwerpunkts untersucht werden, ohne die Gültigkeit von (107,1) 
zu verletzen!). Wir können daher schreiben: 


h | | 
Enım (X, Y,Z) = En + ar (m +1) H(X,Y,2). (107, 2) 


Die Wellenfunktionen %Y,ım werden von X, Y,Z nicht abhängen, da sie vom 
Feld 9 unabhängig sind. Wir haben es folglich mit dem Fall zu tun, in dem an 
Stelle der allgemeinen Gleichungen (106, 9) für die Wellenfunktionen ®, die die 
Schwerpunktbewegung beschreiben, die Gleichungen (106, 11) gesetzt werden kön- 
nen. In unserem Fall lauten diese Gleichungen: 


;n Prim _ h° 


FE >W vs Dzim+ Enim (X, Y, Z) Dim: (107, 3) 
1) Dazu genügt es, daß das Feld H sich im Atombereich a nur wenig ändert, d.h. die Bedingung 
oH,|, |0H,|, |02, 
ax’ 102 


gewahrt wird. 
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Da die Atommasse M groß ist und das äußere Feld $ sich immer stetig von Punkt 
zu Punkt ändert, so haben wir gerade jene Bedingungen vor uns, unter denen die 
Näherung der klassischen Mechanik anwendbar wird. Setzen wir 


PEEENERER SER FEERBEERUR SPERREN ‚Snim (X, Y,Z,t) 
Dam (X, Y, Z, t) == Vorim (X, Y, Z, ?) z e h (107, 4) 


9 


wo S,ım die Wirkungsfunktion und 9, ı„ die Raumdichte der Atome ist, so erhalten 
wir für S21m und 01m in erster Näherung die klassischen Gleichungen 


08 1 
I — 3M (v Snim)? + Enım (X, r; 2), (107, 5) 
Ö Onım l. 2; 
Ousn +77 iv (Onım V Snım) = 0 (107, 6) 


‚Die erste Gleichung ist die HAMILTON - Jacogısche Gleichung. Sie behauptet, daß 
sich das Teilchen auf klassischen Bahnen bewegt. Die zweite Gleichung ist die Kon- 
tinuitätsgleichung. Sie behauptet, der Teilchen- 
schwarm bewegt sich so, daß der durch einen 
beliebigen Querschnitt der von den Flugbahnen 
gebildeten Röhre fließende Teilchenstrom kon- 
stant bleibt (vgl. $ 35). 

Wir wenden uns nun der Abb. 71 zu. Auf der 
Strecke zwischen D und P möge ein längs der 
z-Achse gerichtetes Magnetfeld wirken. In D ist 
eine Blende angebracht, durch die die Atome 
eintreten. Die Spaltbreite der Blende sei AZ,. 
Das in D eintretende Atombündel wird sich auf- 
spalten. Die im Zustand mit dem magnetischen 
Moment Mn = 0 befindlichen Atome werden 
sich weiter bewegen, ohne daß eine Kraft auf 
sie einwirkt. Aus den Gleichungen (107, 5) und 
Abb. 71. Zur Theorie der Versuche (107, 6) erhalten wir das unabgelenkte Bündel. 

von STERN und GERLAOH. Die Atome, die sich in irgendeinem anderen 
Zustand mit pP, + 0 befinden, werden abgelenkte 
Bündel bilden (auf Abb. 71 sind zwei solcher Bündel dargestellt). 

Wesentlich ıst, daß sich das magnetische Moment M,, von Zustand zu Zustand 
sprunghaft ändert. Dementsprechend verteilen sich die Bündel auf dem Schirm 
(oder der Photoplatte) im allgemeinen so, daß wir entscheiden können, in welchem 
der möglichen Zustände y„ sich die Atome befinden, d.h. wir können ihre statio- 
nären Zustände ermitteln. Die den Bündeln zugehörigen Bahnen sind aus den Glei- 
chungen (107,5), (107,6) leicht zu berechnen, wenn man die Lage der Blende D, 
ihre Form und die ursprüngliche Geschwindigkeitsverteilung der Atome kennt. 

Man kann auch unmittelbar die Newronschen Gleichungen 

mx _ _ nm d?Y BE OEnim d?Z _ OEnım 


di 0X Me or ' Tar 0Z 


(107, 7} 
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anwenden. Wir nehmen an, das Magnetfeld 9 hinge (wenigstens im größten Teil des 
Abschnitts DP) nur von 2 ab. Dann erhalten wir aus (106, 7) 


X=vt+X,, (107, 8) 
Y=Y,. (107, 8°) 

1 OB, Me „ 

Zn = a 9 2? + Zo (107, S ) 


wo v die Geschwindigkeit der Atome ist. (Wir setzen voraus, daß sie sich ursprüng- 
lich parallel zur x-Achse bewegen und außerdem der Gradient des Feldes z im. 


Bereich der Atombewegung nahezu konstant bleibt.) Bezeichnen wir den Abstand 
DP mit ! und benutzen wir (107, 2), so erhalten wir die Ablenkung 


l eh dH 12 


Im = Oz rlgr 


(107, 9) 


Die von uns durchgeführte Rechnung ist nur genähert. In Wirklichkeit werden 
sich die durch die Blende tretenden Atome nicht auf klassischen Bahnen bewegen: 
das Bündel wird zerfließen. 

Um diese Erscheinung zu berücksichtigen, muß in der angenäherten Berechnung 
der Gleichung (107, 3) ein weiterer Schritt getan werden, indem man die Glieder in 
Snim Und 0„1m berücksichtigt, welche die ersten Potenzen von h enthalten (s. $ 35). 
Wir führen das hier nicht aus, sondern beschränken uns nur auf Abschätzungen. 

Die Breite des Bündels sei in der Richtung z gleich AZ,. Dann sind die Geschwin- 
digkeiten der Atome in Richtung z infolge der Unschärferelation gleich 


AZ, App > (107, 10) 


und können nicht (wie das in der klassischen Berechnung angenommen wurde) 
gleich Null sein. Ist der Mittelwert von 9, = 0, so folgt aus (107,10), daß 
AZ, Mw>h,d.h.: 
h 

1 > —————— . 107, 10° 

"> W.a42, 
Beim Durchgang durch das Feld wird im Laufe der Zeit t die Breite des Bündels 
AZ infolge der vorhandenen Streuung in den Geschwindigkeiten v, zunehmen und 
gleich 

ht 


—— 107, 11 
€: AZ, u 


417: nn Vzt > 


sein. 
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Um noch entscheiden zu können, zu welchem Zustand Z,ım’ oder E,ım das auf den 
Schirm P fallende Atom gehört, muß 


| Zum’ — Zm | >Z: 
sein, d.h. nach (107, 8°): 
* O Enım’ O Enım ht 
Sul an S W.KD 107, 12 
2M| 82 PY7 M-AZ, ( ) 
oder 
| um AZ, _ Inn 42, t>h. (107, 13) 


Da aber E,ım’ und E,ım von Z nur schwach abhängen, gilt 


ö Entm' Ö Enim 
0Z 4 = 07 AZ, 
Die Ungleichung (107,13) kann auch so geschrieben werden: 
| Enım — Enım | > h, (107, 14) 


d.h. um die stationären Zustände (Enim’ oder E„ım) des Atoms unterscheiden zu 
können, muß die Messung sich über einen hinreichend langen Zeitabschnitt t er- 
strecken: 


| Enım — nim)> 


ıL > En (107, 15) 
Zu diesem: Umstand kehren wir noch im $ 108 zurück. 

Um die Theorie der Ermittlung stationärer Atomzustände nach der Methode der 
Ablenkung von Atombündeln in einem äußeren Feld abzuschließen, untersuchen 
wir noch einen komplizierteren Fall, bei dem die ursprüngliche Wellenfunktion 
einen Zustand mit unbestimmtem Energiewert darstellt. 

Nach der allgemeinen Theorie ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung eines 
solchen Zustandes den Energiewert E, zu erhalten, gleich | c„ |?, wo c„ die Amplitude 
in der Entwicklung von y nach den Eigenfunktionen des Energieoperators ist!). 
Wir wollen zeigen, wie sich diese allgemeine Behauptung zur Energiebestimmung 
nach der genannten Methode verhält. Befindet sich das System im inneren Zu- 
stand %, (2, Y, 2), so ist die Gesamtwellenfunktion unter Berücksichtigung der Be- 
'wegung des Schwerpunkts gleich 


Y(X,Y,Z, 2,9,2)=d,(X,Y,Z) m (8%, y,2), (107, 16) 


‘wobei ©, sich aus der Gleichung (107, 3) [oder allgemein (106, 11)] bestimmt. Ist der 
Zustand y eine Überlagerung von y,, dann erhält die Gesamtfunktion infolge der 
‚Linearität der Gleichungen der Quantenmechanik die Form 


YV(X,Y,Z, x, y,2 =2 CnDn (X,Y,Z) : vn (&, 9, 2). (107,17) 
Wir messen beim Versuch nicht mnikteikes die innere Energie des Atoms, die 


1) Der Einfachheit halber bezeichnen wir sämtliche Guantenzahlen (n, 1, m) mit dem einen 
Buchstaben n. 
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uns interessiert, sondern die Lage X, Y, Z des Atoms. Wir wollen die Wahrschein- 
lichkeit dafür bestimmen, daß das Atom sich im Bereich 


X,X+dX, Y,Y+aY, Z,2+dZ 
aufhält. Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich 


w(X,Y,2)4XdYd2=dXdYazf|P|ededydz= | (107,18) 
— I |c„|?- 8, dX dYdZ2. 


Die Messung der Energie Z, des Atoms besteht darin, daß wir entscheiden, zu 
welchem der Bündel (s. Abb. 71) das Atom gehört. Jedes Bündel ist durch eine 
Funktion , (X, Y, Z) gekennzeichnet. Damit unser Versuch wirklich der Energie- 
messung des Atoms dient, müssen die verschiedenen Bündel voneinander getrennt 
sein, mit anderen Worten, die Funktionen ®, (X, Y,Z) müssen in verschiedenen 
Raumbereichen von Null verschieden sein [dazu muß die Bedingung (107, 15) 
erfüllt sein]. 

Jetzt suchen wir die Wahrscheinlichkeit w„ dafür, daß das Atom dem Bündel m 
angehört. Dazu müssen wir (107, 18) über das Volumen dieses Bündels integrieren. 
Wir bezeichnen dieses Volumen mit V,„: 


um = [w(X,Y,ZydXdYdz= 3 ||%-[|d.tdxdYdz. (107,19) 
Vm n Ym | 


Sind die Bündel voneinander getrennt, so werden alle Integrale gleich Null mit 
Ausnahme des Integrals 
On? aXdaYdz, 


Vm 
das ungleich Null ist, weil d,, auf Eins normiert ist. Somit ist 
om = |Cm |?. (107, 20) 


Aber w,, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Energie des Atoms gleich E,„ ist 
(da die Atome mit verschiedenen Energien verschiedenen Bündeln angehören). Da- 
her ist sich die untersuchte Bestimmung der Atomenergie in voller Überein- 
stimmung mit der Deutung der Größen |c, |? als Wahrscheinlichkeiten, den Wert E„ 
der Atomenergie zu finden. Dabei diente als Meßapparat das Atom selbst: die 
innere Energie E„ ergab sich aus der Lage des Atomschwerpunkts. 

Wir wollen uns noch einem wichtigen Umstand zuwenden. Wir behaupteten im 
$ 16, daß die Messung eine reine Gesamtheit stets in eine gemischte verwandelt. 
Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Verwandlung tatsächlich auch 
in diesem Fall eintritt. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit ermitteln, ein Elektron 
im Bereich des Punktes x, y, z zu finden, wenn der Ort des Atomschwerpunkts mit 
X, Y,Z gegeben ist. Wir haben: 


w(z,9,2,X,Y,2)= |Y|’= 
— ZI nem in (2, 9, 2) (&, 2) D(X, Y,Z) DB, (X.Y.Z). 


nn Mm 


| (107, 21) 
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Im Bereich, wo , und ®,„. sich überdecken, haben wir eine Interferenz der Zustände 


*%ns» Ym und für die Bestimmung von w werden die Phasen c,, ch wichtig. Für den 
Bereich, wo ®, und ®„ sich nicht überdecken (Messung!) erhalten wir 


(x, 9,2, X,Y,Z2)=|F]? =]. |? - |yn (z, Y, 2) |? |&n (X, Y,Z)|?; (107, 21’) 
| n 


d.h. die Phasen c, sind ausgefallen. Die Wahrscheinlichkeit w bildet sich jetzt in- 
kohärent aus „,, wie das für eine gemischte Gesamtheit charakteristisch ist 


(vgl. $17).. 


$ 108. Unelastische Stöße von Elektronen an Atomen. Die Bestimmung der Energie 
stationärer Zustände von Atomen durch Stöße 


Eine der einfachsten Anwendungen für die Theorie der Mehrkörperbewegung ist 
die Berechnung der unelastischen Stöße an Atomen. Stößen dieser Art begegnen 
wirin den Versuchen von FRANck und Her7z ($ 3). Wir können jedoch unsere Be- 
rechnung nicht unmittelbar bei diesen Versuchen anwenden, da wir voraussetzen 
werden, daß das stoßende Elektron eine bedeutend größere Energie als die desAtom- 
elektrons besitzt (unter dieser Bedingung läßt sich die Störungstheorie anwenden). 
Der Operator der Gesamtenergie zweier Elektronen!) hat die Form 


HA(u,.)=H(n)+H (1) +W(n,2)=H’(v,r)+ Ww (13 tg); (108, 1) 


h2 

H()= u277 vi+Uf,), (108, 2) 
h? e2 

H (1,) = — 2u v3 W (rt, t,) = Ü(r,) + mM] & (108, 3) 
2 


Hier bedeutet U(r,) die potentielle Energie des Atomelektrons im Feld des Rumpfes 


3 # 
(des Kerns und der übrigen Elektronen des Atoms). er ist die COULOMB- 


th | 
sche Wechselwirkungsenergie zwischen dem Atomelektron und dem einfallenden 
Elektron. U(r,) ist die Energie des letzteren im Feld des Rumpfes. 

Wir nehmen die kinetische Energie des von außen kommenden Elektrons als so 
groß an, daß wir seine gesamte Wechselwirkung W mit dem Atom als Störung be- 
trachten können. Die SCcHRÖDINGERgleichung für die ungestörte Bewegung hat 
dann die Form 

HP (1,2) Y’ (tn, te) = Ey® (15, te). (108, 4) 
Sie besitzt die Lösung 
Yan, (1 8) = Yen) 9, (io) (108, 5) 


2 
B= E45, (108, 6) 
1) Die Bewegung des Atoms als Ganzes können wir infolge der Größe der Kernmasse im Ver- 


gleich zur Elektronenmasse vernachlässigen. 
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wo y die Wellenfunktion des stationären Zustands des Atomelektrons ist, die zur 
Energie E) gehört, und y,, die pe BRocLIEsche Welle, die die freie Bewegung des 

einfallenden Elektrons mit dem Impuls 9, beschreibt. 
Uns interessiert der Übergang unseres Systems aus zwei Elektronen in irgend- 
einen anderen Zustand: | 
Yp (fr Fa) = U (tı) 9 (to). (108, 7) 


Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit wenden wir die Theorie der quanten- 
mechanischen Übergänge unter dem Einfluß einer zeitunabhängigen Störung ($ 83) 
an. Eine solche Störung haben wir in der Energie W (108, 3). Wir berechnen zu- 
nächst das Matrixelement dieser Störung für den Übergang n, p, — m, p. 

Es ist 


e2 
Wmp,np - [far Ay (Fı> Fa) (Um ES ee vi 2) (108, 8) 


(hier bedeutet dr,, dr, die Integration über die Koordinaten des ersten bzw. des 
zweiten Elektrons). Wir berechnen zuerst das Integral über dr,. Dazu führen wir 
ein: 

mn (H)= — ey (le) (rn). (108, 9) 


Diese Größe bezeichnen wir als das Matrixelement der Ladungsdichte für den Über- 
gang n — m. Offensichtlich ist 91 der Mittelwert der Dicehteim Zustand „9°. Wegen 


der Orthogonalität der Funktionen yP* und „ erhalten wir 
e2 
fe vn (rt) Yu (f1) | Ur) + ee = 
ı te 


Onın (t,) dr, 
|tı— tal 


(108, 10) 


= U(r,) On == = Pas (Y5) r 


Die letzte Größe kann als das Matrixelement der potentiellen Energie des stoßenden 
Elektrons (2) im Feld des Kerns.und des Atomelektrons (1) betrachtet werden. 

Ist m = n, so wird der Stoß elastisch. V,„,„ stimmt mit der Störungsenergie über- 
ein, welcher wirim $ 75 in der Theorie der elastischen Streuung der Elektronen be- 
gegneten. Setzen wir V»„ (r,) in (108, 8) ein unter Berücksichtigung von 


„Pole ‚Pla 
0.9 e Rh 
vn rer, Yp en = (108, 11) 
seh)? IT 
so erhalten wir 
W EEE, a HE Su 8), (108,12 
en aa) m = Gmnjslmnlh), (108,12) 
worin en Vektor 
= RI =5-1 (108, 13) 


bedeutet und £, und f die Wellenvektoren des Elektrons vor und nach dem Stoß 
sind. 
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Um die Wahrscheinlichkeit des Übergangs pro Sekunde aus dem Anfangszustand 
En, P2, 20, p® in den Endzustand E„, p, d2 (d2 ist das Raumwinkelelement, 


in dem die Impulsrichtung p des Elektrons nach dem Stoß liegt) zu berechnen, 
wenden wir die Formel (83, 3) an. Die Termdichte der Gesamtenergie des Systems, 
die in (83, 3) mit o (E) bezeichnet ist, wird bei uns die gleiche sein, wie für ein ein- 
zelnes Teilchen [vgfl. (82, 23)]; denn es gilt 


= 2 \esj 2) 
nl +£)-e[) 
Folglich ist 0 (E) = up. Daher haben wir nach (83, 3) und (108, 12) 


Pay, (m, PA =— Tr IFrmn (Sup dN. (108, 14) 


n Cm 


Um an Stelle der Wahrscheinlichkeit des Übergangs pro Sekunde den Wirkungs- 
querschnitt q(p,, 9,0, 9) für den Übergang p,— pP, dQ2 zu erhalten, ‘müssen wir 
die Funktionen des einfallenden Elektrons anders normieren. Und zwar müssen sie 
so normiert werden, daß der Strom durch 1 cm? pro Sekunde gleich Eins ist. 

An die Stelle von ( 108 ‚11) tritt dann: 


vn, (1) = u (108, 11’) 
wo v, die Geschwindigkeit [ 
go a 2 (108, 15) 


des einfallenden Elektrons ist. Die Funktionen (108, 11) und (108, 11’) unter- 
scheiden sich durch den Faktor 


Yu, yp, (2ch)® VE 


Da die Wahrscheinlichkeit (108, 14) die ursprüngliche Funktion im Quadrat ent- 
hält, ergibt sich beim Übergang von der Normierung (108, en zur Normierung 


(108, 11’) für einfallende Teilchen in (108, 14) der Faktor (2 ch)? Fr Damit nimmt 


0 
die Wahrscheinlichkeit P,„,, (m, p) die Dimension einer Fläche an. Da die neue Nor- 
mierung für die einfallende Welle gerade die ist, die für die Berechnung des Wir- 
kungsquerschnitts gewählt wird (für den Strom 1 Teilchen pro Sekunde durch 1cm?), 
so ist die erhaltene Wahrscheinlichkeit mit dem Wirkungsquerschnitt identisch, 
welcher damit die Form annimmt: 


Inp, (M, nan-2(zt 2) |Fnn (SER. (108, 16) 


Dabei lautet die Resonanzbedingung, die mit dem Energiesatz zusammenfällt, für 
eine zeitunabhängige Störung 


2 2 
En (108, 17) 
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Für die elastische Streuung ist m = n, p = p,, und: die Formel (108, 16) stimmt 
dann genau mit der. im $77 nach der Methode stationärer Zustände ermittelten 
überein. Für die unelastische Streuung besitzt der an F nn eine etwas andere 


Form [s. (108,12)]. Außerdem enthält qg den Faktor £ = ‚dessen Sinn leicht zu deuten 


ist. gdQ ist das Verhältnis des einfallenden zum gestreuten Strom im Winkelbereich 
dQ. Zu diesem Verhältnis der Ströme tritt das Geschwindigkeitsverhältnis, das 


gleich = ist, hinzu. Es fällt bei der elastischen Streuung fort. Man bezeichnet oft. 
0 Ren 
p mit Pan, K mit Amn = Pe Imr und schreibt dann (108, 16) in folgender Form: 


tun a) Wan timm? ER. (108,10) 


Daraus erhalten wir, wenn wir über alle möglichen Streuwinkel d.@2 integrieren, 
den Wirkungsquerschnitt für jeden Stoß, bei dem sich die Energie des Elektrons. 
um die Größe Em — E„ ändert und das Atom vom Zustand E„in E„ übergeht: 


Imn — [mn (Ö, pa. (108, 18) 
47 


Ist Z„ der Grundzustand des Atoms, so kann das stoßende Elektrcn das 
Atom nur anregen (En > E„). In diesem Fall nennt man Qnn den Wirkungsquer- 
schnitt für die Anregung des Atoms. Abb. 72 
stellt die typische Abhängigkeit dieses Quer- 
schnitts von der Energie der Elektronen dar. 
Auf Grund des Erhaltungssatzes (108, 17) 
a wu durch Messung der Energieänderung 

2 
Ta —_— ü der einfallenden Elektronen die Diffe- 
. en — E„ bestimmen und damit das 
Energiespektrum des Elektrons feststellen. Das 
geschah zum erstenmal in den FRAnck— HERTZ- 
schen Versuchen. 0 

Wenn man, wie üblich, die Grenze (m = ») Abb.’72. Die Abhängigkeit des 
zwischen dem diskreten und dem kontinuier- Wirkungsquerschnitts (On) für die 
lichen Atomspektrum bei der Berechnung der Anregung durch Elektronenstöße 
Energie des Atomelektrons gleich Null setzt, so von der Hleitronenenergie E. 
können wir durch Bestimmung jenes Energiever- 

2 2 

lustes gr on der Primärelektronen, bei dem die lonisierung des Atoms (das 
Auftreten von Sekundärelektronen) beginnt, auch die Energie des Zustands messen, 
in dem sich das Atom vor dem Stoß befand. Wir haben in diesem Fall aus (108, 17) 


Imn 


2 2 2 2 
Re er LE (108, 17°) 
| 2u 2u 
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Wir können auf diese Weise den stationären Zustand des Atoms bestimmen. Diese 
Messung unterscheidet sich von den Messungen durch Atomablenkungen in einem 
äußeren Feld darin, daß der Atomzustand durch die Messung verändert wird 
(es tritt z. B. eine Ionisierung des Atoms ein), während er bei den Ablenkungs- 
versuchen unverändert bleibt. 

Es sei bemerkt, daß sowohl für die Messung der Atomenergie durch Stöße, als auch 
für die Messung durch Ablenkungen eine gewisse Mindestzeit erforderlich ist. Die 
Messung beruht auf dem Energiesatz (108, 17). Dieser drückt sich durch das 
Vorhandensein einer ö-Funktion in der Übergangswahrscheinlichkeit aus (vgl. $ 82, 
die Formeln (15), (16) und (17), wobei in ihnen kw = 0 zu setzen ist). 

In Wirklichkeit haben wir es aber nicht mit der ö-Funktion, sondern mit einer 
Näherung durch den Ausdruck (82, 14) zu tun: 

(E — E,) 
sin — 5 


&(E—- E)= (108, 19) 


E—E, 


der erst beit— »inö(E — E,) übergeht. Die Funktion & (E — E,) ist nur in 
dem Intervall der Differenz A (E — E,) merklich von Null verschieden, für das gilt 


A(E—E)'tsh 
und wird klein für 
A(E—E,)'t>h, (108, 20) 


d.h., es besteht eine Unbestimmtheit in der Differenz zwischen der Ausgangsenergie E, 
und der Endenergie E, die von der Dauer des Zeitabschnitts # zwischen dem Be- 
ginn der Messung (dem Beginn der Wechselwirkung des einfallenden Elektrons mit 
dem Atom) und deren Ende (Feststellung der Energie des einfallenden Elektrons 
nach dem Stoß) abhängt. 

Nehmen wir jetzt an, wir wüßten genau die Energie des von außen einfallenden 
Elektrons sowohl vor als auch nach dem Stoß. Dann folgt aus (108, 20) das Ver- 
hältnis zwischen der Meßdauer t und der Unbestimmtheit A (E„— EZ) als Differenz 
zwischen der Anfangs- und Endenergie des gemessenen Systems (Atoms): 


AEn— Ew)-t>h. (108, 21) 


Um die Niveaus unseres Systems (Versuch von FRANcK und HERTZ) zu bestim- 
men, fixieren wir auch noch. die Endenergie. Dazu suchen wir die Fälle heraus, in 
denen das Atom durch den Stoß ionisiert wird (Zy- > 0) und messen die Energie des 
aus dem Atom fliegenden Elektrons. Dann überträgt sich die ganze Unbestimmtheit 
auf den Ausgangszustand, und wir erhalten aus (108, 21) 


A(E,)t>h. (108, 21’) 


Um zu wissen, welche Energie E,„ oder E, das Atom vor dem Zusammenstoß besaß, 
muß offensichtlich A (E,)< |E, — Em | sein, d.h. 


IE, — Em|-t>h. (108, 22) 
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Wenn wir also unterscheiden wollen, in welchem der Zuständesich das Atom vor dem 
Versuch befand, ist eine hinreichend lange Zeit der Messung erforderlich (wobei die 
Energie nach dem Versuch als bekannt vorausgesetzt wird). Beschränkt man sich 
jedoch nur auf die Bestimmung der Energie vor dem Versuch (im Ausgangszustand) 
oder nur nach dem Versuch, dann tritt die Beziehung (108, 21’) nicht ein. 


8 109. Der Energiesatz in der Quantenmechanik 


In der klassischen Theorie besagt der Energiesatz, daß die Energie eines ab- 
geschlossenen Systems ungeändert bleibt. Wenn wir die Energie eines solchen 
Systems im Zeitpunkt = O mit E, und im Zeitpunkt t mit E, bezeichnen, so gilt: 


E,= Eı. (109, 1) 


In der Quantenmechanik wird der Energiesatz ähnlich formuliert. Dabei er- 
scheint nach $ 33 die Energie als Konstante der Bewegung und die Wahrscheinlich- 
keit w(E, t), im Zeitpunkt den Energiewert Z zu finden, hängt nicht von der Zeit ab: 


dw(E,t) _ " 
re 0 (109, 2) 
Der Energiesatz setzt in der soeben ausgesprochenen Form voraus, daß es mög- 
lich ist, die Energie zu einem gegebenen Zeitpunkt bestimmen zu können, ohne sie 
dabei einer unkontrollierbaren Änderung zu unterwerfen. In der klassischen Me- 
chanik ruft die Möglichkeit einer solchen Messung keine Zweifel hervor. In der 
Quantenmechanik dagegen erscheint eine solche Möglichkeit nicht ohne weiteres als 
selbstverständlich, wenn man berücksichtigt, daß die Einwirkung der Meßvorrich- 
tung im allgemeinen den Zustand des Systems ändert. 
Diein den $$ 107, 108 untersuchten Meßvorrichtungen zur Bestimmung der Ener- 
gie zeigen, daß diese ohne Änderung ihrer Größe nur mit einer Genauigkeit 


AB >— (109, 3) 


gemessen werden kann, wo r die Meßdauer ist. Das bedeutet jedoch keine Schwie- 
rigkeiten für den Energiesatz, da die Energie eine Konstante der Bewegung ist und 
wir über eine hinreichend lange Zeitdauer verfügen, um eine lange Messung durch- 
führen zu können. Wenn wir z. B. im Zeitabschnitt 7 eine Messung durchführen, 
danndas System für die 7’ Zeit sich selbst überlassen und danach wiederum die Ener- 
gie bestimmen, so behauptet der Energiesatz (109, 2), daß das Ergebnis dieser zwei- 


ten Messung mit der Genauigkeit von AE = — mit dem Ergebnis der ersten Messung 


2 
übereinstimmt. Verzichtet man jedoch auf die Unveränderlichkeit der Energie 
durch ihre Messung, so werden der Genauigkeit für die kurzzeitige (momentane) 
Ennergiemessung keinerlei Beschränkungen auferlegt, da das Verhältnis (109, 3) nur 
die Unbestimmtheit AZ für die Energiedifferenz vor und nach dem Versuch enthält 
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(vgl. 108, 21). Man kann daher einen beliebig genauen Wert für die Größe der Ener- 
gie zu einem gegebenen Zeitpunkt erhalten, wenn man sich mit der Kenntnis ihrer 
Größe entweder vor oder nach demVersuch begnügt. So kann man z.B. den Energie- 
wert im Zeitpunkt i = 0 vor dem Versuch und im Zeitpunkt i = T nach dem 
Versuch bestimmen. Dann behauptet der Energiesatz, daß beide Ennergiewerte 
einander gleich sein werden. | 

Als Abschluß der Energiefrage weisen wir noch darauf hin, daß in der Quanten- 
mechanik kein Verhältnis existiert, das die Beziehung zwischen der Unbestimmt- 
heit AE des Energiewertes Z zu einem gegebenen Zeitpunkt t und der Genauigkeit 
der Fixierung dieses Zeitpunkts At 


h 


in ähnlicher Weise festlegt, wie das Verhältnis zwischen dem Impuls und der dazu- 
gehörigen Koordinate 


Apı: Au> (109, 5) 


Wir könnten mit einer solchen Beziehung nur in dem Fall rechnen, wenn man der 


40 ’ 
Energie E ebenso einen Operator ih — zuweisen könnte, wie der Größe », der-Ope- 


ot 


rator — ih — zugewiesen ist. In Wirklichkeit ist aber in der Quantenmechanik der 


0% 
Energieoperator H eine ‚Funktion‘ der Impuls- und Koordinatenoperatoren: 
H=H(Pp:, P,, P: %, Y, 2). Die Energie ist daher vom Standpunkt der allgemeinen 
Prinzipien der Quantenmechanik eine Größe, die zu einem gegebenen Zeitpunkt 
einen bestimmten Wert besitzen kann. 

Das Verhältnis (109, 4) läßt sich aber trotzdem erhalten, wenn man der Auf- 
fassung der Größen AE und At einen angemessenen Sinn unterlegt. Wir führen 
Beispiele an. Nehmen wir an, wir hätten eine Wellengruppe (s. 8$ 7 und 14), die sich 
mit der Gruppengeschwindigkeit v bewegt und die Ausdehnung (die Koordinaten- 


unbestimmtheit) Ax besitzt. Wir führen nun die Zeit ein dt = = ‚in deren Ver- 


lauf die Gruppe irgendeinen fixierten Raumpunkt x passiert. Wenn wir berücksich- 


tigen, daß 
2 


18-4 


\ 


2) — u: Apr, (109, 6) 
so erhalten wir aus (109, 5) 


vAp 22 = AB-4t>> 


>. (109, 7) 
Hier ist AE die Unbestimmtheit der Energie und At der Zeitpunkt des Durchgangs 
der Gruppe durch den fixierten Raumpunkt x. Man kann sich auch anders aus- 
drücken: das ist die Zeit, innerhalb welcher der Mittelwert x sich um die Größe der 
Unbestimmtheit Ar in der Koordinate ändert. 

Als ein anderes Beispiel für die Beziehung der Form (109, 4) kann die im $ 97 unter- 
suchte Erscheinung des Zerfalls, bezw. des Verschwindens eines gegebenen Anfangs- 
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zustands »(x, 0) dienen. Dort wurde gezeigt: Wenn man die Unbestimmtheit AE' 
Be RA. ar 
der Energie mit der Breite des quasistationären Niveaus AE = © identifiziert und 
1 
unter At die Lebensdauer des Zustands = 7, At versteht, dann sind AE und At 


durch die Beziehung (109,4) miteinander verknüpft (vgl. die Formel (97,31)). 
MANDELSTAM und TAmM!) haben gezeigt, daß die hier untersuchten Beispiele 
Sonderfälle einer sehr allgemeinen Deutung der Beziehung (109,4) darstellen, die 
in folgendem besteht: L sei eine beliebige mechanische Größe, die kein Bewegungs- 
integral ist. Dann wird sich, wenn der Zustand nicht stationär ist, der Mittel- 
wert Lim Laufe der Zeit ändern. At sei nun jener Zeitabschnitt, in dessen Verlauf 
sich der Mittelwert L um die Größe der Unbestimmtheit AL verändert (AL ist 


die Quadratwurzel aus dem mittleren Schwankungsquadrat AL2): IZ (+ 4t) 
— L(t)|= AL. Dann ist At mit der Unbestimmtheit der Energie AE (wobei 


AE=Y AE?) durch die Beziehung (109,4) verknüpft. 


1) Nachr. Akad. Wiss. UdSSR (Ser. Phys.) IX, 122 (1945). 


ÄIX. Systeme aus gleichen Mikroteilchen 


$ 110. Das Prinzip der Identität von Mikroteilchen 


Wir wollen nun die Eigenschaften von Systemen gleicher Teilchen untersuchen. 
Als gleiche Teilchen bezeichnen wir solche, die die gleiche Masse (m), Ladung (e), 
den gleichen Spin (s) usw. besitzen, so daß sich diese Teilchen unter gleichen Be- 
dingungen (äußeres Feld, Vorhandensein anderer Teilchen) gleich verhalten. 

Vom Standpunkt der Atomtheorie aus ist es natürlich, aber nicht unbedingt er- 
forderlich, anzunehmen, daß alle Teilchen gleicher Art (Elektronen, Protonen, 
Neutronen usw.) untereinander identisch sind. In der Tat wird ja. die Messung 
der die Teilchen kennzeichnenden Größen (m, e, s) stets mit einer nur begrenzten 
Genauigkeit durchgeführt (Am, Je, As), so daß es stets zulässig wäre, anzu- 
nehmen, daß die verschiedenen Exemplare sich wenigstens innerhalb der Grenzen 
der Meßgenauigkeit voneinander unterscheiden können. 

Ob sämtliche Exemplare der gleichen Art gleich oder ungleich sind, läßt sich nur 
in dem Fall entscheiden, wenn das Verhalten einer Gesamtheit gleicher Teilchen 
sich vom Verhalten einer Gesamtheit verschiedenartiger, wenn auch beliebig wenig 
voneinander abweichenden Teilchen, qualitativ unterscheiden würde. Und die 
Quantenmechanik führt gerade zu einem solchen qualitativen Unterschied zwischen 
den Eigenschaften von Gesamtheiten gleicher und verschiedenartiger Teilchen. 
Daher kann man, gestützt auf die Quantenmechanik und die Erfahrung, die im 
ersten Augenblick unlösbar scheinende Frage beantworten, ob alle Vertreter von 
Teilchen einer Art untereinander identisch sind oder nicht. 

Um zu erkennen, auf welche Art diese Frage entschieden wird, müssen wir 
zunächst die einfachsten Eigenschaften von Gesamtheiten untersuchen, die aus 
gleichen Teilchen bestehen. Nehmen wir an, wir hätten N gleichartige Teilchen. Die 
zum Teilchen % gehörenden Koordinaten bezeichnen wir mit dem Buchstaben gr, 
so daß unter g; die drei Koordinaten verstanden werden müssen, die den Ort 
(X, %% , 23) des Teilchenschwerpunkts bestimmen, und vielleicht noch eine vierte, 
die den Spin des Teilchens (s,) bestimmt, falls es einen besitzt. 

Wir wollen die Masse der Teilchen mit m, die Energie im äußeren Feld mit 
U (gr, ) und die Energie der Wechselwirkung zwischen den Teilchen k und j mit 
W (gr, 9;) bezeichnen. Dann ist der HAMILToNoperator eines Systems solcher Teil- 
chen gleich 


H (9,,0; 2:06,22) 
> hr, | 3 (110, 1) 
k=1 k+j=1 
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Die Gleichheit der Teilchen drückt sich darin aus, daß die Masse der Teilchen, die 
Energie U im äußeren Feld und die Energie W der Wechselwirkung für alle Teil- 
chen als gleiche angenommen wurden. Diese Besonderheit des HAmILTonoperator 
bleibt für jedes Feld erhalten: jedes äußere Feld wirkt auf gleiche Teilchen in 
gleicher Weise. 

Für die allgemeinen Schlußfolgerungen ist .es nicht sehr bequem, von der spe- 
ziellen Form (110, 1) des HAMILTONoperators auszugehent). Wir müssen daher die 
Tatsache ausdrücken, daß der HammtTonoperator ein System gleicher Teilchen 
beschreibt, ohne zu der expliziten Form zu greifen. 

Geht man von (110, 1) aus, kann man sich leicht darüber klar werden, worin die 
notwendige und allgemeinste Eigenschaft besteht, mit der ein HAMILTONoperator 
ein System gleicher Teilchen beschreibt. Vertauschen wir in ihm (110, 1) die Koordi- 
naten (g,) des Teilchens & mit. den (g;) des Teilchens 7, so ändert sie ihre Form nicht. 
Eine solche Vertauschung bedeutet nur die Umstellung der Summanden jener 
Summen, aus denen der HAMmILToNoperator besteht: 


H (9...) = HM: N Gr en» md) (110, 2) 


für sämtliche Paare (j, k) der N-Teilchen, die das System bilden. Würde sich unter 
den N-Teilchen auch nur ein einziges von den übriger verschiedenes befinden, dann 
würde diese Gleichung gerade für die Vertauschung dieses Teilchens mit irgend- 
einem anderen keine Gültigkeit haben. Die Gleichung (110, 2) drückt also die 
allgemeinste Rigenschaft eines HAmILToNoperators aus, die sich auf die Gesamtheit 
von gleichen Teilchen bezieht. 

Diese Eigenschaft kann kurz wie folgt formuliert werden: Der HAMILTONope- 
rator eines Systems gleicher Teilchen ist invariant (symmetrisch) in bezug auf die Ver- 
tauschung eines beliebigen Teilchenpaares. 

Da wir im weiteren oft Vertauschungen begegnen werden, ist es vorteilhaft, 
einen neuen Operator, den Operator P;; der Teilchenvertauschung einzuführen. Un- 
ter diesem Operator wollen wir ein Symbol verstehen, das darauf hinweist, daß die 
Koordinaten der Teilchen k und 5 vertauscht werden müssen. Haben wir z. B. eine 
Funktion f(...,9,-..,9j,...) dann gilt 


Palesiseeeretr): (110, 3) 


Dieser Operator gehört offensichtlich zur Klasse der linearen Operatoren, denn 
um die Koordinaten in der Summe zweier Funktionen zu vertauschen, müssen sie in 
jeder der Funktionen vertauscht werden. 

Mit Hilfe des Operators P;; kann die Gleichung (110, 2) wie folgt geschrieben 
werden: | 


Pi; H(q.-::»%:-:»9:-:-:mdD=H(M:::--::-- > -- ws) Pr; 
(110, 4) 


1) Der Hamitronoperator in der Form (110,1) schließt Kraftfelder ohne’ Potential (z. B. ein 
Magnetfeld) aus und ebenso die Wechselwirkung, die von der Teilchengeschwindigkeit abhängen 
könnte (magnetische Kräfte). Alles das könnte aber berücksichtigt werden, ohne daß der weitere 
Gedankengang sich im geringsten ändert. 
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und zwar für sämtliche Paare k, j. Der Operator Py; ist somit mit dem HAMILTON- 
operator des Systems gleicher Teilchen vertauschbar. Wenden wir nämlich auf eine 
gewisse Funktion y den Operator PH an, so bedeutet das nach (110, 2) das 
gleiche, wie die Anwendung von HP, da.der Operator P gemäß (110, 2) den Hamır- 
Tonoperator H unverändert läßt. 

Mit dieser Eigenschaft des HAmıLTonoperators wollen wir einen wichtigen Hilfs- 
satz für die Wellenfunktionen beweisen, die den Zustand von Systemen gleicher 
Teilchen beschreiben. Die Wellenfunktion eines Systems von N-Teilchen sei 
(Mm: »Akr-.54js- + -, 90; £). Sie muß der ScHRöDIngergleichung 


Ol) 
° dt H (qq, .» Qk; ‚gj> ‚AN Ü)X (110, 5) 


xl: 


genügen. Wir vertauschen in dieser Gleichung die Koordinaten der Teilchen &k und 7. 
Dazu lassen wir auf beide Seiten den Operator P;; wirken: 


ihI. (PP) = Pus(HYP). (110, 5) 


Da der HAamiwToNoperator H für gleiche Teilchen symmetrisch in bezug auf die 
Vertauschung von Teilchen ist, so können wir auf Grund von (110, 4) in (110, 5’) 
die Operatoren P;; und H vertauschen, 

Wir erhalten dann: 


ih 5 (P,;Y) = H (Pu). (110, 6) 


Aus der Gegenüberstellung von (110, 6) mit der Ausgangsgleichung (110, 5) folgt: 
Wenn PP (,--»9&>---Gjs - - ‚Qu, i) eine Lösung der SomRöpIngErgleichung 
(105, 5) ist, so ist auch 


w’— PL F?= Piss irre esse AH) (110,7) 


eine Lösung dieser Gleichung. Folglich stellt X’ neben Y einen der möglichen Zu- 
stände des Systems dar. 7’ unterscheidet sich von Y dadurch, daß sich das Teil- 
chen % jetzt in dem Zustand befindet, den früher das Teilchen j einnahm, und das 
Teilchen 3 sich jetzt im Zustand des Teilchens % befindet. Setzen wir die Vertau- 
schungen fort, so können wir weitere mögliche Zustände X’, W’”,..., des Systems 
finden, die sich untereinander durch die Verteilung der Teilchen auf die Zustände 
unterscheiden. 

Wenn wir behaupten, das erste Teilchen befinde sich im Zustand a (erste Stelle 
der Wellenfunktion), ein zweites im Zustand 5b (zweite Stelle) usw., so begegnen wir 
hier einer charakteristischen Schwierigkeit. Es handelt sich darum, daß wir vom 
atomistischen Standpunkt aus die verschiedenen Teilchen gleicher Art als gleich 
betrachten, und sie daher nur nach ihrem Zustand, z. B. nach ihrem Ort im Raum, 
nach der Größe ihres Impulses, ihrer Energie usw. unterscheiden können. Selbst- 
verständlich kann sich der Zustand der Teilchen im Laufe der Zeit ändern, sie 
können ihre Zustände unter sich vertauschen. Da wir aber in der klassischen Me- 
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chanik grundsätzlich stets die Möglichkeit haben, die Bahn der Teilchen zu ver- 
folgen, so können wir, wenn wir sie z.B. nach ihrer Lage im Zeitpunkt t= 0 
gekennzeichnet haben, in jedem Augenblick sagen, ob sich am gegebenen Ort das 
Teilchen befindet, das wir als das erste, oder das, welches wir als das zweite bezeich- 
neten. Im Bereich der Quantentheorie ist das aber nicht durchführbar. Hätten wir 
die Teilchen nach ihrer Lage im Zeitpunkt ti = 0 gekennzeichnet, so wären die zu 
verschiedenen Teilchen gehörenden Wellenpakete rasch auseinandergeflossen und 
hätten sich überdeckt, sodaß wir bei Feststellung eines Teilchens irgendwo zum 
Zeitpunkt t > 0 keineswegs in der Lage wären, zu sagen, ob das das erste oder das 
zweite Teilchen ist. 

Diese Überlegungen werden in Abb. 73 veranschaulicht. Abb. 73a stellt die Lage 
x, und x, von Teilchen zum Zeitpunkt t= 0 dar und ihre weitere Bewegung ent- 
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Abb.73. Die Numerierung der Teilchen nach ihren Orten im Raum « in der klassischen 
Mechanik; b in der Quantenmechanik. Im doppelt schraffierten Bereich ist die Numerierung 
nicht durchführbar. 


lang klassischer Bahnen. Abb. 73b.zeigt die Wellenpakete von Teilchen im Zeit- 
punkt = Obei x, und x, und ihr weiteres Auseinanderfließen (schraffierte Bereiche). 
Zu bemerken ist, daß nur jene Bereiche schraffiert wurden, in denen |Y |? sehr groß 
ist, sodaß sich die Wellenpakete auch in nicht schraffierten Bereichen überdecken, 
aber dort der Wert von | |? klein ist. Finden wir ein Teilchen in einem Raumbereich, 
in dem sich die Wellenpakete überdecken, so können wir nicht mehr entscheiden, 
mit welchem der beiden Teilchen wir es zu tun haben. | 

Wir geben ein weiteres Beispiel. Die Teilchen mögen sich in einem durch eine 
Querwand geteilten Kasten befinden (Abb. 74). Die undurchlässigen Wände des 
Kastens bedeuten, daß die potentielle Energie der Teilchen bei Annäherung an die 
Wände zunimmt. Im Grunde stellt die Querwand nichts anderes dar, als eine Po- 
tentialschwelle. Diese Schwelle ist auf Abb. 74 unten unter dem Kasten dargestellt. 
Ist die Energie der Teilchen kleiner als die Höhe der Schwelle, so kann sie nach der 
klassischen Mechanik von den Teilchen nicht überwunden werden — die Querwand 
ist für sie undurchlässig. Wir können daher die Teilchen nach ihrer Lage in der 
rechten oder linken Hälfte des Kastens unterscheiden. 

Nach der Quantenmechanik besteht jedoch für jede Schwelle von endlicher Höhe 
eine gewisse Wahrscheinlichkeit, daß das Teilchen sie infolge des Tunneleffekts 
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durchdringt. Waren anfangs die Wellenfunktionen der Teilchen Y, und Y, (Abk. 
74), so werden sie sich nach Ablauf einer gewissen Zeit in X, und %, verwandeln 
(die gestrichelten Kurven), so daß das Teilchen a rechts und das Teilchen 5 links 
gefunden werden kann. Bei {— » werden die Wellenfunktionen Y, und Y, ein- 
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Abb.74. Zwei Teilchen in einem 

durch eine Querwand geteilten Kasten. 

Unten sind der Verlauf des Potentials 

in Wandnähe und die Wellenfunktion 
der Teilchen abgebildet. 


ander gleich und symmetrisch gelegene Maxi- 
ma in beiden Kastenhälften aufweisen. Die 
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen «a in einer 
der beiden Kastenhälften zu finden, ist ebenso 
groß, wie dieselbe Wahrscneinlichkeit für 
das Teilchen b, sodaß jede Spur der ursprüng- 
lichen Asymmetrie verlorengegangen ist. 
Analoge Überlegungen lassen sich auch in 
jenen Fällen anstellen, wo die Teilchen nicht, 
wieinden angeführten Beispielen, nach ihrem 
Ort im Raum, sondern nach anderen, ihren 
Zustand kennzeichnenden Merkmalen cha- 
rakterisiert werden. Es möge z. B. das Teil- 
chen a im Zeitpunkt = 0 den Impuls 7, 
haben, das Teilchen 5 den Impuls 9,. Da Zu- 
stände mit gegebenem Impuls den ganzen 
Raum einnehmen, bestehtimmer eine gewisse 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Teilchen 
zusammenstoßen und dabei ihre Impulse so 
vertauschen, daß das Teilchen «a den Impuls 
9, und das Teilchen 5 den Impuls 7, erhält. 


Das einzige Mittel, gleiche Teilchen voneinander zu unterscheiden, und zwar 
nach Zuständen, versagt im Bereich der Quantentheorie. Es wäre also denkbar, daß 
alle in der Natur vorkommenden Systeme so eingerichtet 'sind, daß das Problem der 
Unterscheidung gleicher Teilchen überhaupt gekünstelt ist, d.h. daß die Zustände 
einer Gesamtheit gleicher Teilchen stets so sind, daß man nur vom Zustand der 
ganzen Gesamtheit, nicht aber von der Verteilung von Teilchen auf die Zustände 
sprechen kann. Diese Annahme wird durch das Experiment bestätigt. Wir formu- 
lieren sie als das Prinzip der Teilchenidentität: In einer Gesamtheit gleicher Teilchen 
werden nur solche Zustände verwirklicht, die sich beim Austausch gleicher Teilchen 
nicht ändern. Das bedeutet, daß sich die Wahrscheinlichkeit, in einem System 
gleicher Teilchen bei einer Messung der mechanischen Größe L den Wert L’ zu 
finden, nicht ändert, wenn die Teilchen ihre Zustände untereinander vertauschen. 

Dieses Prinzip ergibt sich nicht aus den früher dargelegten Grundsätzen der 
Quantenmechanik, stimmt aber mit ihr, wie wir sehen, überein und ist notwendig, 
wenn wir in der Quantenmechanik zu Schlußfolgerungen gelangen wollen, die mit 


dem Experiment übereinstimmen. 


$ 111. Symmetrische und antisymmetrische Zustände 


I (H:-:>»Ms--»4j5---,gn,t) sei die Wellenfunktion, die den Zustand eines 
Systems aus N-Teilchen beschreibt. Vertauschen wir nun die Zustände etwa der 
Teilchen & und j, so erhalten wir nach (110,7) einen möglichen Zustand des 
Systems, der durch die Wellenfunktion W’ (4, --:, Qjs ==.» Okı += > 5 d) 
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beschrieben wird. Das Prinzip der Teilchenidentität behauptet, daß dieser neue 
Zustand 7’ vom früheren nicht zu unterscheiden ist, d.h. Y und Y’ faktisch den 
gleichen Zustand des Systems beschreiben. 

Wellenfunktionen, die den gleichen physikalischen Zustand beschreiben, können 
sich nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden. Aus dem 
Identitätsprinzip folgt also 


Ferrari (Use, 


wo A ein bestimmter konstanter Faktor ist. Mit Hilfe des Vertauschungsoperators 
kann diese Gleichung auch so geschrieben werden: 


PP = AV. (111, 1} 


In der Gleichung (111, 1) wirkt links der Operator P;; auf die Funktion. Rechts 
steht die gleiche Funktion, multipliziert mit der Zahl A. Folglich ist die Gleichung 
(111,1) eine Gleichung für die Eigenfunktionen Y und die Eigenwerte A der Ver- 
tauschungsoperatoren P; ;. Wir können daher sagen, die vom Identitätsprinzip den 
möglichen Systemzuständen auferlegte Bedingung (111, 1) bestehe darin, daß die 
den Zustand des Systems beschreibenden Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen 
der Operatoren Pr; (für beliebige k, 5) sein müssen. Um die Art dieser Eigenfunk- 
tionen und die Eigenwerte A zu finden, wenden wir bei (111,1) noch einmal den 
Vertauschungsoperator P;; an. Wir haben dann: 


Pi; Y = AP; P. (111, 2) 


Der zweimal angewandte Vertauschungsoperator P;; verändert die Funktion Y 
nicht. Daher steht in (111, 2) links nur Y (...,@%,:..-,9;,...) und rechts nach 


(111,1) A? W (...,9&,...,gj,...), sodaß (111, 2) folgende Form erhält: 
A AR 
d.h.: 
2=1. (111, 3) 


Daraus erhalten wir als Eigenwerte des Vertauschungsoperators Pr; 
=-|1. (111, 4) 
Die entsprechenden Eigenfunktionen besitzen nach (111, 1) folgende Eigenschaften: 


PP; Y=+Y, /A=+l1l (111,5) 
oder 
PiY =e,P, sl (111, 6) 


d.h. Eigenfunktionen des Vertauschungsoperators P;; sind Funktionen, die sich 
bei der Vertauschung der Koordinaten des Teilchens %k (g,.) mit denen des Teilchens 
7 (g;) entweder nicht ändern (111,5) oder das entgegengesetzte Vorzeichen anneh- 
men (111, 6). Die ersten Funktionen (111, 5) werden wir als symmetrisch, die zwei- 
ten (111, 6) als antisymmetrisch in bezug auf die Vertauschung der Teilchen k und 7 
bezeichnen. 
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Die möglichen Zustände eines Systems aus N gleichen Teilchen müssen also 
durch Wellenfunktionen P (q,. . ., @&s:. +, 4j-- - ‚Qi, t) beschrieben sein, die beider 
Vertauschung eines beliebigen Teilchenpaars (k, 5) ihr Vorzeichen ändern oder unge- 
ändert bleiben. Wegen der Annahme, daß sämtliche Teilchen gleichberechtigt sind, 
läßt sich voraussehen, daß die möglichen Funktionen‘ so sind, daß sie entweder 
in allen Paaren gleicher Teilchen symmetrisch oder antisymmetrisch sind. Es kann 
also keine Funktionen geben, die gegenüber einem Teil der Teilchen symmetrisch, 
gegenüber einem anderen antisymmetrisch sind!). Schließlich folgt ausdem Identitäts- 
prinzip der Teilchen, daß nur zwei Zustandsklassen für gleiche Teilchen möglich 
sind: 


Pı; Y,=”,; (k, j beliebig) (111,7) 
symmetrisch in allen Teilchen und 
Pr; Ya = — Vs (k, j beliebig) (111, 8) 


antisymmetrisch in allen Teilchen. 

Wir werden nun zeigen, daß es zwischen diesen Zuständen keine Übergänge 
geben kann: Befand sich zu irgendeinem Zeitpunkt ein System im symmetrischen 
(P,) oder antisymmetrischen (Y,) Zustand, so befindet es sich stets im symme- 
trischen bzw. antisymmetrischen Zustand. Als Beweis für diesen wichtigen Grund- 
satz genügt es, die SCHRÖDINGERgleichung und den Umstand zu benutzen, daß der 
HamımmTonoperator bezüglich gleicher Teilchen in jedem Fall symmetrisch ist. Die 
SCHRÖDINGERgleichung FR 

ia, = HP (111, 9) 


schreiben wir in folgender Form: 
du? = BY dt, (111, 10) 


in der dı den Zuwachs der Wellenfunktion in der Zeit dt bedeuten wird. Nehmen 
wir an, Y sei im Zeitpunkt t= 0 eine symmetrische Funktion der Teilchenkoordi- 
naten (” —=W,). Dann wird infolge der Symmetrie von H die Größe HY, eben- 
falls eine symmetrische Funktion der Teilchenkoordinaten sein und somit in glei- 
cher Weise auch der Zuwachs d,Y der Funktion. 

Mit Hilfe des Vertauschungsoperators können diese Überlegungen in folgende 
Form gefaßt werden: 


Prj (HY,) > H (P,; Y,) — HVY,, 
woraus unter Benutzung von (111,10) folgt: 
Pı; KAP) =U4uP, (111, 11) 


I) Treten Vertauschungen beider Art auf, dann ist Y = 0. Nehmen wir nämlich an, Y sei sym- 
metrisch in bezug auf die Vertauschung von %k und 5, 5 und :, aber antisymmetrisch in bezug auf 
die Vertauschung von ö und k, so haben wir 


Fi re ee er = —- W(..., Ak slirnn Gi...) = 
S5— Pr (gr Berne ("223 Genen Iksenesn Joe) = 
= —Pl...,ge:.., Torre). 
Daraus folgt 
27 (.. ., Air» Ik» +» .)=0, d.h. li » Qisore, Irs+ ++» I» )=0. 


Ähnlich wird der Beweis für die Annahme geführt, zwei Verteuschungen wären antisymmetrisch, 
die dritte symmetrisch. 
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für alle Paare k, j. Unsere Beweisführung bestätigt somit, daß die zu irgendeinem 
Zeitpunkt (? = 0) symmetrische Funktion sowohl für die folgenden als auch für die 
vorangehenden Zeitpunkte symmetrisch bleibt, denn der Beweis ist gleich anwend- 
bar für dt>0 und für dt <0O. Die Symmetrie einer Funktion bleibt somit unge- 
ändert für alle Zeitpunkte von t= — © bisi= + ». Analog wird der entspre- 
chende Beweis für antisymmetrische Funktionen geführt. Die einen Systemzu- 
stand im Zeitpunkt t= 0 beschreibende Funktion Y sei antisymmetrisch Z=%,). 
Dann ist 
P kj v = —W, 2 
Ferner gilt 
Pr; (HV,) == H (P:;Y.) Zee HVY,. 

Aus (111, 10) folgt dann 

P3(aP)=—uPr, (111, 12) 


der Zuwachs der antisymmetrischen Funktion Y, ist selbst antisymmetrisch. 
Befindet sich also ein System in einem durch eine antisymmetrische Funktion 
Y „beschriebenen Zustand, so verbleibt es immer in diesem Zustand. Der bewiesene 
Satz zeigt, daß die Teilung der Zustände in zwei Klassen einen „absoluten“ 
Charakter trägt: Ist ein System zu irgendeinem Zeitpunkt im Zustand einer be- 
stimmten Klasse (%, oder %,) festgestellt worden, so wird es nie von der einen 
Klasse zur anderen übergehen. Wie wir auch das äußere Feld verändern mögen, 
ein solcher Übergang ist unmöglich, da jedes äußere Feld in gleicher Weise auf gleiche 
Teilchen einwirkt, und folglich bei jeder beliebigen Änderung des äußeren Feldes 
der HAMILTONoperator symmetrisch bleibt. 

Uns bleibt nun die Frage zu lösen, welche der beiden Möglichkeiten Y=%, 
oder Y = W,) in den einzelnen Fällen angewandt werden muß, um den Zustand 
eines Systems gleicher Teilchen zu beschreiben. 


$ 112. Die Bose- und die Fermı-Teilchen. Das PavLiprinzip 


Wie wir sahen, führt die Quantenmechanik auf Grund des Prinzips der Identi- 
tät gleicher Teilchen zu zwei Zustandsklassen, die sich nicht miteinander ver- 
mischen. Die Wahl einer bestimmten Zustandsklasse für irgendein Teilchensystem 
kann also nur durch die Natur der Teilchen bestimmt werden, die das System bilden, 
nicht aber durch den Charakter des äußeren Feldes oder durch andere Umstände. 

Durch Versuche wurde festgestellt, daß in der Natur Teilchen beider Klassen vor- 
kommen. Dabei wird folgende Regel beobachtet: Teilchen, die einen Spin gleich 
einem ganzen Vielfachen der Pıanckschen Konstanten besilzen: 


3 hm, Mm= 0, L; 2, (112, l) 


werden durch symmetrische Funktionen (P,) beschrieben. 

Wir werden solche. Teilchen als Boss-Teilchen und die Gesamtheiten solcher 
Teilchen als Boss-Eınstein-Gesamtheiten nach den Namen der Physiker bezeich- 
nen, die die Statistik für diese Teilchen entwickelt haben. 

Teilchen dagegen, die einen Spin gleich einem halbzahligen Vielfachen der 
Prancgschen Konstanten besitzen: 


>| Su 


1 3 
er SE 112, 2 
8 hm, m 2’92°’ (112, ) 
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werden durch antisymmetrische Funktionen (P,) beschrieben. Wir bezeichnen 
solche Teilchen als Fermı-Teilchen und die Gesamtheiten solcher Teilchen als 
Fermı-Drrac-Gesamtheiten nach den Namen der Physiker, die die Statistik für 
Teilchen dieser Art aufgestellt haben!). 

Ein Beispiel von Bos£-Teilchen sind die Heliumkerne («-Teilchen), die Wasser- 
stoffatome, Heliumatome und viele andere. Zur Zahl der Teilchen der zweiten Art 
gehören die einfachsten Teilchen, die Elektronen, Positronen, Protonen und Neu- 
tronen. Sie alle besitzen einen Spin g gleich der Hälfte der Pranckschen Konstanten. 
Bisher ist die Existenz einfachster "Teilchen mit ganzem Spin (112; 1) nicht mit 
völliger Sicherheit festgestellt?), es ist daher möglich, daß die einfachsten Teilchen 


stets einen Spin s = > besitzen. Dann wären die Bos£-Teilchen ausschließlich Teil- 


chen mit einer komplizierten Struktur. 

Was zur Zeit über diese Teilchen bekannt ist, stimmt mit dieser Annahme über- 
ein: die «-Teilchen und viele andere Kerne, die zu den BoseE-Teilchen gehören, sind 
komplizierte Gebilde. Das gleiche trifft selbstverständlich auch für die Atome zu. 

Nehmen wir an, die einfachsten Teilchen wären Fermr-Teilchen (was durch die 
Erfahrung bestätigt wird), so ist leicht zu verstehen, warum die obengenannten 
Bos#-Teilchen durch symmetrische Funktionen Y, beschrieben werden. 

Wir wollen als Beispiel das Wasserstoffatom betrachten. Das Wasserstoffatom 
. stellt ein System aus zwei Ferm1-Teilchen dar: einem Proton und einem Elektron. 
Das mechanische Gesamtmoment des Wasserstoffatoms im Normalzustand setzt 
sich aus dem mechanischen Moment (Spin) des Protons und dem Spin des Elek- 


trons zusammen. Da beide ein Moment gleich 13 — besitzen, so kann das Gesamt- 


moment des Wasserstoffatoms im N. gleich 0 oder + h sein, d.h. 
durch ein ganzes Vielfaches der PLanckschen Konstanten ausgedrückt werden. 
Wir wollen nun eine Gesamtheit aus Wasserstoffatomen untersuchen. Die Koor- 
dinaten des Protons vom &k-ten Atom bezeichnen wir mit Q; und die Koordinaten 
des zugehörigen Elektrons mit &,. Dann wird die Wellenfunktion, die die aus N 
Wasserstoffatomen bestehende Gesamtheit beschreibt, die Form haben: 


vd =Y (9, 5 oo.) Ok; Er, u.) Q9;; &j; .. .‚Qx; Ey; 2). (112, 3) 
Wir betrachten jedes Wasserstoffatom als ein Teilchen (das läßt sich im ganzen 
Bereich der Erscheinungen durchführen, wo die Möglichkeit der Anregung des 


i) Unter Anwendung der Relativitätstheorie hat PAuLı gezeigt, daß die Regel theoretisch 
begründet werden kann. Wir sind jedoch nicht in der Lage, hier seine Schlußfolgerung zu behan- 
deln und verweisen den Leser auf das Original: [46]. 

2) Wie aus den Forschungen über die kosmischen Strahlen hervorgeht, existieren neben den 
genannten Teilchen noch viele Sorten von Mesonen (Teilchen mit Massen von 200, 300, 600, 1000 
und mehr Elektronenmassen. ALICHANOW und ALICHANJAN nennen sie-auch „Varitronen‘‘). Der 
Spinwert dieser Teilchen ist noch nicht festgestellt. Es ist aber sehr wahrscheinlich, daß unter 
ihnen Teilchen mit ganzem Spin (0 oder 1?) vorkommen. Was das Lichtquant betrifft, so ist sein 
Drehimpuls gleich % (Spin 1). Betrachtet man es also gleich den anderen einfachsten Teilcher, 
so stellt es ein Beispiel eines Elementarteilchens vom Bosetyp dar. Die Analogie des Lichtquants 
mit anderen Teilchen, die eine Feldmasse besitzen, wird nur bei Untersuchung der Entstehungs- 
und Vernichtungsprozesse dieser Teilchen klar, d.h. im relativistischen Bereich (s. das letzte 
Kapitel dieses Buches). Unter den Fermiı-Teilchen ist noch das Neutrino zu erwähnen, das mit 
einem Elektron oder Positron beim ß+-Zerfall aus dem Atomkern fliegt. 
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Elektrons im Wasserstoffatom vernachlässigt werden kann). Dann bedeutet der 
Zustandswechsel zwischen zwei Wasserstoffatomen k und 7 gleichzeitig auch die 
Vertauschung der Kernkoordinaten @;, 9; der Atome k und 7 und der Elektronen- 
koordinaten &;, &; in der Funktion Y. Da wir aber die Protonen und Elektronen 
als Fermı-Teilchen betrachten, so muß die Wellenfunktion hinsichtlich der Ver- 
tauschung eines beliebigen Kernpaars (Q, und Q;) antisymmetrisch sein. In gleicher 
Weise muß sie auch für die Vertauschung eines beliebigen Elektronenpaars (£, und 
&;) antisymmetrisch sein. Somit ändert bei der Vertauschung der Protonen k 
und j und ebenso auch wie bei der Vertauschung der Elektronen k und j ihr Vor- 
zeichen. Daher wird Y bei der Vertauschung der Wasserstoffatome, also der gleich- 
zeitigen Vertauschung eines Paars Protonen und Elektronen sein Vorzeichen über- 
haupt nicht ändern, es ist also bezüglich der Vertauschung der Wasserstoffatome 
symmetrisch. Somit gehören die Wasserstoffatome, soweit sie als einfache Teilchen 
betrachtet werden, zu den Bose-Teilchen. 

Die gleichen Überlegungen kann man auch hinsichtlich des «-Teilchens anstellen, 
das aus zwei Protonen und zwei Neutronen besteht. Gehen wir davon aus, daß die 
Wellenfunktion für ein System von «-Teilchen antisymmetrisch sowohl in bezug 
auf die Vertauschung der Protonen wie der Neutronen seın muß, so erkennt man, 
daß siein bezug auf die Vertauschung der «-Teilchen symmetrisch sein muß, d.h. 
daß die «-Teilchen Bose-Teilchen sein müssen. Diese Schlußfolgerung entspricht 
der Erwartung, daß das mechanische Gesamtmoment des «-Teilchens ein ganzes 
Vielfaches von h sein muß, denn es setzt sich aus vier Spins zusammen, von denen 


ein jeder gleich s ist. Und in der Tat ist das mechanische Moment des «-Teilchens 
gleich 0. 

Nach diesen Bemerkungen über die zusammengesetzten Teilchen des Bose-Typs, 
wenden wir uns der Untersuchung der Grundeigenschaft der FERMI-Teilchen zu. 
Die fundamentale Bedeutung dieser Eigenschaft liegt darin, daß diese Teilchen dem 
sogenannten PATLiprinzip folgen, das von PAULI schon lange vor der Ausarbeitung 
der Quantenmechanik auf Grund einer Analyse der empirischen Daten über Spek- 
tren komplizierter Atom? formuliert wurde. 

Dieses Prinzip behauptet (in seiner elementaren Form), daß sich in einem ge- 
gebenen System nicht mehr als ein Elektron in einem bestimmten quantenmechanischen 
Zustand befinden kann. 

Wir wollen dieses Prinzip an einem Beispiel erläutern. Der quantenmechanische 
Zustand eines Elektrons, dassich im Zentralfeld bewegt, wird durch die drei Quanten- 
zahlen n, l, m charakterisiert, die die Energie (n) des Elektrons, sein Bahn- 
moment (l) und eine Projektion des Bahnmoments (m) auf irgendeine Richtung 


bestimmen, und außerdem durch eine vierte Quantenzahl (m, — +5) ,‚ die die 


Projektion s, des Spins auf die gleiche Richtung bestimmt. Vollständig ist also der 
quantenmechanische Zustand durch die vier Zahlen n, !, m, m, gegeben. Das PAULI- 
prinzip behauptet, in diesem Zustand gäbe es entweder überhaupt kein Elektron 
oder nur eines. Mehr als eines könne sich in ihm aber nicht befinden. Im Zustand 
mit den gleichen, auf die Bewegung des Elektronenschwerpunkts bezüglichen 
Quantenzahlen (rn, 1, m) können zwei Elektronen mit den entgegengesetzten Spin- 


richtungen m, = 4 > untergebracht werden. 
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Die angeführte Formulierung des PAvLiprinzips ist einfach, leidet aber an dem 
Mangel, daß sie nur genähert gilt. Wenn wir nämlich ein zweites Elektron in den Zu- 
stand mit den gegebenen Zahlen r, !, m bringen, so wird sich dieser ganze Zustand in- 
folge der Wechselwirkung des ersten mit dem zweiten Elektron ändern. Aus der ele- 
mentaren Formulierung. geht nicht klar hervor, in welchen der Zustände nicht mehr 
als ein Elektron gebracht werden kann. Aber mit Rücksicht darauf, daß sich der 
Zustand der Elektronen in vielen Fällen infolge ihrer Wechselwirkung nur sehr 
unbedeutend ändert, erweist sich bereits die elementare Formulierung des PAULI- 
prinzips als sehr fruchtbar. 

Wir wollen das PAvLiprinzip so formulieren, daß wir der eben erwähnten Schwie- 


rigkeit entgehen. Dazu bemerken wir, daß das Elektron (oder ein anderes Teilchen 


mit dem Spin 5) ein Teilchen mit vier Freiheitsgraden ist: drei beziehen sich auf die 


Bewegung seines Schwerpunkts, der vierte ist der Spin. Um also den Zustand eines 
einzelnen oder eines zu einem System gehörenden Elektrons anzugeben, genügt es, 
die vier Größen ZL,, L,, L,, s zu messen, die folgende Eigenschaften besitzen müs- 
sen: &) sie müssen alle gleichzeitig meßbar sein; b) die drei ersten müssen die Be- 
wegung des Schwerpunkts charakterisieren und unabhängig sein; c) die vierte 
Größe muß den Spinzustand des Elektrons bestimmen. 

Die Gesamtheit der vier Größen dieser Art stellt einen vollen Satz mecha- 
nischer Größen für das Elektron dar. Ihre gleichzeitige Messung ist eine vollstän- 
dige Messung, als deren Ergebnis der Zustand yz, 1,r,s (9x) entsteht, in dem die 
vier Größen L,, L,, La, s gegeben sind. Der Kürze halber bezeichnen wir den ge- 
gebenen Wert vier solcher Größen mit einem Buchstaben n, so daß 


Yn(R) = Ya ınins (AR). (112, 4) 


Wir bringen Beispiele solcher Quadrupel. Man kann als drei Größen die Impuls- 
komponenten ?z, ?y, Pz wählen, und als vierte z. B. die Spinprojektion s, auf die 
Richtung des Elektronenimpulses. Diese Projektion bestimmt den Spin. Dann ist 
L, = Ps, La = Py, Lz = 9, 8 = %. Die von uns betonte Unabhängigkeit der drei 
Größen L,, L,, Z, schließt z.B. eine Wahl wie die folgende aus: L,=P,, L, = m: 
L, = 9, da in diesem Fall L, eine Funktion von L, wäre. Eine andere Wahl von 
Größen ist z. B. folgende: wir nehmen als Z, die Bewegungsenergie des Elektrons 
im Kernield Exım (Li = Enım), als L, das Impulsmoment des Elektrons (L,= M), 
als L, die Projektion des Impulsmoments auf eine Richtung (Z, = M,) und schließ- 
lich zur Bestimmung des Spinzustandes die Projektion s, des Spins auf diez-Achse. 
Bei der ersten Wahl der Größen L,, L,, L,, s erhalten wir nach der Messung den 
Zustand 

Yn (4x) — YVpz PyPz5p (4k); (112, 5) 
bei der zweiten: | 
Yn (8) = Ynims; (We). (112, 5’) 


Diese als Ergebnis der Messung entstehenden Zustände werden im allgemeinen 
: keine stationären Zustände sein, was allein schon daraus ersichtlich ist, daß in einem 
System von Elektronen weder der Impuls noch die Energie eines einzelnen Elek- 
trons Konstanten der Bewegung sind. Wesentlich ist aber für uns eine andere Seite 
der Frage. Da wir die Zustände %, (g,) eines einzelnen Elektrons, wie sie nach einer 
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Messung entstehen, in die Untersuchung einführen, haben wir uns von dem un- 
klaren ‚Zustand eines Elektrons in einem System‘ befreit, da der Zustand des Sy- 
stems durch eine einzige Wellenfunktion y (9, :. .,@&: - - -, qw, !) gekennzeichnet 
und die Heraustrennung des Zustandes eines einzelnen Elektrons ohne Änderung 
des Systems unmöglich ist. Führen wir die Messung der ein einzelnes Elektron betref- 
fenden Größen (L,, L,, L,, s) durch, so wird wenigstens im Zeitpunkt i = 0, in dem 
die Messung durchgeführt wurde, der Zustand des Elektrons gleich 


Yn (9x) 


sein. Wir operieren somit an Stelle des ‚Zustands eines einzelnen Elektrons in einem 
System‘‘ mit dem Zustand eines Elektrons, der als Ergebnis der an ihm durch- 
geführten vollständigen Messung entsteht. Diese Feststellungen gestatten uns die 
Formulierung des PAULiprinzips in allgemeinster Form, ohne dabei zu den unklaren 
Ausdrücken ‚quantenmechanische Zustände eines einzelnen Elektrons‘‘ greifen zu 
müssen. | 

In dieser allgemeinen Form lautet das PAuLiprinzip: In einem System von Eiek- 
ironen kann in jedem beliebigen Zeitpunkt bei der Messung beliebiger vier Größen 
Lı; bg, La, Ss, die den Zustand eines einzelnen Elektrons charakterisieren, jeder Wert 
der Quadrupel L, , L,, L,, s nur für ein Elektron des Systems erhalten werden. 

Wir werden jetzt beweisen, daß das empirisch festgestellte PAuLiprinzip eine 
Folge des Prinzips der Teilchenidentität in der Quanienmechanik ist. Und zwar 
gekorchen die durch antisymmetrische Wellenfunktionen beschriebenen Teilchen 
(FERMI-Teilchen) dem PAULIprin2iPp. 

Wir führen den Beweis zunächst für eine nur aus zwei Teilchen bestehende Ge- 
samtheit durch. Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Teilchenzahl ist dann 
einfach. 

Nehmen wir an, der Zustand der Teilchen wäre durch die antisymmetrische Funk- 
tion Y (g, , 9, t) gekennzeichnet (g, , g, bedeuten, wie früher, die Gesamtheit sämt- 
licher Koordinaten einschließlich des Spins für das erste bzw. zweite Teilchen). Wir 
wollen nun für das erste Elektron die Gesamtheit der vier Größen messen, die sei- 
nen Zustand vollständig charakterisieren. Ihre Werte bezeichnen wir mit dem Buch- 
staben n,. Die Werte der gleichen Größen des zweiten Teilchens bezeichnen wir 
mit n,. 

Der Zustand des ersten Elektrons sei, da die gemessenen Größen den Wert n, be- 
sitzen, durch die Wellenfunktion y,, (g,) beschrieben, der entsprechende Zustand 
des zweiten Elektrons durch %,, (9,). Da es sich um die Messung mechanischer 
Größen handelt, stellt die Funktion %,, (g,) die Eigenfunktion der Operatoren die- 
ser Größen dar, und folglich bilden die Funktionen für verschiedene Werte von n, 
ein orthogonales Funktionensystem : 


Iv:. (91) Yn, (9) dq, = nn, ® (112, 6) 


Das gleiche gilt selbstverständlich auch für die Funktion y,, (9). Da unter n, die 
gleichen mechanischen Größen wie für n, gemeint sind, so sind die y,, ebensolche 
Funktionen wie y,,, nur mit dem Unterschied, daß sie sich auf ein anderes Elek- 
tron beziehen, da bei ihnen an Stelle des Arguments g, das Argument g, steht. 
Wir entwickeln die Funktion % (q,,9,,) die den Zustand des Systems be- 
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schreibt, nach den Eigenfunktionen der an den Elektronen zu messenden Größen, 
d.h. nach %,, (9) und %., (95). Wir erhalten 


y (1; Q2: £) -y, G (n,; N.,t ) Ynı (9) Un, (93); (112, 7) 
Nı Na 
wo 
e(M1,n2,) =|P (9, 92-8) Um, (4) Un, (92) dgı dp. (112, 8) 


Wenn wirin (112, 7) die Summe über n, und n, schreiben, so setzen wir voraus, daß 
die gemessenen Größen nur diskrete Werte annehmen. Nähmen sie kontinuierliche 
Werte an, müßten wir an Stelle der Summen Integrale setzen. Das würde aber den 
weiteren Gang der Überlegungen nicht ändern Wir bleiben daher der Einfachheit 
halber beim Summenzeichen. Die Summe über n, und n, erstreckt sich über alie 
Werte von n, und n,. Außerdem durchlaufen n, und n, die gleichen Werte (da es 
sich bei den Elektronen um die gleichen mechanischen Größen handelt). 
Nach der allgemeinen Theorie ist die Größe 


W(N],Ng,t) = le(n,, 2, t) |? (112, 9) 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zum Zeitpunkt t am ersten Elektron der Wert 
der gemessenen Größen gleich n, und am zweiten der Wert derselben Größen gleich 
2, gefunden wird. Nun vertauschen wirin 7 (g,, 9,, £) die beiden Elektronen. Wir 
haben es der Voraussetzung nach mit FERMI-Teilchen zu tun, so daß die Funktion 
Y bei dieser Vertauschung ihr Vorzeichen ändern wird. 

Daher ist 


FD = II © (ng, 1) Ya, (9) Yn, (1) = 7 (0), (112, 10) 
d.h. 
2 C(n,ng,) Yn, (92) Yin (q,) = — 232% 0(m, N2, 8) Yn, (91) Yn. (2) - (112, 11) 


N, Re N, Rs 


Ändern wir jetzt die Bezeichnungen, indem wir n, durch n,, und n, durch n, er- 
setzen, so bleibt alles unverändert, da die Summen sich über alle Werte von rn, und 
n, erstrecken und diese die gleichen Werte durchlaufen. Nach dieser Bemerkung 
können wir (112, 11) in folgende Form umschreiben: 


DD (Ny, 07,8) Yn, (9a) Un, (91) == S=eD>> (N; NR, E) Yn, (9) Yn, (9) - (112, 12) 
N. Nı N, Ne 


Diese Reihen orthogonaler Funktionen können nur unter der Bedingung einander 
gleich sein, daß die Koeffizienten der gleichen Funktionen einander gleich sind, d.h. 


CN: N, t) = —C (N,,.n,, 1). (112, 13) 

Für n, = n, erhalten wir: | 
EM: N: DE — (N, N; (112, 13’) 
aber eine Funktion, die sich selbst mit entgegengesetztem Vorzeichen gleich ist, ist 


gleich Null. Folglich ist 
ca,n,t)=0. (112, 14) 
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Setzen wir dieses Ergebnis in (112, 9) ein, so finden wir, daß für gleiche Werte 
von r, und n, die Wahrscheinlichkeit w (n,, %,, t) gleich Null ist 


vu(n,n,t)=0. (112, 15) 


Damit ist unsere Annahme bewiesen: die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in einem 
System aus zwei Elektronen an beiden Elektronen gleichzeitig die gleichen Werte 
einer gleichen Gesamtheit mechanischer, das Elektron kennzeichnender Größen ge- 


messen werden, ist gleich Null. Ein solches Meßergebnis ist folglich unmöglich, was 
den Inhalt des PAvLiprinzips darstellt. 


Die Verallgemeinerung auf N-Teilchen erfolgt ohne Schwierigkeiten mittels der 
gleichen Gedankengänge, wie wir sie für zwei Teilchen angestellt hatten. Die Wellen- 
funktion X (9, -.:»Q@ks ---»Qj, - - +, Qu, t) des Systems wird in diesem Falle wie 


folgt entwickelt: 
Y(q:- .:3Qky +. Qj5 - - qm) = 
= Did hen ya 1) X A012, 7 
N, Nk 13 NN 
X Ynı (91) - - - Un (98) - - : 9 (95) - - - Ya (ax); 
wo 
AN Mr Mir N) = 


= j [ag ...dgqnP iq; a . ) 2 }) Yon, (4). - Yu, (m). 


Die Wahrscheinlichkeit, die Werte der gemessenen Größen gleich n, am ersten 
Elektron, n; am k-ten, n; am j-ten, ny am N-ten zu finden, ist gleich 


(112, 8) 


WR. Mr NN) |CcM,.. 5,025... Pl. (112,9) 


Vertauschen wir in (112, 7’) die Teilchen & und j und vertauschen wir die Summa- 
tionen über n; und n;, so erhalten wir völlig analog zu (111, 11) und 111, 12): 


CN N RG MD ECM, MH Ns. N), (112, 13°) 

woraus folgt, daß 

CN. NM Ns. . NN) = für m =n;. (112, 14°) 

Somit gilt: 
WIN: Ms -- HN... ,ANd)=I fr men. (112, 15’) 


Da diese Beweisführung auf beliebige Teilchenpaare (k, 5) der N Teilchen an- 
wendbar ist, so müssen alle rn, verschieden sein, da sonst » = 0 wird. Die Wahr- 
scheinlichkeit, in einem System von Frrmı-Teilchen auch nur ein Paar von Teilchen 
zu finden, für die die Meßergebnisse aller den Teilchenzustand (n,) charakterisierenden 
Größen gleich sind, ist gleich Null. 

Zwei Elektronen können z.B. nicht gleichen Impuls und gleichgeriehteten Spin 
haben (in diesem Falle wäre n, = n;, wobei 9%,, 9» Pz, $ für n gesetzt ist). 
Auf gleiche Weise ist es nicht möglich, im gleichen Raumpunkt zwei Elektronen 
mit der gleichen Spinrichtung zu finden (dann ist 9; —= g;, wobei x, y, z,s unter q 
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zu verstehen sind. Bei 9; = g;, besitzen die Funktionen (112, 7, 7’) einen Knoten, 
so daß 7? Null wird). | 

Die gleichen Behauptungen gelten auch für alle anderen FerumI-Teilchen, für 
Positronen, Protonen und Neutronen. 

Zum Schluß wollen wir noch folgendes bemerken: da die Elektronen einen Be- 
standteil der Atomhülle und die Protonen und Neutronen einen Bestandteil des 
Atomkerns darstellen, hat das PAvLIprinzip sowohl für die Theorie der Elektronen- 
hülle der Atome, alsauch für die Theorie des Atomkerns eine sehr große Bedeutung. 


$ 113. Die Wellenfunktionen für Systeme von FerMmI- und von Bose-Teilchen 


Wir untersuchen nun die Wellenfunktionen, für die Symmetrie oder Antisym- 
metrie der Teilchen besteht. Wir beginnen mit den zu den FereI-Teilchen gehören- 
den antisymmetrischen Funktionen. Zuerst behandeln wir den Fall zweier Teilchen. 
Die antisymmetrische Funktion zweier Teilchen % (g, , 9,, t) kann nach den Eigen- 
funktionen %,, (g,) und %,, (9) der einzelnen Teilchen entwickelt werden: 


(4: = Ze (N, Ng, 8) Yn, (91) Yr, (9)- (113, 1) 


N, Na 
Der Ausdruck (113, 1) kann auch anders dargestellt werden, indem man die Summe 
in zwei Teile zerlegt, wobei in einem n, > n, und im anderen n, < n, sein mögen 
(n, = n, fällt aus, da c (n,,n,)=0): 
? (4,9; = 2 2 6 (R12, 8) Pi (91) Yn, (92) + 
Nı>Na Ne 


+3 >c (N, Rz, ) Yn, (91) Un, (9). 


N,<N, N 


(113, 1) 


Ersetzen wir in der zweiten Summe die Summationsbuchstaben z, durch n, und n, 
durch r,, so bekommen wir: 


Ya Ed=L DZe(m:N?) Ynm (9) Yn (9) + 


Nı?Na Ne 


+3 2e (N2, 7,8) Yn. (91) Yn, (9e)- 


Ne<N, Nı 


(113, 1”) 


Vertauschen wir schließlich rn, und n,in c (n,, n,,, t), so erhalten wir nach (112, 13): 


Y =D %e(n,nz,t){ Yn, (9) Pr. (92) — Yn, (9) Yu (M)}- (113,2) 


Nı?Na Na 


Der Ausdruck in der Klammer kann als Determinante dargestellt und Y in folgen- 
der Form geschrieben werden: 


? (4%) = > > 6(N,2,8)° 


Nı >Nz Ng 


Yn, (9) Un, (92) 
Yn, (1) Yz (92) 


Die antisymmetrische Wellenfunktion stellt sich also als Summe (oder Integral) von 
Determinanten folgender Art dar: 


(113, 3) 


Yn, (91) Yn, (92) 


(113, 4) 
Un; (91) Yn, (9,) 


D,„,n. (9:9) >- 
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Haben wir es mit N-Teilchen zu tun, so erhalten wir nach (112, 13) auf ähnliche 
Weise für den allgemeinen Fall 


VE: md=2.. DEM Mi) X 


N > «NN 


x Digi (4; 2,020) Gk; “4 gj; .. gan); (113, 5) 


Dan sn ir ann Ms aan nN (q,: ...Qkı ji + gn) = 
In, (91) ... In, 72) re Un (95) ee Unı (qw) 
Un (4): Ym (ER) - - - Yrn (5) - - - Yn (An) 


Uns (91) > = - Ya (9) > - Yan (95) - Ya (am) | 


Ynz (91)- - - nm (8) - - - Yan (95) - - » Yan (Av) 
Entwiekeln wir die Determinante, so können wir sie auch so fassen: 


D ns.. „Rk,.. 3, „na (>= - >> gr, .-- “> dj,.--qQn) = 


-=3(€ 1)Pvy, (4) - - Ynz (9x) ... Y (95) 2. Ya (qv). | (113, 6") 


Hier ist die Summe über alle N! Permutationen der Teilchen q,,..., qw genom- 
men, wobei das Vorzeichen -+- oder — vor den Summanden in (113, 6’) genommen 
wird, je nachdem, ob die Reihenfolge der Größen g aus der Reihe g,, 4: - - -: 0x» 
gk-+1> : - „Qx durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Permutationen her- 
vorgeht. 

Die angeführte Darstellung antisymmetrischer Wellenfunktionen als Determi- 
nantensumme ist sehr wichtig für die praktische Anwendung der Theorie bei der 
näherungsweisen Berechnung des Mehrkörperproblems. Nehmen wir an, uns in- 
teressieren die Wellenfunktionen der stationären Zustände zweier Elektronen 
in einem Atom. Solche Funktionen sind im allgemeinen schwierig zu finden. Die 
Funktionen eines Elektrons ermitteln sich dagegen wesentlich einfacher. Nehmen 
wir an, wir kennen diese Funktionen %,, (g,) und %,, (95). Ist die Wechselwirkung 
der Elektronen gering, so wird die Wellentunktion des Systems der beiden Elek- 
tronen so sein, daß der Zustand jedes der beiden Elektronen sich nur wenig vom 
Zustand eines einzigen Elektrons im Atom bei Abwesenheit des anderen unter- 
scheiden wird. Versetzen wir aber ein Elektron in den durch die Größen (Quanten- 
zahlen) ‚N, gekennzeichneten Zustand, so ist die Wahrscheinlichkeit, einen anderen 
Wert nı in diesem Zustand zu finden, gleich Null. Ähnlich können wir, wenn wir 
das zweite Elektron in den Zustand n, versetzen, behaupten, die Wahrscheinlich- 
keit, na zu finden, sei gleich Null. Haben wir es jetzt im Atom zugleich mit zwei 
Elektronen zu tun, so darf sich im Falle einer nur geringen Wechselwirkung der 
Zustand beim Einbringen des zweiten Elektrons nur wenig ändern, Das bedeutet, 
daß selbst, wenn jetzt die Wahrscheinlichkeit n, = m ,n, = nz zu finden, von Null 
verschieden wäre, sie trotzdem klein sein müßte, und folglich alle c (nı ‚n3,t) in 
(113,3) klein wären, mit Ausnahme von c (n, , n,, t). Vernachlässigen wir alle c, mit 
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Ausnahme von c (n,,n,, t) so erhalten wir aus (113, 3) die Wellenfunktion 7 für 
die beiden Elektronen des Atoms in nullter Näherung: 


POlg,, 94,1) = C (nung, t)| Pr 4) Ya ao) 113, 7) 

Ya (91) In, (92) 

Da der gemeinsame Faktor c (N, , 2%, , t) keine Rolle spielt, ist 
= Gum (1: Re). (113, 8) 


Analog wird auch im Falle mehrerer Teilchen, unter der Bedingung geringer 
Wechselwirkung zwischen ihnen, die Funktion Y, des Systems in nullter Nähe- 
rung 

BD,» eonkı--onjı--  ınN (9: ..9QAkı +: 3 Qjs- ++. an) 


lauten, wenn %,, (91), Yn, (92): - - -» Ya, (qw) die Elektronenfunktionen ohne Be- 
rücksichtigung der Wechselwirkung sind. 

Die Darstellung der antisymmetrischen Wellenfunktion als Determinante 
(113, 4) oder (113, 6) gibt also eine Näherungsmethode für die Darstellung der 
Wellenfunktionen eines Systems gering aufeinander einwirkender Teilchen durch 
die Funktionen der Einzelteilchen bei fehlender Wechselwirkung zwischen ihnen. 

_Fürdie Bose-Teilchen haben wir eine andere Entwicklung der Wellenfunktion X 
des Teilchensystems nach den Produkten der Funktionen der einzelnen Teilchen: 
Un (U) Ur (9) --- Ynk (9) -.- ni (5) --- Yan (gw). Vertauschen wir in der 
Funktion 


(a; 3946 + Hg ++ qm; t) — 2 ... 2° (m. .. „My, t) x jaıs, 9) 
X Yaı (91) - > > Ya (98) > > > Pr (95) > > > Yan (gm) 

des Systems die Koordinaten der Teilchen % und 5 und bemerken wir, daß die Funk- 
tion Y sich für Bosz-Teilchen dabei nicht ändern darf, so erhalten wir bei Gleich- 
setzung der Koeffizienten der gleichen Produkte 


CN: HN Ni. NN, ld) 
(n, % 3 2 )=| 113, 10) 
= + Mm... Nr: ) 


Für zwei Teilchen erhalten wir daher 
Y (q:%) 2 <& c(N,,%) (Yyn, (91) Un. (92) # Un (U) Ynı (9) } . (113, 11) 


Ist die Wechselwirkung unter den Teilchen gering, so hat der genäherte Ausdruck 
für die Wellenfunktion des Zustands zweier fast gar nicht aufeinander wirkender 
Teilchen, von denen das eine sich im Zustand n, , das andereim Zuständ n, befindet, 
folgende Form: | | 

7° = Yn, (41) Yn (92) + Ynı (9) Y, (92) (113, 12) 


Im Falle von N-Teilchen erhalten wir auf Grund einer ähnlichen Beweisführung: 
PI= 2 Ym (9) > Ynn (U) - = - 9m (0) - - : Yan (am), (113, 13) 
wo 3 die Summe über allen N! Permutationen der Teilchenkoordinaten q,, 9, 
Ds 15 darstellt. 
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& 114. Die zweite Quantelung 


Die Gesamtheiten gleicher Teilchen können mittels einer besonderen Methode 
untersucht werden, die als zweite Quantelung bezeichnet wird. Das Wesen dieser 
Methode besteht darin, daß zur Beschreibung der Gesamtheit an Stelle eines voll- 
ständigen Satzes mechanischer Größen, die die individuellen Zustände der einzelnen 
Teilchen charakterisieren, die Anzahlen der Teilchen inden verschiedenen Zuständen als 
unabhängige Variable gewählt werden. Wir werden einen jeden dieser Zuständedurch 
drei Variable L,, Z,, Z,, die sich auf die Bewegung des Teilchenschwerpunkts be- 
ziehen, und durch die Spinvariable s charakterisieren, wenn die Teilchen einen Spin 
aufweisen. Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir an, diese Variablen be- 
säßen ein diskretes Spektrum, so daß wir alle Zustände genauso durch die Zahl n 
numerieren können, wie das im $ 112 geschehen ist (unter n verstehen wir die Ge- 
samtheit der Werte für die vier Größen L,, L;; La; 8). 

Meist ist der HAMILTONoperator in Koordinatendarstellung gegeben. Wir formen 
sie daher aus der Koordinatendarstellung in die „Z“-Darstellung um, die wir als 
diskret betrachten wollent), 

Ist die Wellenfunktion eines Systems von N gleichen Teilchen in der Koor- 
dinatendarstellung % (9, 9; - - - 9x, t), so lautet die SomRönmeERgleichung für 
dieses System 


ZU W+2 "aa|e (114, 1) 


2 
5, vi + U (g«) der Energieoperator des Teilchens %, U. (q;) die po- 
tentielle Energie des Teilchens k im äußeren Feld und W (gr, 9;) die Wechselwir- 
kungsenergie zwischen den Teilchen k und 7 ist. Nun entwickeln wir die Wellenfunk- 


woH (a)=— 


ı) Oft wird in der Theorie der zweiten Quantelung die Impulsdarstellung (Z, = 9, I2= Py: 
= 9,) genommen. Aber die Impulsdarstellung ist kontinuierlich. Man setzt: 


Dahn Drhn 2rhn 
= 2 ya ——, n=——, 
I I : I 
WO N2,1y,%z ganze Zahlen und } eine große Länge ist (vgl. $116). Dann wird die Impulsdar- 
stellung diskret. Im Endergebnis geht man zu 1 — co über und befreit sich damit von dieser ge- 
künstelten Voraussetzung. Die erschöpfende, auch für den Fall eines kontinuierlichen Spektrums 


der Zustände anwendbare Theorie der zweiten Quantelung wurde von FooKk ausgearbeitet 
(FooR, V.A.: Phys. 2. d. Sovj. Union 6, 425, 1934). 


Px: = 
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tion y nach den Eigenfunktionen %%,; (9) der Operatoren L,, L,, L,, s genauso, wie 
das im $ 112 getan wurde. Wir erhalten dann 


vo: m=ID.: Pan 


N, De 


(114, 2) 

X Yn (4) Uns (92) - - - Yny (In). 
C(N],Ng,... Rn, t)ist offensichtlich die Wellenfunktion unseres’ Systems in der ‚„L*- 
Darstellung, le (N, Ng,...,ny,t)|? die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das erste 


Teilchen sich im Zustand n, befindet (d. h. die vier, durch den einzigen Buchstaben n 
bezeichneten, Werte Z, , Lg, L,, s besitzen), das zweite Teilchen im Zustand r, (d.h. 
vier durch n, bezeichnete Werte Li, L,, L3, s’ besitzen) usw. Setzen wir (114, 2) in 
(114, 1) ein, multiplizieren wir links mit 9%, (91), Yäz (92) - - -» Yan (gy), und inte- 


grieren wir das Ergebnis über g,, 95 - - -, qy, dann erhalten wir 
ER ER 
ch EM Me, Mr. Mi, MN) = 
g- S Hmzı nm E (Mi, My, ..., Rey... Mj,...,mn,t)+ (114, 3) 
Nk 
15.5.5 Warum, nme (Mı, My, ..., Ne Nie MN). | 
k+j ne 


Hier bedeuten H,„,,n, und Wyymj,n.n; die Matrixelemente: 
Hyy,ns = | Ymz (9) H (92) Ynx (98) dar, (114, 4) 
Wxmy nen = | Y*, (9%) Y,(4) W (98 » 45) Ynz (96) Ynz (95) dan dg;. (114,5) 


Die Gleichung (114, 3) ist die Gleichung (114, 1) in der ‚ZL‘‘-Darstellung. Infolge der 
Gleichheit der Teilchen hängen die Matrixelemente (114, 4, 5) nur vom Wert der 
Quantenzahlen m;, m;, nz, n; ab und nicht von der Teilchennummer k, I Bezeich- 
nen wir einen beliebigen Wert von m; mit m, nx mit n, ebenso m; mit m’, n; mit n, 
die Koordinaten des Teilchens % mit q und die des Teilchens 5 mit g’, so können wir 
(114,4) und (114, 5) wie folgt darstellen: 


er | 
Hoya, = wm (9) v2 yn (d) dg + [ ym (q) U (q) m () dq= 


(114, 6) 
— 5, /v vr (q)V pn (g) dq + [m DU (a un ()dga= Hann, 
Worum, — — [ ym (g) um (q’) Wg, T) Un (Q) Ym  (g’)dq ei | (114, 7) 


Die Amplituden ce (m,, mg, ..., my, t) (die Wellenfunktionen in der „ZL“-Dar- 
stellung) sind für Bose-Teilchen symmetrische und für Fermı-Teilchen antisym- 
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metrische Funktionen der Quantenzahlen m, , m, . . ., My (s. $112). Die Werte die- 
ser Amplituden hängen also nur davon nn wieviel Argumente aus ihrer Gesamt- 
zahl N (m,, m, ,... , my) gleich m, m’ m” .. usw. sind, nicht aber davon, welche 
von diesen Argumenten gleich m, m’, m’’,...... usw. sind. Diese Amplituden sind also 
Funktionen der Teilchenzabl in jedem der "Zustände. Wir bezeichnen diese Zahlen 
mit N, Na,..., Nms. 3, Nm... Nmr,..., usw. Folglich istz.B. N„ gleich jener 
Anzahl der Zahlen My in den Argumenten 6 > (my, Mg,» -, My , t), deren Wert gleich 
m, Nm’ gleich jener Anzahl der Zahlen m;, deren Wert gleich :m’ usw. ist. 
Im Fall der Bosz#-Teilchen können die Zahlen N„ beliebig sein. Im Fall der 
FerMmi-Teilchen dagegen wird nach dem Pavuiprinzip die Funktion c (m,, My, 
.., My ‚t) Null, wenn auch nur zwei Zahlen m;, m; untereinander gleich sind, so daß 
N. nur zwei Werte, 0 oder 1, annimmt: der Zustand kann entweder nur von einem 
einzigen Teilchen eingenommen werden oder überhaupt nicht. 

Wir führen die weiteren Umformungen für Bose£-Teilchen durch. Unsere Aufgabe 
besteht jetzt darin, die Schröpingergleichung (114, 3) aufzuschreiben, wobei wir 
an Stelle der Quantenzahlen My; Mg, . . ., My die Anzahl der Teilchen in diesen Zu- 
ständen, also N,,N,,..., Nm; - , setzen. Betrachtet man nämlich c als Funktion 
der Zahlen N, Nas ‚Na, iR dann ist |c (N), Ng,..., Nm, .. .,2)|? die Wahr- 
scheinlichkeit, N, Teilchen i im Zustand 1, N, Teilchen im "Zustand 2, N„ Teilchen 
im Zustand m usw. zu finden. Die gleiche Wahrscheinlichkeit drückt sich durch 
C (Mm; , Mg, . . ., My, t) in folgender Form aus: 


lc (N,,N3,...,Nm,...,)= 3 le (m,, ma, ... ., my, |®, (114, 8) 


.wo die Summe über alle c (m, , Ma, ..., My, t) genommen ist, die N, Zahlen m; 
gleich 1, N, Zahlen m; gleich 2 usw. besitzen. Infolge der Symmetrie sind alle diese c 
untereinander gleich. Daraus folgt: 


le (N,, N,, .. N i ee 


N! ’ 
z rn) le (mı, My, . . ., my, #)|?, (114, 8) 
L* 2° [} f} e} Mm’ ee i 


und wir haben: 


! 
EIN EN. iu Nas ah —)e mm... mr.) (114,9) 


= 


Setzen wir jetzt in (114,3) an Stelle c (m), Mg, ..., My, t) die Amplituden 
(N,,N.,...,Nm;,...,t) ein, so können wir die Addition nach den Teilchen- 
numimern % und j durchführen. Dazu verwerten wir (114, 6) und (114,7) und be- 
ui. C(M 5 Mg, > My +. Mi, .., My, !)sich von c (m, , Ma, -.., 
Mky +. Mi 5. .., My, t) dadurch unterscheidet, daß die Teilchenzahl im Zustand 
Mk = m um eins kleiner, und die Teilchenzahl im Zustand n;= nr um eins größer 
geworden ist. 

In Ben Weise unterscheidet sich c (m, , M,,.. Nr.» Njy.. ‚ MN, it) von 
Cm, Mg, .- Mk; -..,Mj,..., My, t) dadurch, daß die Teilchenzahl in den Zu- 
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ständen m; = m, m; = m’ um Eins kleiner und die Teilchenzahl in den Zuständen 
2,=n,n; = n’ um Eins größer geworden ist. 
Auf Grund dieser Vorbemerkungen finden wir: 


U/MIN! Net... Dal... Nat..\4 
nz N! ) s 
x c(N,, 0.9, Nn; o.0j7 N mr; 0, N ...); Nas; RR: = 


! —_ ı)! ‚N 13! ‚N 
> NuHan Bee, em u 


x EIN en, Nas 1, . N; . N. t+ 1.64 Nurs. .,d)-4+ 


ne D>>M Nm’ Wm,nn x 


2 ,m’ n,n 

(” (Nm — DV... (Na — 12)... (N. + te 

x | 4127.00 1000110 
N! 
xe(N,..:-,Na—l..,;, Nu —1...,3Nn+1...,Nu +1... (114, 10) 
ea | M! 
Dividieren wir diesen Ausdruck durch (— — ——- |, so erhalten wir 
NN 
ey... Nm. Nat. Narıı. Mars .. SD=Z NAH, Eid Hnnx 


KEN se Ne Na NL a Nahe 
1 
+13 A (Nn-+ 1? (N + DE 4 Wamnn X 


EN a Nele Ne N ae 


Das ist aber die gesuchte Gleichung, in der die Zahlen der Teilchen in den einzelnen 
Zuständen als unabhängige Variable genommen sind. Diese Gleichung läßt sich auf 
eine sehr bequeme Form bringen, wenn man die Operatoren a, und af einführt, die 
in folgender Weise auf die Funktionen der Zahlen N, wirken: 


BEIN 5. Ns, Nasa Ins) = (114, 12) 

= (N, + DENN. Math... Nms...): | | 

atf(N,,N,,..., Nr, 5 Nas...)= | ansss 
= NE N: N... Na —h..., Nas...) 

an f(N,, Na,:.., 00... Nm,..)=0. (114, 12”) 
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Diese Operatoren haben offensichtlich folgende Eigenschaften 
.0,=N, %4=N,+t1, (114, 13) 
ana — a an Öma- (114, 14) 


Nun ist leicht einzusehen, daß die Gleichung (114, 11) mit Hilfe dieser Operatoren 
in folgende Form gebracht werden kann: 


d Nas 
ih ar EN =Hec(N,,N.,...,t), (114, 15) 
wo 
1 
H= 2 an Hmnan +5 2, 2 anah mm @nüy. (114, 16) 


Der Operator H ist der HamıtTonoperator des Systems, ausgedrückt durch die 


Operatoren a, und a,. Er wird gewöhnlich als zweimal gequantelt bezeichnet. Diese 
Gleichungist völlig äquivalent der ursprünglichen Gleichung (114, 1) für N Teilchen 
im Konfigurationsraum. Im Grunde genommen ist die Gleichung (114, 15) die Glei- 
chung (114, 1) in der ‚N“-Darstellung, d.h. in einer Darstellung, in der die 
Zahlen N,,N,,..., Nm, ... der Teilchen in den verschiedenen Quantenzuständen 
1,2,...,m,... als Variable genommen sind. 

In einer Beziehung ist jedoch die Gleichung (114, 15) allgemeiner als die Glei- 
chung (114, 1): letztere war für ein System von N Teilchen geschrieben, während 
in der Gleichung (114, 15) die Gesamtzahl der Teilchen nicht explizit enthalten ist. 
Sie ist Konstante der Bewegung, da ja der Operator 7 (114, 16) in jedem Glied 
eine gleiche Zahl von Operatoren a und a* enthält. Da die Operatoren @ die Zahl 
der Teilchen in einem beliebigen Zustand um Eins erhöhen, die Operatoren a* die 
Teilchenzahl in einem beliebigen Zustand um Eins verringern, so ändert sich die 
Gesamtzahl N der Teilchen N = $ N„ nicht unter dem Einfluß des Operators, so daß 

"= [H,N=0. (114, 17) 
Somit ist also N =.const. Daher trifft die Gleichung (114, 15) für eine beliebige An- 
zahl N gleicher BoszE-Teilchen zu. 

Der HammtTonoperator (114, 16) aus der Theorie der zweiten Quantelung kann 
auch in eine andere, der Energie eines bestimmten Wellenfeldes entsprechende Form 
gebracht werden. 

Die Wellenfunktion eines Teilchens sei % (g). Wir entwickeln diese Funktion nach 
den Eigenfunktionen %, (g) der Operatoren ZL,, Z,, La, 8: 


v() = 2 AnYn (Q)- (114, 18) 


Wir betrachten dabei die Amplituden a, nicht als Zahlen, sondern als Operatoren 
mit den Eigenschaften (114, 14). Dann wird die Funktion y ebenfalls ein Operator: 


vVa=Ianyı(d), (114, 19) 
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der auf die Zahlen N,, N,,...,N„ wirkt. Der Übergang von (114,18) zu 
(114, 19) bedeutet, daß wir von Zahlen zu Operatoren, d.h. von der klassischen 
Theorie zur Quantentheorie übergegangen sind. Da aber die Beschreibung der Be- 
wegung eines Teilchens durch das Wellenfeld % (g) an sich schon quantentheoretisch 
ist, so nennt man den Ersatz der Amplituden a, durch die Operatoren «a, die zweite 
Quantehung und die Wellenfunktion eine gequantelte Wellenfunktion!). 

Wir bemerken, daß der Übergang von der nicht gequantelten Wellenfunktion 
(114, 18) zur gequantelten (114, 19) auch unmittelbar, ohne Zuhilfenahme der Ope- 
ratoren a, ausgedrückt werden kann. Und zwar folgt aus (114, 14) und (114, 19): 


vd) W*ld)y (q) =, (a, U — 47,0) Yu (9) Yu (Q) = 


—_ Ömn 9m (9') Yn(g) = pn (9’) 9 (q), 


worin die Summe sich über sämtliche Eigenfunktionen erstreckt. Eine solche Summe 
ist, wie sich beweisen läßt, gleich ö (g’ — g). Die Quantelung der Wellenfunktion 
läßt sich daher wie folgt schreiben: 


YA) yl)yd=sl —g. (114, 20) 


Mit Hilfe der gequantelten Wellenfunktion  (g) (114,19) läßt sich der HAMILToN- 
operator (114, 16) in folgender Form darstellen: 


h? | 
H=..|vwv@vv@d+t[v@UWyWdc+ 
u 
j | (114, 21) 
us 5 y()Yyrl) WPD Yyla’)dadd. 


Die Äquivalenz von (114, 21) und (114, 16) wird offensichtlich, wenn man (114, 19) 
und die Ausdrücke (114, 6) und (114, 7) für die Matrixelemente berücksichtigt. 

In dieser Form kann der HamıtTonoperator H (114, 21) als die Energie eines 
gewissen Wellenfeldes betrachtet werden, dasin dem Sinne ‚‚gequantelt‘ ist, daß das 
klassische Feld % (g) durch den Operator % (g) ersetzt ist. Fassen wir nämlich % (g) 
als das DE BROGLIE-SCHRÖDINGER-Feld auf und setzen wir voraus, daß die ein- 
zelnen Elemente dieses Feldes so aufeinander einwirken, daß die Wechselwirkungs- 
energie zweier Elemente proportional dem Produkt |y (g) |? ? (g’)|® der Dichten 
ist, so lautet die „‚klassische “Gleichung für ein solches Feld 


„O h2 | 
Ta ra y)+ Tr Ad+YW[Wa)|v()ldg. (114, 22) 


!) Dabei ist zu beachten, daß in. der Theorie der zweiten Quantelung die Wellenfunktion in der 
üblichen Auffassung dieses Begriffs die Funktion c (N), N3,..., Nm». . „t) und nicht % ist! 
2) Diese Gleichung unterscheidet sich von der normalen ScHRöDIngERgleichung für ein Teil- 


chen durch das letzte Glied, das die von uns angenommene Wirkung der y-Wellen auf sich aus- 
drückt. 
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Die Gesamtenergie eines solchen Feldes ist dann gleich!): 


h? 
H=z|\vy@ldaa+/y@l®U(nda+ 
m (114, 23) 


1 | 
+5 / vo Ir MEW aA) dgag. 


Wir führen nun y und y* in bekannter Weise ein und ersetzen sie durch die Opera- 
toren 9 und %*, die der Vertauschungsregel (114, 20) folgen. Dann erhalten wir 
den HAmıtLTonoperator (114, 21) aus der Theorie der zweiten Quantelung. Daraus 
geht hervor, daß die Theorie der zweiten Quantelung folgende bemerkenswerte 
Behandlung der Theorie von Systemen aus gleichen Teilchen ermöglicht: Es 
wird ein gewisses klassisches Feld y untersucht. Für das Feld wird der Energieaus- 
druck H gefunden. In diesem Ausdruck wird das klassische Feld y durch den Opera- 
tor ersetzt. Wir gelangen so zum HAMILTONoperator H aus der Theorie der zweiten 
Quantelung und sind berechtigt, von Teilchen zu sprechen, die zum gegebenen 
Feldy gehören: Nach der Quanielung zeigt das Feld eine diskrete, korpuskulare Natur. 
Dieses Verfahren nennt man ‚„Quantelung des Feldes‘‘. Seine Wirksamkeit liegt 
darin, daß letztere für jedes beliebige klassische Feld anwendbar ist?). 

In dem dargestellten Fall handelte es sich um die Quantelung eines DE BROGLIE- 
SCHRÖDINGERschen Feldes für den Fall von Bose-Teilchen. 

Genau so läßt sich auch die Quantelung für den Fall von FerMmI-Teilchen durch- 
führen. Der Unterschied liegt nur in den Eigenschaften der Operatoren a, a*. Um 
diese Operatoren zu finden, muß wiederum die Transformation der Gleichung 
(114, 3) von den Variablen m,, m,, ..., my auf die Variablen N,,N.,..., Nm... 
durchgeführt werden. Sie wird dadurch etwas umständlicher, daß bei der Vertau- 
schung der FerımI-Teilchen die Funktionen c (m, , m,,...., My, t) ihr Vorzeichen 
ändern. Außerdem können, wie bereits bemerkt, die Zahlen N„ nur zwei Werte: 
1 oder 0, annehmen. Nach Durchführung ähnlicher Transformationen?) erhalten 
wir aus (114,3) wieder die Gleichung (114, 15) mit dem HamıtTonoperator 


(114, 16). Aber in diesem Fall werden die Operatoren a, a, anders definiert, nämlich: 


a N,» Nas... 322, Nm. )=HflN Nas... las, Nmsco); 


(114, 24) 
an/(N,,N;, ...;g aa, Nasa‘, 2 (114, 24’) 
a (N, N3, n. 0m; a) N, .. .) Er 0, (114, 24’) 


NEN ee NEE N N ns Nase): 
(114, 24'”) 


1) Verwendet man die Gleichung (114, 22), so kann man sich davon überzeugen, daß —=(, 


d.h. H ein Konstante der Bewegung ist. Da das zweite Glied in (114, 22) offenkundig die po- 
tentielle Energie im äußeren Feld ist, muß, da H = const, der ganze Ausdruck als die Gesamt- 
energie des Feldes angesehen werden. 

2) Die allgemeine Theorie dieser Quantelung findet man in: [60]. 

2) Siehe z.B. [16: $ 80], oder die ‚Originalarbeit: Fock, V. A., Z. f. Phys. 75, 622, 1932. 
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wobei das Vorzeichen + oder — davon abhängig ist, obdem Zustand n eine gerade 
oder ungerade Zahl besetzter (N„ = 1) Zustände. vorangeht, wenn man sie nach 
steigendem n :ordnet!). Aus diesen Regeln folgt: 


=N„(Ooderl), a =1—N,, (114, 25) 


nt = mn: (114, 26) 


Wie man sieht, unterscheidet sich die Vertauschungsregel für die Operatoren @ im 
Falle von Fermr-Teilchen durch das Vorzeichen von der Vertauschungsregel für 
Bosz-Teilchen. 

Benutzen wir (114, 18) und wiederholen wir die Rechenoperationen, die zu 
(114, 20) führten, so erhalten wir: | 


VAN LEN YPyN=gl— I. (114, 27) 


Alle übrigen Formeln, insbesondere der Ausdruck für H (114, 21) bleiben unver- 
ändert. Der Hammrtonoperator H kann also zusammen mit der Quantelungsregel 
(114, 27) als. der zweimal gequantelte HamıtLTonoperator für Elektronenwellen be- 
trachtet werden, deren „klassische‘‘ Gleichung (114, 23) ist. Die Quantelungsregel 
kann für beide Fälle in einer Formel ausgedrückt werden: 


Yes —g). (114, 28) 


worin das + Zeichen für FrrMi-Teilchen und das — Zeichen für Bosr-Teilchen ein- 
gesetzt wird. 


_ In der modernen Physik hat man es mit Entstehung und: Vernichtung von Teilchen zu tun. 
Streng genommen gehören diese Erscheinungen nicht in das Gebiet der Quantenmechanik. Aber 
die Methode der zweiten Quantelung gestattet,.da die Gesamtteilchenzahl in ihr nicht explizit 
enthalten ist, eine einfache Verallgemeinerung für den Fall einer variablen Teilchenzahl. Sie ist 
daher geeignet, Erscheinungen der Entstehtüng und Vernichtung von Teilchen zu beschreiben. 
Fügt man nämlich dem Hamıttonoperator H (114, 16) noch das Glied der Form, 


9=- 2 9mm+2 9: ar (114, 29) 


hinzu, wo Q,, © bestimmte Operatoren sind, die die Wechselwirkung zwischen Teilchen einer 
Art mit denen einer anderen Art charakterisieren — wobei die letzteren imstande sind, Teilchen 
der ersten Art zu absorbieren oder zu emittieren - dann wird die Gesamtteilchenzahl N keine 
Konstante der Bewegung mehr sein, da [Q, N] + 0. Dabei beschreiben die Glieder. mit a. die Ent- 
stehung und die mit @* die Vernichtung von Teilchen [s. (114 12°) und (114. 12”)J. 

Faßt man die Lichtquanten (allgemeiner: die Photonen) als Teilchen auf, so können die 
Eimjssions- und Absorptionsvorgänge des Lichts als Vorgänge der Entstehung und. Vernichtung 
von Photonen betrachtet werden. Die auf diesem Gedanken aufgebaute Quantentheorie der 
Strahlung wurde von Dirac entwickelt?). Auf ähnliche Weiss läßt sich die Erscheinung der Ent- 
stehung und Vernichtung von Elektronen und Positronen beim $+Zerfall. durch Paarerzeugung 


1) Man kann die Wıenzrsche Funktion », einführen, die durch die Formel y, — „u A2 Nm) 


definiert wird, und in den Formeln (114,24) an Stelle des Zeichens + schreiben: Yn a = +1). 
3) siehe: [16 $$ 62-76, 30]. 
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und Zerstrahlung, die Erscheinungen der Bildung und des Zerfalls von Mesonen u.a. stu- 
dieren. Alle diese Erscheinungen können von einer Quantentheorie des Feldes erfaßt werden, die 
sich erst im Anfangsstadium befindet). 

Außer in der Quantentheorie des Feldes findet die Theorie der zweiten Quantelung weit- 
gehende Anwendung auch im Gebiet der Quantenstatistik. 


$ 115. Die Theorie der quantenmechanischen Übergänge und die Methode 
der zweiten Quantelung 


Wir wollen jetzt in einer Gesamtheit gleicher Teilchen die Wahrscheinlichkeit für 
den Übergang aus einem Zustand in einen anderen unter dem Einfluß einer Störung 
berechnen. Wir wenden dabei die Methode der zweiten Quantelung an. Um das Pro- 
blem faßbarer zu machen, untersuchen wir die Übergänge unter dem Einfluß 
einer schwachen Wechselwirkung der Teilchen. 

In diesem Fallist es zweckmäßig, die Variablen L,, ZL,, L,, s, dieden Zustand der 
Teilchen beschreiben, so zu wählen, daß eine von ihnen (angenommen Z,) der Ener- 
gie eines Teilchens gleich ist: Z, (gx) = E (gr). Dann wird die Matrix Zn Diagonal- 
matrix. Bezeichnen wir mit e„ die Eigenwerte der Energie der Teilchen, dann ist 
Han Em Ömn.. Bei einer solchen Wahl der Variablen erhält die Gleichung (114, 15) 
folgende Form: 


iS c(N,,N,. DD em Nme (N), Ns,-..,)+ | 
1 " (116, 1) 
+> »3 an a, Wanmnn Ann c (N), Na,...;). | 


2 m,monn, 
Die Summe De, Nm = E ist die Gesamtenergie aller Teilchen ohne Berücksich- 


Mm 3 
tigung ihrer Wechselwirkung. Führen wir an Stelleder Funktionenc (N,,N,,...,) 
die langsam veränderlichen Amplituden 5 (N,,N,,...,W=c(N, N.,...,d- 


— Zem Nm | ; Be u une 
ern ein, so erhalten wir an Stelle von der Gleichung (115, 1) eine Gleichung für 


b(N.,N,.,...,): , 
z : ZERTUN Ns) 


1 N PN Em’ — En — En’)i (115, 2) 
2. > e h Am Am’ Any db (N), Nas ..., 8) Wum. 
m,m’,n,n’ 
‘Wir nehmen an, im Anfangszeitpunkt wäre die Besetzung der verschiedenen, durch 
die Zahlen N?, m, .. ., gekennzeichneten Zustände so, daß alle Amplituden b bei 
— ( gleich Null sind, ausgenommen 
PD —b(N9,NO,...,Nn,...,Nu,Ny,...,Nv,..)=1. 


Wir verwenden das übliche Verfahren der Störungstheorie und setzen den Aus- 
gangswert b’ in die rechte Seite der Gleichung (115, 2) ein. Wir erhalten dann, unter 


ı Vgl. WenTzeu, G., loc. cit., vgl. auch die zahlreichen Übersichten sowjetischer Autoren über 
diese Themen in den letzten Jahrgängen der Yeıexn duswueckuh Hayr (Die Erfolge der physika- 
lischen Wissenschaften). 
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Berücksichtigung der Eigenschaft der Operatoren ar,0,, Gy, Ay [s. (115, 12°) und 
(115, 12’’)] die Gleichung für die Bestimmung von b® in erster Näherung: 


RL. ., Nu + Kich N el, .. „M.— I; . „M—1, 5) 


ar ler + Em’ — En — En )t 


=e (NO, + 1 (N + 18 NIE NIE Wamenm. (115, 3) 


Integrieren wir diese mn über die Zeit und berechnen wir die Übergangswahr- 


scheinlichkeit. Pam,nm = —. 7.|6® |? (s. die Berechnungen im $82) pro Zeiteinheit, 
so finden wir: 


nn 


Pam,nw = (Nm 4) (N + 1) N, mm’, nn’ I Ö (Em + Em — in — Em); 
(115, 4) 
wobei die darin enthaltene ‚‚ö“-Funktion die Erhaltung ee Energie EICHerL, 
Auf gleiche Weise erhalten wir, wenn wir unter a) ; an, @, und ar. die FERMI- 
Diracschen Operatoren (114, 26) verstehen, für den Fall der Fermı-Teilchen: 


Pos el-N)UeNSMN, = 


| W nm’, nn’ ‚|? Ö(Em + Em — En — Em). (115,5) 

Diese Formeln zeigen, daß in einem System gleicher Teilchen die Wahrschein- 
lichkeit für den Übergang aus dem Anfangszustand (n,n’) in den Endzustand 
(m, m’) nicht nur von der Teilchenzahl im Anfangszustand (nr, n’), sondern auch von 
der Besetzung des Endzustands (m, m’) abhängt. Das ist ein neues Ergebnis der 
Quantentheorie, das.in der klassischen Mechanik nicht vorkommt. Für BosE- 
Teilchen ist die Übergangswahrscheinlichkeit um so größer, je mehr Teilchen sich 
bereitsim Endzustand befinden. Die Bosz-Teilchen besitzen somit dieTendenz, sich 
in einem Zustand anzusammeln. Für Fermı-Teilchen dagegen ist die Übergangs- 
wahrscheinlichkeit gleich Null, wenn der Zustand, in.den der Übergang stattfindet, 


besetzt ist (N, + 1 oder N, + 1). Das ist eine neue Formulierung des PAULI- 
prinzips. 


$ 116. Der Stoßansatz. Das Fermı-DiırAc-Gas und das Bose-EinsTEm- Gas 


In der klassischen kinetischen Theorie wird angenommen, die Übergangswahr- 
scheinlichkeit ausdem Zustand n und n ' (Teilchenenergie &, und &„)in den Zustand 
m und m’ (Teilchenenergie &„ und &,„.) als Folge eines Stoßes sei proportional den 
Teilchenzahlen in den Anfangszuständen N, und N, 


Pam,nn = Amm,nn’ -NuNn. (116, 1) 


Sind N, „ und Nr die mittleren Zahlen der Teilchen in den Zuständen n und n’, dann 
wird nach (116,1) angenommen, daß die mittlere Zahlder Übergänge von n, n’ 
nach m, m’ gleich ist 


Parmnn = Ammnn Nn Nur ; (116, 1’) 
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wobei Aym,nn = Ann,mm’ (das sogenannte ‚Prinzip des detaillierten Gleich- 
gewichtes‘'). 

Auf Grund der Quantenmechanik müssen wir für ein aus gleichen Teilchen be- 
stehendes Gas andere Annahmen über die mittlere Zahl der Übergänge unter dem 
Einfluß von Stößen machen. Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, hängt die 
Übergangswahrscheinlichkeit nicht nur von der Teilchenzahl in den Ausgangs- 
zuständen, sondern auch von der Besetzung der Endzustände ab, und zwar haben 
wir, nach (115, 4) und (115, 5), an Stelle von (116, 1’) als Wahrscheinlichkeit der 
Stöße im Falle von FErMmI-Teilchen: 


Pam;nn == Anm ,nn (1 En N) (1 — Nm) NN, (116, 2) 


(N ns Non; Nn; Ny = 1 oder 0). In dieser Formel ist das PAuLiprinzip deutlich aus- 
gedrückt : ist einer der Endzustände besetzt, N„ = loder N, = 1, dann kann kein 
Übergang stattfinden. Ähnlich haben wir für Bose-Teilchen: 


Pomenst = Anm, nn’ (Nm + 1) (Nr + l) N.Nw. (116, 3) 


Hier haben die Faktoren N m + a und (N, + 1) keine so anschauliche Bedeutung 
wie die Faktoren (1 — N „), (1— N„)im Fall der FernmI-Teilchen. Aber wir haben 
bewiesen, daß diese Faktoren notwendig vorhanden sind ($ 115). Wie bereits be- 
merkt wurde, haben die Bos£-Teilchen die Tendenz zur Assoziation : sie gehen in die 
am meisten besetzten Zustände über?). 

Die Gleichheit der Größen Aym,nn und Ayw,mm’ (der entgegengerichtete Über- 
gang) folgt in der Quantenmechanik aus der Tatsache, daß Anm,nn’ proportional 
dem absoluten Quadrat des Matrixelements der Wechselwirkungsenergie Wnm', nn’ 1St 
und Wum,nn = Wan,mm!). | 

Entsprechend (116, 2) und (116, 3) nimmt manin der Quantenmechanik für ein. 
Gas aus gleichen Teilchen an Stelle von (116, 1) den Ausdruck 


Pan) >= A an (1 + N) (1 = Nm) N N; (116, 4) 


wobei das — -Zeichen für FermI-Teilchen und das + - Zeichen für BosE-Teilchen 
zu nehmen ist. Wir werden die Formel (116, 4) als eine neue Annahme über die mitt- 
lere Zahl für die Zusammenstöße der Teilchen betrachten, die auf der Quanten- 
mechanik basiert®). Offenbar geht (116, 4) in den klassischen Ausdruck (116, 1) 
über, wenn die mittlere Zahl der Teilchen in jedem der Zustände klein gegen Eins ist. 


!) Dieses Prinzip trifft nicht immer zu. Es gilt in jedem Fall in der ersten Näherung der Theorie 
der quantenmechanischen Übergänge (s. $$ 82, 83) und gilt streng, wenn die Wechselwirkungs- 
kräfte der Teilchen Zentralkräfte sind (vgl. 843 und die dort zitierte Arbeit von D. I. BLOCHINZEwW). 

2) Dies führt zu einer bemerkenswerten Eigenschaft des aus Bose-Teilchen bestehenden Gases: 
bei niedriger Temperatur tritt, selbst wenn das Gas als vollkommen ideal angenommen wird, eine 
eigenartige Kondensation dieses Gases ein, so daß die Wechselwirkungskräfte unendlich gering 
sind. EINSTEIN, A., Berichte der preuß. Akad., 3, 1925. Die Theorie des nicht idealen Bose- 
Gases wurde von BoGoLJuBow, N.N. (Journ. of Phys. UdSSR, XI, 23, 1947) entwickelt. Diese 
Theorie läßt eine Deutung der interessanten Erscheinung der Supraflüssigkeit des Heliums zu. 

3) Wir nennen (116, 4) eine „Annahme“, da im Ausdruck für die Übergangswahrscheinlichkeit 
(116, 2) die wirklichen Werte der Besetzung der Niveaus N„, Nn’* Nm; Nm’ verstanden werden, 


in (116, 4) aber die Mittelwerte N„, Nn’, Nm; Nm’ stehen. Die Gleichheit von 


| (4 Nm) (14 Nm) (Nm No) = (14 Nm) (14 Nm) (Nm Nn’) 
ist nicht offensichtlich und trifft nicht unter allen Bedingungen zu. 
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‚Wir ermitteln nun die Energieverteilung der Teilchen in einem Gas aus BosE- 
oder FerımI-Teilchen bei Temperaturgleichgewicht. Im Temperaturgleichgewicht 
muß die durch Zusammenstöße verursachte Zahl der Übergänge von Teilchen, die 
sich im Zustand m und m’ befinden, in die Zustände » und n’ gleich der Zahl der 
entgegengesetzten Übergänge sein. Wir erhalten daher aus (116, 4) (infolge der 
Gleichheit Ammnn = Ann, mm’) 


IHNm)(4 N) Nm N = (lt Na)(l+ Nav) Nm Nm. (116,5) 


Ferner wollen wir beim Gleichgewicht die mittlere Teilchenzahl in jedem der Zu- 


stände N„ nur als eine Funktion der Energie. dieses Zustands &„ (Nm —-—N (em)) 
betrachten. 
Auf Grund des Energiesatzes [vgl.. (115, 4) und (115, 5)] haben wir: 


Em tm int En . (116, 6) 
Aus (116, 5) erhalten wir: 


Nm ‚Nm __Nn_ NM _o (116, 5’) 


‚wo 'C eine gewisse Konstante ist, die (wegen der Voraussetzungen für N und auf 
Grund des Erhaltungsgesetzes (116, 6)) nur von der Summe &m + &m (oder &n + Eu 
= &m + Em’) abhängen kann. Daher ist: 


Dar, Da ee, (116, 5") 
= I: Nm 1 =» Na 
Setzen wir : N —= 9 (&„), so können wir (116, 5”) folgende Form geben: 
m i 
P (Em) 9 (Em) = C (em T Em). (116, 7) 


Differenzieren wir diese Gleichung einmal nach &„, und das andere mal nach e„- und 
dividieren wir die Resultate durcheinander, dann finden wir: 


7 (em) _ Pl) __1 

PlEm)  Plem) 9’ 
‚wo © eine gewisse, nicht von e abhängige Konstante ist. Integrieren wir jetzt (116, 8) 
über &„, so haben wir 


(116, 8) 


en) =E et", (116, 9) 


wo « die Integrationskonstante ist. Daraus finden. wir für den Mittelwert der Teil- 

chen im Zustand mit der Energie &,: 

1 

Nm=N (em) = —.  —— (116, 10) 
ee +1 


(das Minuszeichen gilt für BoS£-Teilchen, das Pluszeichen für Ferım1-Teilchen). Bei 
großer Teilchenenergie (e— ©) muß das Gesetz der Energieverteilungen mit dem 
klassischen Gesetz BOLTZMANNS 


BER an 


N (&m) = eonst - e ir (116, 11) 
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übereinstimmen, wo k die BoLTzmannsche Konstante und 7 die absolute Tem- 
peratur sind. Gehen wir in (116, 10) zur Grenze 232, — = über und setzen wir das 
Ergebnis (116, 11) gleich, dann finden wir © = kT. Somit haben wir endgültig: 
Nn= me, (116, 12) 
an +1 
Die Integrationskonstante « ergibt sich aus der Bedingung, daß die Zahl der Teil- 
chen in allen Zuständen der Gesamtteilchenzahl des untersuchten Gases gleich ist: 


INnEN. (116, 13) 


Eine Teilchengesamtheit, die dem Verteilungsgesetz (116, 12) mit dem Pluszeichen 
folgt, heißt Fermi-DierAc-Gas, eine solche, für die das Minuszeichen gilt, Bose - 
EINSTEIN-Gas. Das Gesetz (116, 12) ist ausdrücklich für diskrete Zustände gefaßt. 

Wir führen nun die Zahl der Zustände in einem Energieintervall de ein. Wir be- 
zeichnen sie mit Vo (e) de, wo V das Gesamtvolumen des Gases ist. Summieren wir 
(116, 12) über sämtliche Quantenzustände, deren Energie in das Intervall e, e-+de 
fällt, so erhalten wir die mittlere Zahl der Gasteilchen, die eine Energie zwischen 
&,& + de besitzen (Energieverteilungsgesetz) : 


F(e)de= Eee 
Fade 1 
Dividieren wir durch PY, so erhalten wir diese Zahl für die Volumeinheit des Gases: 
fle)de= oe (116, 14) 
5 1 


An Stelle von (116, 13) müssen wir jetzt schreiben: 


fio« BSH —n, (116, 15) 


won= ni die Dichte der Teilchenzahl ist!). 


Die Verteilung (116, 14) mit dem Pluszeichen heißt Fermr-DirAc-Verteilung, und 
die mit dem Minuszeichen Bos£-Einstein-Verteilung. Die wesentlichste Eigenschaft 
der Fermı-Dirao-Verteilung ist das Bestehen einer Nullpunktenergie des Gases. 


24 .. . . E D 
Um sich davon zu überzeugen, setzen wir « = —.. Wir haben dann: 


0) 
(e) de 0 (e) 
„an fe)=—. —. (116, 16) 
eo +1 ee +1 
1) Offensichtlich kann p (e) nicht vom Gasvolumen abhängen, da sonst auch die Verteilungs- 
funktion von ihm abhinge. Diese Unabhängigkeit von o(e) von V trifft immer zu, wenn das Gas- 


volumen bedeutend größer als A? ist, wo A die Wellenlänge in der überwiegenden Zahl der besetz- 
ten Zustände bedeutet. 
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Bei © —> 0 (niedrigen Temperaturen) muß e, größer als Null sein (wenn man die 
Energie e von Null aus so rechnet, daß & > Ost). Im anderen Fall wäre bei © — 0 
auch f (e)— Oim Widerspruch zur Gleichung (116, 16). Ferner sehen wir, daß bei 
0 — 0 die Gleichungen f(e) = eo(e) und f(e)= 0 für e> e, gelten. Beim abso- 
luten Nullpunkt sind also alle Zustände im FERMI- DirAc-Gas bis zu den Zuständen 
mit & = e, besetzt. Die anderen aber sind frei. Die Energie der Teilchen, die die Zu- 
stände von e = 0 bis e= e, einnehmen, ist die Nullpunkisenergie des Gases. Eine 
eingehendere Untersuchung zeigt, daß eine solche Verteilung sich nur wenig mit der 
Temperatur ändert, solange die Temperatur so klein bleibt, daß 9 = kT<:,. 

Offensichtlich ist &, die Maximalenergie des Teilchens im Fer MI-Dirac-Gas beim 
absoluten Temperaturnullpunkt. 

Wir haben die Fermı-DirAc- und Bose - EinstEin-Verteilungen abgeleitet, in- 
dem wir vom Stoßansatz (116, 4) ausgingen. Die gleichen Verteilungen können auch 
auf Grund der allgemeinen Annahmen der thermodynamischen Statistik (GIBBS- 
sche Gesamtheit) ohne irgendwelche Voraussetzungen über die Kinetik der Vor- 
gänge gefunden werden!). 

Der Unterschied zwischen den auf der Quantenmechanik und den auf der klas- 
sischen Mechanik basierten Berechnungen besteht in den verschiedenen Methoden, 
nach denen die mögliche Zahl der Zustände ausgezählt werden kann, In der Quan- 
tenmechanik wird ein Zustand durch eine gegebene symmetrische oder antisym- 
metrische Wellenfunktion charakterisiert. Die verschiedenen Permutationen der 
Teilchen in den einzelnen Zuständen schaffen keinen neuen Zustand (Y geht ent- 
weder in sich selbst über oder wechselt das Vorzeichen). Vom Standpunkt der klas- 
sischen Mechanik bedeutet eine jede solche Vertauschung einen neuen Zustand der 
Teilchen. Die auf einer solchen Zustandszählung fußende klassische Statistik stellt 
einen Sonderfall der Quantenstatistik dar, in der die Zahl der Zustände nach der 
Anzahl der verschiedenen Wellenfunktionen gezählt wird. (Es läßt sich beweisen, 
daß man die klassische Statistik aus der Quantenstatistik erhält, wenn die Teilchen- 
zahl im Volumen der mittleren Wellenlänge A? um vieles kleiner als Eins ist.) Im 
Quantenbereich unterscheidet man zwei Statistiken, die FERMI- DirAc -Statistik 
(für Teilchen, die dem PAuLiprinzip folgen, mit antisymmetrischen Y), und die 
Bost-EiNsTeEIn-Statistik (symmetrische, Bos£-Teilchen). Natürlich unterscheiden 
sich diese beiden Statistiken nicht in ihren Grund voraussetzungen. 

Wir wollen die FERMI-DiRAc-Statistik auf die Elektronen der Metalleitung 
anwenden. Diese können genähert stets als freie Teilchen betrachtet werden?). Wir 
zählen die Zahl der Zustände je Energieintervall o (e) ab. Im Metallvolumen L?—= V 
werden die Zustände freier Teilchen stehende Wellen sein. Es ist aber einfacher, lau- 
fende Wellen zu untersuchen, indem mandas Metall als unendlich groß annimmt, wo- 
bei wir voraussetzen, daß sich in jedem Volumen L?—= V der Zustand vollständig 
wiederholt (,‚Periodizitätsbedingung‘‘). Eine solche Betrachtung ist berechtigt, 
wenn L> A, wo A die Wellenlänge der überwiegenden Zahl der besetzten Zustände 
ist. Die Wellenfunktionen werden ebene laufende Wellen von der Form 

e (kz% + kyy + kz2) 
ae (116, 17) 
(2x L)? 

1) Siehe: [38]. 

?) Die strenge Beweisführung für die Möglichkeit einer solchen Näherung und die Festlegung 
der Grenzen ihres Anwendungsbereichs sind bisher noch nicht erfolgt. 


434 


8116. DER STOSSANSATZ. DAS FERMI-DIRAC-GAS UND DAS BoszE-EINSTEIN-GAS 


sein (normiert auf lin L?), wobei k,, ky, kz die Werte 

2IUNz ZEN, __ 27UN, 
Fa Fa 

haben. Infolge dieser Wahl von %,, k,, k, wiederholt sich der Zustand in den Volu- 

mina L®. Wir numerieren hier den Zustand durch die Zahlen n,, n,, n.. Diese drei 

Zahlen müssen wir jetzt unter dem einen Index m verstehen, der in (116, 12) stand. 


Wir bilden nun die Summe $ An, An, An, (An = + 1) über die Zustände, die 
in das Energieintervall e, e + de fallen. Nach (116, 18) haben wir 


L 3 
Ans Any Anı = (2) Ak, Aky Ak, 


kı= 


(116, 18) 


folglich: 
PALLLITIT aD A Ah A m 5 | Medirak- 
&,Ee+de (116, 19) 
(20)? Kg — (an)sk Te te 


e,ce+ de 
2 
Berücksichtigen wir, daß für freie Teilchen e = 2 k2 ist und daß jedem Wert 


zwei Zustände mit verschiedener Orientierung des Elektronspins entsprechen, so 
erhalten wir: 
8rzV (2 u): 
(2rnh)? 2 
Setzen wir diesen Wert für o(e) in (116, 14) ein, so finden wir das Energiever- 
teilungsgesetz für die freien Elektronen: 
3 
87 (2u)? & de 
NIT on 2 a 
e®° +1 
Wir wollen nun die Maximalenergie & für © = 0 berechnen. Da bei $ = 0 auch 
f(e) = 0 für e< e, wird, so erhalten wir aus (116, 16) und (116, 21) 


& 


8 Zu)? Sn AmE2 a 
mode eo (du rrh e Ne (116, 22) 
0 


0 
Daraus folgt : 


Vo(e) de= & de. (116, 20) 


(116, 21) 


__ (2rnh)? (In\z 
& = E77 8n e (116, 23) 


Die Größe der Maximalenergie &, des Elektrons errechnet sich für Metalle 
(n = 10?2cm-?) zu einigen e-Volt. Von gleicher Größenordnung ist die mittlere 


Nullpunktenergie der Elektronen & (0).| Genau: z (0) = - : ). Nach der klas- 


sischen Theorie müßte die mittlere Energie der Elektronen bedeutend geringer sein 
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ST . Eine eingehendere Untersuchung zeigt, daß e, nur sehr wenig vonder Tempe- 
ratur abhängt, solange diese bedeutend geringer als 7, = . ist. Diese Temperatur 
beträgt für das Elektronengas = 10000°. Für Temperaturen T’> 7, läßt sich be- 
weisen, daß die FERMI-DIRA0-Verteilung in die MAxwEıL-Verteilung 


f(e) de= const.e ® edde (116, 24) 
übergeht. Die Temperatur 7', heißt die Entartungstemperatur des Gases. Mit der An- 
wendung der FERMI- Drraoschen Statistik auf das Elektronengas wird die Über- 
windung zahlreicher prinzipieller Schwierigkeiten in der klassischen Elektronen- 
theorie der Metalle ermöglicht. Sie bildet gegenwärtig den Ausgangspunkt der 
modernen Theoriet). 

Als Beispiel einer Bos£- EInstEin-Verteilung untersuchen wir die schwarze Strah- 
lung. Wir wollen die Lichtquanten (Photonen) als Teilchen betrachten. Das Ver- 
hältnis zwischen Energie e und Wellenzahl % lautet für dieseTeilchkene=hkhw=hck, 
d.h. - — (hc). Da der Zustand eines Photons durch eine ebene Welle dargestellt 
wird, so ist die Zahl der Zustände pro Energieintervall gleich (116, 19). Dabei muß 
(116, 19) noch mit 2 multipliziert werden, da für jeden Wert f zwei unabhängige 
Polarisationen möglich sind. Folglich erhalten wir aus (116, 19) 


8n [e\? 1 
o(e)de= Om: a) = de. (116, 25) 
Daraus ergibt sich das Energieverteilungsgesetz der Photonen als 
87 eide 
f()de= (116, 26) 


2rhc)? 2 _, ö 
\ ee —1ı 
Die Gesamtzahl der Photonen ist unbestimmt (= -), daher kann die Bedingung 
(116, 15) nicht für die Bestimmung von « angewandt werden. Die Energie wird in 
der Volumeneinheit im Intervall de gleich go (e) de sein. Berücksichtigen wir, daß 
e=hw, gehen wir zur Strahlungsdichte u (w) im Frequenzintervall dw über: 
u(w)dw= eo(e)hdw, so erhalten wir: 

3 

BO Liane, (116, 26°) 
ae 
Beihw <® muß das Verteilungsgesetz in das klassische RAYLEIGH- JEAnssche Ge- 
setz übergehen ($ 6). Um dieses Gesetz zu erhalten, muß « = 0 gesetzt werden. 
Dann ergibt sich: ho 1 
(116, 26’) 


d.h. die PLanoksche Formel?). 


1) Die Literatur über die Quantentheorie der Metalle ist sehr umfangreich. Wir verweisen auf: 
[22, 5, 47]. 

?) Bei Anwendung der GrsBsschen Methode läßt sich die Formel (116, 26) unmittelbar ableiten, 
ohne auf das klassische Gesetz von RAYLEIGH-JEAN3 zurückgreifen zu müssen. (LEONTOWIISOH, 
S. M. A., loc. cit.). 
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& 117. Das Heliumatom 


Das Heliumatom, das zweite Atom in der Reihe des periodischen Systems, ist 
das einfachste unter den Atomen mit mehreren Elektronen. Die Versuche, seine 
Eigenschaften durch die Methoden der klassischen Mechanik (unter Berücksich- 
tigung der Bougschen Quantenbedingungen) zu berechnen, ergab, daß die klassische 
Mechanik auf Atomsysteme mit zwei und mehr Elektronen nicht anwendbar ist. 
Man gelangte zur Annahme der Existenz irgendwelcher ‚nichtmechanischer Vor- 
gänge“. Die moderne Quantenmechanik kennt in der Problematik der Systeme mit 
mehreren Elektronen keine grundsätzlichen Schwierigkeiten (die Schwierig- 
keiten der wirklichen Berechnung sind jedoch recht erheblich). 

Wir werden zunächst die möglichen Zustände des Heliumatoms qualitativ analy- 
sieren, wobei wir uns auf die in den $$ 110— 113 dargelegte allgemeine Theorie der 
Systeme aus gleichen Teilchen stützen. Vor allem wollen wir die Form des Hamıt - 
ToXoperators H für die Elektronen des Heliumatoms bestimmen. Die Wechsel- 
wirkungen im Heliumatom können in zwei Gruppen unterteilt werden. Zur ersten 


gehört die stark überwiegende CouvLomBsche Wechselwir- 
kung zwischen Kern und Elektronen, zur zweiten die da- 
gegen schwachen magnetischen Wechselwirkungen, die 
durch die Wechselwirkung der Elektronspins untereinander 
und mit der Bahnbewegung bedingt: sind!). 

Wir bezeichnen die Koordinaten der Elektronen mit 
%; Yı>2ı (ı) bzw. mit %,, %,,2, (15) und ihre Spins mit 
3, und 3,. Der Energieoperator der CouLomBschen Wechsel- 
wirkung lautet dann: 

2 2 2 
u--2_ 7,0, 17, 1) 
71 rn FT 


wo die beiden ersten Glieder die Wechselwirkungsenergie 
des ersten bzw. zweiten Elektrons mit dem Atomkern, der 


.& 


rs 12 


+2e Ar er 


Abb. ’75. Die Wechselwir- 
kungen im Heliumatom. 


die Ladung -+ 2e besitzt, und das dritte Glied die CouLoMBsche Wechselwirkung 


der Elektronen untereinander darstellen (Abb. 75). 


Den Operator der magnetischen Wechselwirkungen bezeichnen wir mit W. Er 


!) In diese Gruppe gehören auch die durch die Abhängigkeit der Elektronenmasse von der 


Geschwindigkeit bedingten Korrekturen (vgl. $ 64). 
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wird von den Spins, den Lagen und den Geschwindigkeiten der Elektronen ab- 
hängen: 
W= W (8,35, 11,19, — ih V,-—ihV,). (117, 2) 


Berücksichtigen wir noch die kinetische Energie der beiden Elektronen, so können 
wir den vollständigen HamıLTtonoperator der Elektronen des Heliumatoms in fol- 
gender Form schreiben: 


7% 2 
H (t,,12,3,3,)=- —- > en (117, 3) 


Das letzte Glied ist, wie wir wissen (vgl. $ 73), sehr klein und bedingt die Multiplett- 
struktur der Spektren. Da wir uns im folgenden auf die qualitative Analyse der 
Multiplettstruktur der Heliumniveaus beschränken, lassen wir dieses Glied ganz 
fort und gehen von dem HAMILTONoperator: 


h2 h2 de? 2e? ee? 


aus. In dieser Näherung, bei Vernachlässigung der kleinen Wechselwirkungen der 
Spins, lassen sich die auf die Bewegung der Elektronenschwerpunkte und ihre Spins 
bezüglichen Variablen separieren. Wir wählen als Spinvariable die Spinprojektion 
auf eine bestimmte Richtung (z. B.: die z-Achse): s,, und &,, und können nun (vgl. 
$ 59) die vollständige Wellenfunktion für die beiden Elektronen des Heliumatoms 
schreiben: | 

P (1,19, 81%) = P (t1,19) "8 (81: &2): (117,5) 


wo mit $ (s, , 25) der von den Spins abhängige Teil der Wellenfunktion 7 bezeich- 
net ist. 

Der HaAmıLTonoperator H (117, 4) ist [ebenso wie der genaue (117, 3)] symme- 
trisch in bezug auf die beiden Elektronen infolge deren Identität. Es ist also im 
vorliegenden Fall die Behauptung der allgemeinen Theorie ($ 111) anwendbar, wo- 
nach die Wellenfunktion % (117,5) in bezug auf die Teilchen antisymmetrisch oder 
symmetrisch sein muß, je nach dem, ob die Teilchen dem PavLiprinzip folgen oder 
nicht. 

Die Versuchserfahrung zeigt, daß die Elektronen dem PAvLiprinzip folgen (es 
wurde gerade für Elektronen erstmalig konstatiert). Folglich muß die Wellenfunk- 
tion (117,5)in bezug auf die Vertauschungder Elektronen antisymmetrisch sein, d.h. 


PP ltı, 125 S1 82) = — (ty; Ya 81: So). (117, 6) 


Wir können den Vertauschungsoperator als Produkt zweier Vertauschungsopera- 
toren Piz und Pi, darstellen, von denen der eine die Koordinaten der Elektronen- 
schwerpunkte r, und r, und der zweite die Elektronenspins s,, und s,, vertauscht. 
Dann läßt sich (117, 6) mit Hilfe von (117, 5) wie folgt umformen!): 


Pi2® (t,, 12) Pı2S (&,, 82) = — ® (r1; 19) 8 (81; &o). (117,7) 


!) Die Behauptung (117,6) gilt auch für Fälle, in denen die Wechselwirkung der Spins nicht 
vernachlässigt wird. Die folgenden Ausführungen stützen sich jedoch auf die Gültigkeit von (117, 5). 
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Daraus erhalten wir zwei Möglichkeiten: Entweder ist 


Pd (rt; to) ar ® (1; 13)» (117, 8) 

und dann 
Pie N (821 , 829) = — N) (81; &2)» (117, 9) 

oder aber 
Pa P(n,r)=—- Pt, 1) (117, 8°) 

und dann 
Pia 8 (81: 823) = + S (81; 829). (117,9) 


Die erste Möglichkeit bedeutet, daß die Koordinatenfunktion symmetrisch und die 
Spinfunktion antisymmetrisch ist, die zweite drückt eine antisymmetrische Koor- 
dinaten- und symmetrische Spinfunktion aus. Wir erhalten somit zwei Klassen von 
Wellenfunktionen für die möglichen Zustände des Heliumatoms, nämlich: 


Yı=P, (1, 12) Sa (81; So); (117, 10) 
Yı = Ds (tı, t,) S, (821 ; 829), (117, 10’) 


wo die Zeichen s und a die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Funktionen 
kennzeichnen. 

Wir wollen nun die Spinfunktionen $, und S, näher untersuchen. Da wir die 
Wechselwirkung der Spins vernachlässigen, können wir jede Funktion als Produkt 
der auf jedes einzelne Elektron bezogenen, im $ 59 (59, 6) (59, 6’) behandelten Spin- 
funktionen schreiben, d.h. also 


S (81, 823) = Sa (851) Se, (822), (117, 11) 


wo die Zeichen «, und «, anzeigen, ob der Spin mit oder entgegen der z-Achse ge- 
richtet ist. Die Funktion (117, 11) ist aber weder symmetrisch noch antisymmetrisch 
betreffs des Elektronspins. Doch lassen sich die symmetrischen Funktionen $, und 
die antisymmetrischen S, leicht aus den Funktionen (117, 11) bilden. 

Wir untersuchen zunächst den Fall, in dem die Elektronspins entgegengesetzt 
gerichtet sind. In diesem Fall bekommt die Wellenfunktion (117, 11) die Form: 


8’ (81 » $23) Zu 5, (821) : 5_ (2). (117, 12) 


Möglich ist aber auch der andere Zustand, in dem der Spin des ersten Elektrons 
entgegen und der des zweiten in der Richtung der z-Achse verläuft: 


5” (&1: 8) = 8_, (81) 8, (ee). (117, 12) 


Beide Zustände entsprechen einem Gesamtspin längs der z-Achse gleich Null, und 
beide gehören der gleichen Energie E an. Daher kann auch eine beliebige Über- 
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lagerung dieser Zustände zur gleichen Energie gehören. Darunter haben wir als ein- 
zige antisymmetrische Funktion 8, 


1 
Sa ($21, 85) = 75 {S, 4 (4) S_ £ (825) — S_ 4 (81) 8, £ (&3)}-1) (117,13) 


Wir haben damit die Form der antisymmetrischen Spinfunktion bestimmt. Sind 
die Spins parallel gerichtet, so sind antisymmetrische Zustände offensichtlich un- 
möglich. In diesem Fall sind u.a. die beiden folgenden Zustände des Elektronspins 
möglich: 


(821: 85) = S,1 (81) Si (2); (117, 14) 
& (1,80) = 8_, (eo) 8; (m). (117, 14°) 


Diese Zustände sind von vornherein hinsichtlich des Elektronenspins symmetrisch. 
Außerdem läßt sich aus den Funktionen (117, 12) und (117, 12’) eine weitere, hin- 
sichtlich der Elektronenspins symmetrische Funktion bilden, nämlich: 


1 
S, (821 > 829) = 75 {8% } (8) S_ (2) + S_ N (&1) 8, L (&5)}. (119, 14”) 


Wir haben somit insgesamt drei bezüglich des Spins symmetrische Funktionen; 
S’, 8”- und ‚$””. Die ersten beiden beziehen sich auf den Gesamtspin Eins, wobei 
jedoch im Zustand 8, der Spin in, und im Zustand 8, entgegen der z-Achse gerichtet 
ist. Weniger deutlich erscheint die Tatsache, daß auch der Zustand 8,’ sich auf den 
Gesamtspin Eins bezieht, aber senkrecht zur z-Achse gerichtet ist. 

Am einfachsten kann man sich davon wie folgt überzeugen :: Wir wählen als Spin- 
variable die Spinprojektionen auf die z-Achse. Handelt es sich nun um einen Zu- 
stand, in dem der Spin senkrecht zur z-Achse gerichtet ist, dann müssen diese Va- 


riablen 5, und 8, einen unbestimmten Wert + © haben, d.h. der Zustand mit 


einem zur 2-Achse senkrechten Spin muß sich in den Variablen s,, und &, so aus- 
drücken, daß alle möglichen Werte von &, und &, dargestellt sind. (117, 14”) ist 


!) Der Faktor it aus Gründen der Normierung von S, auf Eins hinzugefügt. Die beiden 
2 
Funktionen S +4 (8) sind ja nach (59, 7) auf 1 normiert. Bilden wir das Produkt 
Sa (821 » 323) Sa (821 » 23) 


und summieren wir über die beiden Spins a,, = = 5 = 2 dann erhalten wir Eins, wovon 


wir uns unter Zuhilfenahme von (59, 7) leicht überzeugen können. 
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dann die einzig mögliche Beschreibung der Wellenfunktion dieses Zustands!). 

Abb.76 zeigt schematisch die Lage der Spins in den von uns gefundenen Zuständen. 
Die in bezug auf die Koordinaten der Elektronenschwerpunkte symmetrischen 

Zustände d, sind folglich solche mit einem Gesamt- 

spin der Elektronen gleich Null. Die hinsichtlich der , 

Koordinatenschwerpunkte der Elektronen antisym- Para-Helium | Ortho-Helium 

metrischen Funktionen ©, sind solche mit parallelen 

Elektronenspins (Gesamtspin gleich Eins). Entspre- 

chend den drei Orientierungen des Gesamtspins sind 

drei solcher Zustände vorhanden. Die Niveaus des 

Heliumatoms zerfallen daher in zwei Klassen: in 


R 


Ä : s S: Ss 
Niveaus mit antiparallelen Spins und Niveaus mit s en 
parallelen Spins. Bi 
Berücksichtigen wir, daß die Energie des Quanten- 
niveaus, wenn auch wenig, so immerhin doch von der ee 2 Be u 
5 Q 


Spinrichtung gegenüber der Bahnbewegung abhängt, 
dann erkennen wir, daß die Niveaus mitantiparallelen apb. 76. Schema für die Addi- 
Spins einfache Niveaus (Singuletts) sind und die Ni- tion der Spins zweier Elektro- 
veaus mit parallelen Spins in drei benachbarte Niveaus nen. Das Schema bringt die im 
zerfallen werden, entsprechend den drei möglichen TexterwähntenBezeichnungen 
Orientierungen des Gesamtspins in bezug auf das a 
gen 1% 8 zelnen Zustände. 

durch die Bahnbewegung geschaffene Magnetfeld. 

Diese Niveaus werden also dreifach (Tripletts) sein?). 

Die bemerkenswerteste Eigenschaft dieser zwei Klassen der Zustände des Heliums 
ist der Umstand, daß zwischen ihnen Quantenübergänge unmöglich (nahezu un- 
möglich) sind. Die Wechselwirkungen der Spins sind sehr klein. Wenn wir sie fort- 
lassen, dann wird der HAMILToNoperator für die Elektronen des Heliumatoms selbst 
bei Einwirkung von äußeren Feldern (z. B. Lichtwelle) in bezug auf die Koor- 
dinaten der Elektronen symmetrisch sein, da ein äußeres Feld auf beide Elektronen 
in gleicher Weise einwirkt. Wir haben somit: 


H (r,; Yo) =H (to, ty)- (117, 15) 


!) Die Behauptung, daß die Zustände S,, 8; und S% zum Spin Eins (gleich Summe der Elek- 
tronenspins) gehören, läßt sich auch unmittelbar rechnerisch nachprüfen. Bezeichnen wir die durch 
die Matrizen (58, 12) definierten Operatoren der Elektronenspins mit ®, und 3,, dann stellt sich 
der Operator des Gesamtspins durch die Matrix 


dar. Die Eigenfunktion $ des Operators 3? muß der Gleichung 
82-9 =htl,(, +1)-8 


genügen, wo !, die den Gesamtspin bestimmende Zahl ist. Aus dieser Gleichung kann man sich 
davon überzeugen, daß !, nur zwei Werte annehmen kann: /, = 0 (antiparallele Spins) oder ,=1 
parallele Spins). Ferner kann man sich durch unmittelbares Einsetzen der Funktionen $,, 8, und 
S, in diese Gleichung davon überzeugen, daß diese Funktionen zu solchen mit !, = 1 gehören. 
Den einfachen Beweis dieser Behauptung überlassen wir dem Leser. 

2) Über die Berechnung der Größe dieser Aufspaltung vgl.: [4]. 
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Die Veränderung der Wellenfunktion 7 (rt, , fg 81 $z9 t) während der Zeit dt wird 
durch die Schrönıngergleichung angegeben, die wir in folgender Form schreiben: 


l 
EP (t1 ta &15 &2t) = —zH (tr, 1) P (tı, Y9> &ı: %2 8) dt (117, 16) 


(vgl. $111). Ist X (x), 19 &1> &9, f) zu irgendeinem Zeitpunkt eine symmetrische 
Funktion der Elektronenkoordinaten r,, r,, dann wird auch der Zuwachs d, Y dieser 
Funktion gemäß (117,16) und wegen (117,15) symmetrisch sein. In gleicher Weise 
erhalten wir einen antisymmetrischen Zuwachs, wenn? (r,, tz, 81; &,, I) antisym- 
metrisch ist. Ein bezüglich der Koordinaten symmetrischer Zustand bleibt also bei 
allen möglichen Änderungen symmetrisch. Das Analoge gilt für den antisym- 
metrischen Zustand, der antisymmetrisch bleibt. Übergänge aus Zuständen 
Y, (117,10) in solche %,, (117,10°) und umgekehrt sind daher unmöglich. 

Wir bemerken dazu, daß man den Unterschied des soeben bewiesenen Satzes 
vom allgemeinen Satz des $ 111.beachten muß. Die Funktionen 7, und Y,, sind 
antisymmetrische Teilchenfunktionen. Daher sind vom Standpunkt des allgemeinen 
Satzes $ 111 Übergänge zwischen den Zuständen Y, und %,, möglich. Wir bewiesen 
jetzt aber die Unmöglichkeit des Übergangs zwischen Y, und Y,, unter der Bedin- 
gung, daß die Wechselwirkungen mit dem Spin vernachlässigt werden. Da diese 
Wechselwirkungen aber bestehen, sind auch Übergänge zwischen Y, und Y,, in 
Wirklichkeit möglich, allerdings, infolgeder geringen Wechselwirkung mitdem Spin, 
sehr wenig wahrscheinlich. | 

Zur Veranschaulichung schätzen wir die Einwirkung einer Lichtwelle ab. Die 
Energie der Wechselwirkung zwischen Lichtwelle und Elektronenladung ist der 
Größenordnung nach gleich 


wo a die Größe des Atoms, e die Elektronladung und E das elektrische Feld der 
Lichtwelle sind’(ea ist das elektrische Moment des Atoms). Die Wechselwirkung 
zwischen Lichtwelle und magnetischem Moment des Elektrons ist der Größen- 


ordnung nach gleich dem Produkt vom magnetischen Moment zn des Elektrons 
und dem Magnetfeld H der Welle: 
„_ eh 
N 2uc 


Da aber E und H in der Lichtwelle einander gleich sind, so ist 
w" Gl h 
W 2uca 


z der Größenordnung nach der Impuls des Elektrons im Atom und nn seine Ge- 


schwindigkeit v. Somit gilt: 
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Dieser Bruch ist kleiner als !/,go- Es ist daher sehr wenig wahrscheinlich, daß das 
Licht einen Übergang hervorrufen wird, bei dem sich die Spinrichtung des Elektrons 
ändert!). 

Mit anderen Worten, es werden die Übergänge ohne Spinänderung, überwiegen, 
d.h. Übergänge mit gleicher Symmetrie in den Elektronenkoordinaten. Gerade das 
behauptet der soeben bewiesene Satz. 

Befindet sich also das Helium in einem Zustand mit parallelen Spins (antisym- 
metrischer Zustand bezüglich der Koordinaten), so ist es sehr wenig wahrscheinlich, 
daß sein Zustand in einen mit anti- 
parallelen Spins (symmetrisch bezüg- 5, 
lich der Koordinaten) übergehen wird 
und umgekehrt. Es ist also so, als ob 
zwei Sorten von Helium bestehen wür- er erze 
den, eine mit parallelen und einemit “e; 
antiparallelen Spins. Die erste Sorte 
wird Ortho-Helium, die zweite Para- 922 
Helium genannt (s. das Schema Abb. Para-Helium Ortho -Helium 
77). Um die eine Heliumsorte in die | 
andere zu überführen, muß die Spin- Abb.77. Die Anordnung der Spins im Ortho- 
richtung eines der Elektronen geändert und'ım Fars-HeBam: 
werden. Infolge der Kleinheit des ma- 
gnetischen Spinmoments ist diese Überführung nur sehr schwer durchzuführen. 
Man erkennt, daß der Zustand des Para-Heliums der energetisch niedrigere Zu- 
stand sein muß. Wir haben mehrfach darauf hingewiesen, daß der niedrigste Zu- 
stand durch eine Wellenfunktion ohne Knoten gekennzeichnet ist. Die antisym- 
metrische Funktion ©, (r,, 15) besitzt aber einen Knoten (die Knotenfläche bei 
t, = ta). Denn es gilt 


D, (t,; Yo) = —D, (t2; rn); 
und wir erhalten bei 
rt, = to =r 


Dd,(v3r)= —D (vr, vr), 


d.h. ©, (r, r) = 0. Es muß daher die symmetrische Funktion 9, (r,, 1.) die Funk- 
tion des niedrigeren Zustands sein. Das ist aber der hinsichtlich der Spins antisym- 
metrische Zustand, nämlich der Zustand des Para-Heliums. Somit ist das Para- 
Helium der Grundzustand des Heliums. 

Wie aber erhält man Ortho-Helium? Bei Lichteinwirkung ergeben sich praktisch 
wieder angeregte Zustände mit antiparallelen Spins, also Para-Helium. Auf diesem 
Weg kommen wir also zu keinem Ergebnis. Anders ist es, wenn wir das Helium mit 
Elektronen beschießen. In diesem Fall haben wir es mit drei gleichen Teilchen zu 
tun: mit den beiden Elektronen des Heliums und dem von außen heranfliegenden 
Elektron. Unsere Analyse der Zustände zweier gleicher Teilchen ist in diesem Fall 
nicht anwendbar. Physikalisch müssen wir erreichen, daß das einfallende Elektron 
die Stelle eines Atomelektrons einnehmen und das Atomelektron das Atom ver- 
lassen kann. Da im Bündel der einfallenden Elektronen solche mit verschiedenen 


1) Ferner ist noch zu berücksichtigen, daß die Übergangswahrscheinlichkeit proportional dem 
Quadrat der Störungsenergie ist, das Verhältnis der Wahrscheinlichkeit wird also gleich 10%. 
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Spinrichtungen vorhanden sind, so kann als Ergebnis eines solchen Austauschs ein 
Atom zu zwei Elektronen mit gleichgerichtetem Spin gelangen: das Para-Helium 
wird sich in Ortho-Helium verwandeln. 


Para - Helium Ortho - Helium 


Volt % , P u 9 Din, L/RR 


24,47 
60.000 
80000 

300000 


120000 


160.000 


189000 


200000 ).0944 
Abb. 78. Das Schema der Spektralterme des Heliums. 


Der Beweis für die Existenz zweier Heliumarten (genauer, zweier Klassen 
von Heliumzuständen) ermöglichte die vollständige Deutung der gesamten spektro- 
skopischen Daten des Heliums und seines Verhaltens unter den verschiedenen Be- 
dingungen. Abb. 78 zeigt das Niveauschema im Heliumatom. Im Para-Helium 
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ist der Gesamtspin gleich Null. Es fehlt die Multiplettstruktur, es kommen nur Sin- 
gulettlinien vor. Die entsprechenden Terme sind durch Buchstaben mit links oben 
angebrachten Zeichen (z. B. 48, 1P) gekennzeichnet. Die Terme des Ortho-Heli- 
ums dagegen zerfallen in drei eng beieinanderliegenden. Entsprechend dieser Auf- 
spaltung der Niveaus bestehen die Spektrallinien des Ortho-Heliums aus drei be- 
nachbarten Linien (Tripletts). Die Terme des Ortho-Heliums werden durch das Zei- 
chen 3 (d.h. Triplett) links oben gekennzeichnet, z. B. 38, ®P. In Abb. 78 ist der 
Zustand 2 38 des Ortho-Heliums als metastabil vermerkt. Es handelt sich hier darum, 
daß dieser Zustand der niedrigste des Ortho-Heliums ist. Der Übergang in den 
niedrigeren Zustand ist ein Übergang in den Zustand 118 des Para-Heliums und mit 
Änderung der Spinrichtung verknüpft. Er ist wenig wahrscheinlich. Das in diesem 
Zustand befindliche Heliumatom wird sich, ungeachtet des Energievorrats von 
19,77 eV, sehr lange in ihm befinden. 

Damit beenden wir die qualitative Analyse der Atomzustände des Heliums und 
gehen zur genäherten quantitativen Theorie über. 


$ 118. Die näherungsweise quantitative Theorie des Heliumatoms 


Um die Energieniveaus des Heliumatoms zu berechnen, wenden wir eine Methode 
an, die zwar hinsichtlich der erreichbaren Genauigkeit nicht die beste ist, sich aber 
durch Einfachheit und Anschaulichkeit auszeichnet. Die ScHRÖDINGERgleichung 
für die Ermittlung der Energieniveaus des Heliumatoms und der Wellenfunktionen 
der stationären Zustände besitzt die Form: 


H (tı, 12 &1> 82) # (11, Ya> &1: &2) = EP (tı, 19; &1> Szo)- (118, 1) 
Da wir die Spinwechselwirkungen vernachlässigen, läßt sich diese Gleichung unter 
Verwendung von (117, 5) durch $ (8, , ,) kürzen. Wir erhalten dann: 


HB (1,,)P (r,1)=E® (m, re), (118, 2) 


wobei der Operator der Gesamtenergie durch die Formel (117, 4) gegeben ist. Dieser 
Operator kann wie folgt geschrieben werden: 


H(1n,%)=H,(tı: te) + W (tio)» (118, 3) 
wo 
h2 h? 2e2 2e? 
a u IT ee 
H,(tı: to) ITRG; TR: = : H,(t,) + H, (ta); (118, 4) 
e? 
W (ti) m (118, 5) 
123 


Der Operator H, (t, , ta) ist der Operator der Gesamtenergie der beiden Elektronen 
im Kernfeld ohne Wechselwirkung untereinander. W (ts) ist die Wechselwirkungs- 
energie der Elektronen. Unsere Näherung wird darin bestehen, daß wir diese 
Wechselwirkungsenergie als kleine Korrektur betrachten und als nullte Näherung 
die Bewegung der Elektronen im Kernfeld ohne Berücksichtigung ihrer gegensei- 
tigen Wechselwirkungen nehment), 


!) Letzten Endes stellt es sich heraus, daß die Wechselwirkungsenergie nicht sehr klein ist (die 
Näherung daher nicht besonders gut ist), aber immerhin beträgt sie nur etwa ein Drittel der 
Energiedifferenz der tiefsten Niveaus. 
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Die Wellenfunktionen und Energieniveaus einer solchen Bewegung sind bekannt, 
denn wir haben hier die Bewegung in einem CouLomgfeld. Das erste Elektron möge 
sich im Zustand 9, (r,) mit der Energie E„, das zweite im Zustand Y. (rz) mit der 


Energie E,„ befinden. Dann können wir als die zur Energie E, + E,„ gehörende 
Funktion der nullten Näherung setzen: 


Yı (tı> 2) = Yr (Fı) Ym (te). (118, 6) 
Es gilt: 


H, (tı> 82) Yı (tı> 12) = Hu (11) Yn (1) Um (te) + Ho (te) Yu (fı) Ym (12) = 


— En Yn (t3) Ym (25) + Em Yn (t1) Ym (22); 
H, (rı; fe) Yı (tı: te) = (En + Em) Yı (tı: Ro). (118, 7) 


d.h.: 


Zu der Energie E,„ und E„ gehört aber offensichtlich noch ein zweiter Zustand, in 
dem das erste Elektron die Energie E, und das zweite die Energie Z, besitzen. Die 
_ Wellenfunktion dieses Zustands ist 


Y5 (fı, Ya) = Ym (t1) Ya (to). (118, 6‘) 
Ähnlich wie wir (118, 7) fanden, finden wir, daß 
H,(tı: te) Ya (tı: Ye) = (Eu + Em) Ya (ti; 12). . (118, 7’) 


Dem Niveau E,„-+ E„ des nichtgestörten Systems gehören also zwei Zustände y, 
und », an, die sich durch die Vertauschung der Zustände des Elektrons (1) und (2) 
unterscheiden. Wir.haben es mit einer Entart:ung zu tun. Diese Entartung wird als 
Austauschentartung bezeichnet. Nach der allgemeinen Störungstheorie (67) muß die 
richtige Wellenfunktion der nullten: Näherung die Überlagerung der entarteten Zu- 
stände sein!): 

D (1,12) = Cı Yyı (fs Fo) 4 0 % (11; Po). (118, 8) 


Die Amplituden c, und c, und die Energieniveaus E des gestörten Systems ergeben 
sich aus den Grundgleichungen der Störungstheorie. Da wir uns auf die Unter- 
suchung einer zweifachen Austauschentartung beschränken (Funktionen y, und %,) 
so können wir unmittelbar die im $ 68 dargelegte Theorie für die zweifache Ent- 


1) Streng genommen müßten wir die Wellenfunktion %,„ durch drei Indizes (n, !, m) kennzeich- 
nen, da zum Niveau Z,„, wie wir wissen, insgesamt n? verschiedener Zustände gehören (Entartung 
im Couzomgfeld!). Dementsprechend ist für die richtige Berechnung der Heliumniveaus als Funk- 
tion der nullten Näherung die Überlagerung nicht nur, wie wir es taten, der durch den Austausch, 
der Elektronen unterschiedenen Zustände zu nehmen, sondern die sämtlicher den Niveaus E,„ und 
E,„ angehörenden Zustände, die sich durch ihre Drehimpulse und Orientierungen unterscheiden. 
Wir führen jedoch die Berechnung so durch, als wären die Niveaus Z„ nicht entartet. Das geschieht 
nur um die Besonderheiten der Aufgabe hervorzuheben; die ausschließlich aus der Tatsache 
hervorgehen, daß wir es mit zwei gleichen Teilchen zu tun haben. 
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artung anwenden. Wir erhalten dann für die Bestimmung der Amplituden c, und c, 
die Gleichungen (68,5), die in unserem Fall die Form 


(Eu + Win -Da+W:5=0, WaatEntWo—-D)o=0 (18,9) 
haben, wo E4 die Energie der ungestörten Bewegung 
Eam = En + Em (118, 10) 


ist. (In den Ausdrücken des $ 68 sind die Indizes n und m durch einen Buchstaben % 
vertreten. Die Größen W, ,, Wı2; Wa2:; Wz2ı Sind die Matrixelemente der Störungs- 
energie W [s. (68,6)]. Da in (68,6) die Integration über sämtliche Variablen vor- 
gesehen ist, von denen die Wellenfunktionen abhängen, so erhalten in unserem 
Fall die Formeln (68,6) folgende Form: 


Wı= [vi Wydudz, (118, 11) 
Wi = [pi Wy,dr,dr,, (118, 11’) 


wo dt, = de, dy, dz,, dt, = dx,dy, dz, und W die Störungsenergie (118,5) sind. 
Die Energieniveaus E des gestörten Systems ergeben sich aus der Säkular- 
gleichung (68,7), die wir hier übernehmen können: 


IWıı-e MWı: 
Wi Wi.-E 


wo in den jetzigen Bezeichnungen die Energiekorrektur gleich 


—(, (118, 12) 


:=E-Em=E-— (E,+ E,) (118, 13) 
ist. ‚ 
Bevor wir diese Gleichung lösen, wollen wir einige besondere Eigentümlichkeiten 
der Matrixelemente (118, 11) feststellen. Setzen wir in (118, 11) (118, 11’) an Stelle 
von y, und y, ihre Werte aus (118, 6) und W aus (118, 5) ein, so erhalten wir: 


2 \ [2 
nr feet dr, do, Wa. (118, 14) 
12 


Ferner ist leicht zu erkennen, daß W,. gleich W,, ist. Denn es ist 


* * 
We (tı) Ym (tı) Yn (fo) Ym (to) dr, dr, (118, 15) 


"12 
und andererseits 


W,,= wa * Wvr arm en | En) mn) ie vn dT,. (118, 16) 
12 


Da die Integrationsvariablen r, (2), Y,,2,) und tr, (X,, Y9, 25) die gleichen Werte 
durchlaufen, so können, wir x ; Yı, 21 durch x,, Y,, 2, und umgekehrt ersetzen (das 
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ist nur eine andere Benennung), und, da r,g = r,, So stimmt W,, mit W,, überein. 
Folglich ist 


W.= MW, = Wie = W3ı, (118, 17) 
d.h. die Größen W, , sind reell. Wir setzen 
W.ı= Wa =L&, Wa Wim 4, (118, 18) 


wo K und A reelle Größen sind. Dann nimmt die Säkulargleichung (118, 12) fol- 
gende Form an: 


1" Be 0 118,19 
A K a a 9 ( 3 ) 
woraus wir erhalten: | 

(K-e)?=4°, e=K-tA. (118, 20) 

Die Gleichungen (118, 9) erhalten durch die neuen Bezeichnungen die Form 
(K-e),+4,=0, (K—-e),+Ac=d. (118, 9) 
Setzen wir hier die erste Wurzel für e aus (118, 20) ein, so finden wir c, = c,. Beim 
Einsetzen der zweiten Wurzel für e finden wir c, = — c,. Folglich lautet die Lösung 


für (118, 8): 
1 
P, (11; tz) — Y2 (9 tr »); E, = En 4: Em Zu K = A, (118, 21) 


1 
Ps (1, 1) = Y2 (Yı—- Yo) EB=EntEm+K—-A (118,22) 


(der Faktor ist der Normierung wegen hinzugefügt). 


Wir erhalten also wegen der Austauschentartung zwei Zustandsarten: symme- 
trische ®, und antisymmetrische ®, (wir erinnern daran, daß nach (118, 6) und 
(118, 6°) y, bei Vertauschung der Elektronenkoordinaten in y, übergeht). Die Exi- 
stenz dieser beiden Zustandsarten stimmt mit der allgemeinen Theorie des $ 111 
überein. Wir wissen, daß die ersten Zustände die des Para-Heliums und die zweiten 
die des Ortho-Heliums sind. Die Formeln (118, 21) und (118, 22) sind somit die 
genäherten Ausdrücke für die Funktionen des Para- und Ortho-Heliums. 

Wir haben bei der qualitativen Darlegung der Theorie des Heliumatoms darauf 
hingewiesen, daß der Normalzustand durch eine symmetrische Funktion (Para- 
Helium) beschrieben sein muß. Das gleiche Ergebnis enthalten auch die Lösungen 
(118, 21) und (118, 22). Dem unteren Niveau Z, gehört nur eine Wellenfunktion 
%Y,00(tı) an. Um daher den tiefsten Zustand des Heliumatoms zu bilden, besteht nur 
eine Möglichkeit, nämlich, das zweite Elektron im gleichen Zustand unterzubringen 
(woraus sich, schon aus der elementaren Fassung des PAULIprinzips, ergibt, daß das 
zweite Elektron einen dem ersten entgegengesetzten Spin haben muß). Folglich ist 
im untersten Zustand y, = y, und ®, = 0. Wir bekommen daher für den Grund- 
zustand als einzige Lösung 


D, (11; #2) = Yıoo (Fı) Pıoo (fe) (118, 23) 
E=2E,+K-+4. (118, 23°) 
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Der Energieunterschied zwischen dem Para- und Orthozustand ist nach (118, 21) 
und (118, 22) gleich 2A. Das Niveausystem des Heliums zerfällt also in die zwei 
energetisch verschiedenen Systeme des Para- und des Ortho-Heliums. Jedem Niveau 
E„ + Em des Heliumatoms, die ohne Berücksichtigung der Elektronenwechsel- 
wirkung erhalten wurden, entsprechen bei Berücksichtigung dieser Wirkung zwei 
Niveaus, das Niveau des Para-Heliums Z, + Zu + K+ 4A und das Niveau des 
Ortho-Heliums Z, + Zu + K — A. Befindetsich z. B. das eine Elektron im unteren 
Zustand E, , das zweite im nächsthöheren Z, (Energie E, + £,), dann erhalten wir 
unter Berücksichtigung des Elektronenaustauschs und ihrer Wechselwirkung zwei 
Niveaus: 


E+E,+K+AwB +5, +K-A. 


Diese Aufspaltung sowie das Niveau 2E, + K-+ A sind im Diagramm Abb. 79 
wiedergegeben. Dieses Diagramm 
zeigt eine weniger vielgestaltige 


Aufspaltung als das vollständige en N 
spektroskopisch Schema der Ey+Ea 1 Eırk2 *K-A A| 
Abb.78. Das erklärt sich dadurch, | = 


daßwir(der Einfachheithalber)den 


H 


Umstand vernachlässigten, daß | 

die Niveaus des ungestörten Falls 

(z.B. Z,) entartet sind (mit Aus- Elektronen 

nahme des ersten Niveaus). Eine Para-Helium Ortho -Heliurn . 
vollständigere Berechnung hätte Wechselwirkung | 


gezeigt, daß die Niveauaufspal- 
tung sich nicht nur aus der Aus- 
tauschentartung, sondern auch 
aus der Aufhebung der ‚,‚!‘-Ent- 
artung ergibt. Letzteres geht schon 


| 2E, +KrA | 
daraus hervor, daß die ‚l‘“‘-Ent- 2£ | | 
artung nur im CouLompfeld des LS... 


Kerns existiert. Die Anwesenheit | 

eines zweiten Elektrons muß sie Abb. 79. Schema .der Austauschaufspaltung der 
unvermeidlich aufheben. Die Be- Heliumniveaus. 

rücksichtigung dieser Aufhebung 

der ‚„I“-Entartung ergibt ein reicheres Bild der Niveauaufspaltungen, das mit- dem 
Schema der Abb. 78 übereinstimmt. 

Für die eingehende Behandlung verweisen wir auf die Fachliteratur!) und be- 
schränken uns hier mit dem Hinweis auf den Sachverhalt in der theoretischen Be- 
rechnung der Heliumniveaus. Die Berechnungen des Heliums nach den oben dar- 
gelegten Methoden führen keineswegs zu einer idealen Übereinstimmung mit dem 
Versuch, Es unterscheidet sich die Korrektur um 10— 20% von der, die sich aus den 
experimentellen Messungen ergibt. Gegenwärtig gibt es aber weitaus vollkommenere 
Berechnungsmethoden. HyLLEraas hat (in achter Näherung) als Wert für das 
Grundniveau des Heliums (das Ionisierungspotential) [= 198308 cm-! erhalten 
(wir führen die Energiegröße in reziproken Zentimetern an, wie das in der Spektro- 
skopie gebräuchlich ist), während der experimentelle Wert des Ionisierungspoten- 


3) Siehe: [4, $$ 11-24]. 


3 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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tials für Helium gleich I = 198298 + 6 cm! beträgt. Die Übereinstimmung zwi- 
schen Theorie und Experiment ist erstaunlich, besonders, wenn man berücksichtigt, 
daß die Berechnung keinerlei willkürliche Konstanten enthält, die man den Ver- 
suchsergebnissen ‚anpassen‘ könnte. 

Die Berechnung der angeregten Terme ist infolge der ‚l“-Entartung bedeutend 
komplizierter. Die dabei erzielte Genauigkeit ist erheblich geringer als die für den 
Grundterm angeführte. 


$ 119. Die Austauschenergie 


Wir untersuchen nun die Bedeutung der durch die CouLomBsche Wechsel- 
wirkung der Elektronen bedingten Korrektur e= K + A. Dazu führen wir an 
Stelle der Wellenfunktionen 9, und 9, neue Größen ein: 


Onn (11) = —e | (tı) |, Omm (tz) = —e | Ym (1) |% (119, 1) 


Omn (tı) = — ey (t1) Yan (tı)> Omn (13) = — e Ym (15) Un (tr). (119,2) 


Die beiden ersten haben einen einfachen physikalischen Sinn, und zwar bedeutet 
Onn (t,) die mittlere Dichte der elektrischen Ladung im Punkt r,, die vom im Zu- 
stand 9, (r,) befindlichen Elektron erzeugt wird. Ähnlich bedeutet omm (r,) die 
mittlere Dichte der elektrischen Ladung, die im Zustand y„ (t,) von dem Elektron 
im Punkt r, herrührt. 

Die beiden letzten Größen On (r,) und Omn (1z) besitzen keinen so einfachen Sinn. 
Es sind Ladungsdichten, die dadurch bedingt sind, daß jedes der Elektronen sich 
teils im Zustand %, (r,), teils im Zustand %,„ (r,) befinden kann. Wir werden sie als 
Austauschdichten bezeichnen. Diese Größen können komplex sein, daher ist die Be- 
zeichnung ‚„Ladungsdichte‘‘ hier nur von sehr formaler Bedeutung. Mit Hilfe der 
eingeführten Dichten kann die Größe K nach (118,18) und (118,14) folgender- 
maßen geschrieben werden: 


K 2) Bas ana dt, dr,, (119, 3) 
12 


und die Größe A nach (118,8) und (118,15) 


ft ne ar, (119, 4) 
12. 


Die Größe K besitzt eine einfache und anschauliche Bedeutung. Das Integral in 
(119, 3) ist die gegenseitige CouLoMBsche Energie zweier Ladungen, von denen die 
eine mit der Dichte 0,„, die andere mit der Dichte 0,.„ im Raum verteilt ist. An- 
schaulich könnten wir diese Energie als Energie der CouLomBschen Wechselwir- 
kung zweier Elektronen deuten, deren Ladungen im Raum verschmiert sind. Daher 
wird dieser Teil der Elektronenwechselwirkung als der (im engeren Sinn) COULOMB- 
sche bezeichnet. Der andere Teil (A) läßt sich nicht anschaulich deuten. Formell 
kann die Größe A als die elektrostatische Energie zweier Ladungen betrachtet wer- 
den, die mit den Dichten 0%, und On. verteilt sind. Dieser Teilder Wechselwirkungs- 
energie der Elektronen wird als Austauschenergie bezeichnet. In diesem Sinne sagt 
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man, daß die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen aus zwei Teilen besteht, 
der CouLompeschen K und der Austauschenergie A. 

Wir müssen aber beachten, daß sowohl K wie A durch die CouLomBsche Wechsel- 
wirkung bedingt sind (bei e = O ist auch X = O und A = 0). Der Unterschied zwi- 
schen der CovLoMBschen Energie (im engeren Sinne) und der Austauschenergie A 
beruht auf der genäherten Darstellung der Funktionen des Systems ©, und d, in 


Form von 75 (y, 5 %,). Trotzdem erweist sich diese Trennung der Wechselwir- 


kungsenergie in einen COULOMB- und einen Austauschteil als sehr nützlich. Man 
ist daher berechtigt, sie vorzunehmen. 

Nach der Störungstheorie ist die Korrektur e für die Energie gleich der mittleren 
Störungsenergie im entsprechenden Zustand. Als Störungsenergie tritt hier die 


e2 
CovLoMmesche Energie der Elektronenwechselwirkung = auf. Um den Mittelwert 
12 2 
dieser Energie in einem bestimmten Zustand ® (r,, r,) zu berechnen, muß — mit 


der Ortswahrscheinlichkeit des ersten Elektrons im Bereich dr, und des zweiten im 
Bereich dr,, d.h. mit |Ö |? dr, dr, multipliziert und über den gesamten Konfigu- 
rationsraum der Elektronen integriert, d.h. das Integral 
ee (e2 
— = | —| Bd]? dr, dr, (119, 5) 
rı2 12 


berechnet werden. Setzen wir ®, und ©, aus (118, 21) und (118, 22) an Stelle von ® 
ein, so finden wir: 


e? l / e? R ä * * 
— -5/tm’+tla’+ vw H+ rHRdund,, (119,6) 
11a 2) ra 


was nach (118, 6) und (118, 6’) gleich 
—— K+A4 (119, 6°) 


ist; d.h. die Korrektur für e ist die mittlere Energie der Covzomsschen Wechselwir- 
kung der Elektronen im Zustand D®, oder D,. 

Diese Berechnung gestattet uns einen tieferen Einblick in die Entstehung der 
Aüstauschenergie. Die Größe | y, |? dr, dr, ist die Wahrscheinlichkeit, mit der sich 
das erste Elektron im Bereich dr, im Zustand n, und das zweite im Bereich dr, im 
Zustand m befinden. Analog ist die Größe | w, |? dr, dr, die Wahrscheinlichkeit da- 
für, daß sich das erste Elektron im Bereich dr, im Zustand m und das zweite im 
Bereich dr, im Zustand n befinden. Wären die Zustände y, und y, voneinander 
unabhängig, dann erhielten wir die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das erste Elek- 
tron in dr, und das zweite in dr, vorhanden sind, unabhängig davon,in welchen Zu- 
ständen sich die Elektronen befinden (indem wir y, und y, als gleich wahrscheinlich 
betrachten): 


1 ’ Ä 
dPıa = yıl?+ Ipl?} dandr. (119, 7) 
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In Wirklichkeit sind aber die Zustände y, und y, nicht voneinander unabhängig, 
und der tatsächlich eintretende Zustand ist 


1 
ze 75 mE+ pm. (119, 8) 


Die Wellenfunktionen %y, und y, befinden sich dabeiin bestimmten Phasenbeziehun- 
gen, und wir erhalten im Ausdruck für die Ortswahrscheinlichkeit der Teilchen in 
den Bereichen dr, und dr, ein Interferenzglied 
dPi2 = ||? dr, di, = dP,,+ (yı y + yıya)dundı,, (119,9) 
das zur Existenz der Austauschenergie führt. 
Wir erkennen, daß die Existenz einer Austauschenergie keineswegs nur speziell 
durch die CovLomBsche Wechselwirkung der Elektronen bedingt ist. Hätten wir 
eine beliebige andere Wechselwirkung W (r,,) unserer Teilchen angenommen, so 


hätten wir doch die mittlere Energie W (r,,) in Gestalt von zwei Teilen erhalten: 
W als Energie im engeren Sinne, die wir durch die Einführung von W (r, ,) an Stelle 


2 | 
von — in (119, 3) und der Austauschenergie A, die wir aus (119, 4) wiederum durch 
12 2 | 
Ersetzen von — dureh W(r,,) bekommen hätten. Jede klassische Wechselwirkung 


12 
W(r,.) zweier gleicher Teilchen führt somit auf eine Austauschenergie. 

‚Die Austauschenergie besitzt keine Analoga in der klassischen Mechanik. Die 
Entdeckung ihrer Existenz ist eines der grundlegenden und neuen Ergebnisse der 
Quantentheorie. 

Die Bezeichnung ‚‚Austauschenergie‘ wird klarer, wenn wir Zustände ® unter- 
suchen, bei denen die Verteilung der Teilchen über die Zustände n und m fixiert ist. 
Dazu nehmen wir die Zeitabhängigkeit der stationären Zustände ®, und 9, zu Hilfe 
und erhalten: 


1 I (E+K+AM)t 

9,= 7, Wı tr we i 
(119, 10) 

| — _(E+K— At 

Pa = 75 m pe a 

Wir setzen: 
E’+K A 

=, ö=7 (119, 11) 


und untersuchen an Stelle von ®, und ©, den Zustand, der ihre Überlagerung dar- 
stellt (das wird kein stationärer Zustand mehr sein): 


1 L 3 Tr 
0) Br: [d, + Du} ze mt Ip, (et + eiöt ) + Y, (e- it we eiöt)} ‚ (119, 12) 


oder | 
®=c,(t) Pi + ©glt) Yo, (119, 13) 
wo | 
c(t) = ert@et cos öt, c,(t) = Teriwet sin Öt. (119, 14) 
Der statistischen Bedeutung der Amplituden c, und c, entsprechend ist die Größe 
|c, |? wiederum die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand ©, (d.h. das erste 
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Elektron im Zustand n und das zweite in m) zu finden, und |c, |? die Wahrschein- 
lichkeit, den Zustand ®, des Systems (mit dem ersten Elektron in m und dem 
zweiten in n). Wir haben also 

|c,(t) |? = cos? öt, |c,(t) |? = sin?öt. (119, 15) 


Der von uns daraus entnommene Zustand ® (119, 12) ist so, daß bei 3 = 0 das erste 
Elektron sichim Zustand y, , das zweiteim Zustand 9, befinden. Nach Ablauf einer 
7 
206 
Zustand %„, das zweite in den Zustand %, über, es erfolgt ein Austausch der Zu- 
stände. Auf Grund von (119, 11) sehen wir, daß diese Austauschzeit durch die Aus- 

tauschenergie ausgedrückt werden kann. Und zwar erhalten wir 


sch 


2A 


Zeit = — erhalten wir |c, |? = 0, |c,|?= 1, d.h. das erste Elektron geht in den 


T (119, 16) 
Daraus folgt das wichtige Ergebnis: Die Zeit des Zustandsaustauschs ist umgekehrt 
proportional der Austauschenergie. 

Es ist interessant, jene Bedingungen zu betrachten, unter denen die Austausch- 
energie so klein und die Austauschzeit so groß werden, daß der Austausch völlig 
vernachlässigt werden darf. Die Austauschenergie hängt von der Dichte on (?) 
— um (r) %n (r) ab, sie hängt folglich davon ab, inwieweit sich die Zustandsfunk- 
tionen %„ und „ überdecken. Ist wm = 0 dort, wo 9, =# 0 ist,. oder 9 + O0 dort, 
wo %, = 0, dann ist Om» = 0, und die Austauschenergie fehlt vollständig. Dieser 
Grenzfall ist jedoch eine Idealisierung. Trotzdem können wir aus ihm einen wich- 
tigen Schluß ziehen: sind die Zustände y„ und 9, so, daß | ym |? und | y„ |? in ver- 
schiedenen Raumteilen konzentriert sind, dann ist die Austauschenergie klein 
(nähert sich Null). | 

Nehmen wir jetzt an, die Zustände y„ wären Zustände eines Elektrons im Atom, 
wobei wir aber die Energien #,„ und E,„ als sehr verschieden annehmen: Z,> En. 
Dann ist die Funktion y, in einem sehr nahe am Kern gelegenen Bereich konzen- 
triert, während ,„ sich sehr weit vom Kern entfernt ausbreitet. Da beide Funk- 
tionen auf Eins normiert sind, bedeutet das, daß w,, dort klein ist, wo y„ merk- 
lich groß ist. Die Dichte o„.„ ist folglich ebenfalls klein. Damit ist aberdie Austausch- 
energie klein. Der Austausch kann vernachlässigt werden, wenn es sich um den 
Austausch von Zuständen handelt, die in verschiedenen Raumbereichen konzen- 
triert sind, oder um solche, die sich in ihrer Energie stark unterscheiden. 

Diese letztgenannte Tatsache erlaubt z. B. in vielen Fällen, den Austausch des 
Leuchtelektrons mit den Elektronen der inneren Schalen fortzulassen. 


$ 120. Die Quantenmechanik des Atoms 
und MENDELEIEws periodisches System der Elemente 


Das von MENDELEJEwW entdeckte periodische System schließt in sich eines der 
wichtigsten Naturgesetze ein. Es stellt nicht nur die Grundlage der Chemie, sondern 
auch die Grundlage der ganzen modernen Atom- und Kernphysik dar. 

Die Theorie dieses Gesetzes ist bei weitem noch nicht abgeschlossen. Die Lösung 
des Problems von der Struktur der Atomkerne befindet sich erst im Anfangs- 
stadium. Dabei bestimmt, gerade der Atomkern die Struktur der Elektronenhülle 
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und damit die chemischen und physikalischen Eigenschaften des ganzen Atoms. 
Betrachtet man dann die Bestimmungsstücke der Atomkerne als durch das Experi- 
ment gegeben, so kann man mittels der Quantenmechanik die Periodizität in der 
Struktur der Elektronenschalen verstehen. Man geht dabei von der Theorie der Be- 
wegung eines Systems von Elektronen im elektrischen Kernfeld aus. Wir können 
vns also zur Klärung der Natur der Periodizität auf die Berechnung der Elektronen- 
bewegung im Atom beschränken, wobei wir von der gegebenen Masse und Ladung 
des Kerns ausgehen. Infolge der großen Zahl der Elektronen in den Atomen bietet 
die so gestellte Aufgabe immerhin noch erhebliche mathematische Schwierigkeiten. 
Wir erinnern daran, daß in der klassischen Mechanik selbst das Dreikörperproblem 
bis heute keine allgemeine und vollständige Lösung gefunden hat. Allerdings ist die 
Lage in der Atommechanik günstiger. Viele praktisch wichtige Ergebnisse lassen 
sich mit Hilfe genäherter Methoden gewinnen. Die Ursache für diese Vereinfachung 
liegt in der Diskretheit der Elektronenzustände in den Atomen. Dadurch gelingt es 
auf Grund des PAULiprinzips und der Theorie der Elektronenbewegung im Zentral- 
feld wesentliche Ergebnisse in der Erkenntnis der Elektronenverteilung in den 
Atomen und damit zugleich der Periodizität der chemischen Eigenschaften der Ele- 
mente zu gewinnen. 

Von grundlegender Bedeutung ist dabei der Begriff der Ordnungszahl Z (Atom- 
nummer) des Elements in der MEnDELEJEwschen Tabelle. Dieser Begriff wurde be- 
reits von MENDELEJEW selbst eingeführt, der an vielen Stellen seiner Tabelle vom 
ursprünglichen Prinzip — der Ordnung der Elemente nach steigendem Atomgewicht 
— abging und der Periodizität der chemischen Eigenschaften die größere Bedeutung 
zuschrieb. Die späteren klassischen Forschungen RUTHERFORDsS und MOSELEYS 
zeigten, daß die Atomnummer einen tiefen physikalischen Sinn besitzt. Die Ele- 
mentnummer Z ist gleich der Kernladung, gemessen in Einheiten der Elementar- 
ladung (+ e). Zugleich damit ist die gleiche Nummer für ein neutrales Atom gleich 
der Anzahl der Elektronen in seiner Elektronenhülle. Kennen wir also die Element- 
nummer Z, so kennen wir auch die für die Atommechanik wichtigsten Daten, die 
Kernladung und die Zahl der Elektronen im Atom. Wie jetzt gut bekannt ist, bilden 
sich die Atomkerne aus ungeladenen Teilchen, den Neutronen (Ladung 0, die Masse, 
bezogen auf Sauerstoff gleich 16 beträgt, 1,00845) und den Protonen (Ladung + e, 
Masse = 1,00807). Nach dem oben Gesagten muß die Zahl der Protonen im Kern 
gleich Z sein. Atome mit gleicher Protonenanzahl, die sich durch die Zahl der Neu- 
tronen unterscheiden, besitzen die gleiche Nummer Z, aber verschiedenes Atom- 
gewicht A. Solche Atome werden /sotope genannt. Die chemischen Eigenschaften 
hängen von der Zahl der Elektronen im neutralen Atom ab, d.h. von Z, die Isotopen 
sind daher chemisch gleichwertig!). Sämtliche Isotopen, die zu einem und demselben 
Z gehören, stellen das gleiche chemische Element dar. Es stellt sich heraus, daß das 
Atomgewicht A = 2Z ist, sodaß die Zahl der Protonen und Neutronen in den Ker- 
nen ungefähr einander gleich ist. Durch diesen Umstand führt die Anordnung der 
Atome nach steigendem Atomgewicht (mit wenigen Ausnahmen) zur gleichen An- 
ordnung wie die nach der Kernladung +eZ. 


!) Es ist hier von den Valenzeigenschaften die Rede. In der Reaktionskinetik ist nicht nur die 
Elektronenzahl, sondern auch die Atommasse von Bedeutung. Man kann daher nicht sagen, daß 
die Isotopen vom chemischen Standpunkt aus völlig identisch wären. Jedoch sind die infolge der 
Isotopie auftretenden Unterschiede äußerst gering, wenn man vom Wasserstoff absieht, für den 
die Massen sehr verschieden, und zwar gleich 1, 2 und 3 sind. 
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Um sich in der Verteilung der Elektronen in den Elementen zurechtzufinden, 
wollen wir uns vorstellen, daß jedes folgende Element aus dem vorhergehenden 
durch Hinzufügen eines Protons (und der entsprechenden Zahl von Neutronen) zum 
Kern und dementsprechend durch. Hinzutreten eines Elektrons in die Elektronen- 
hülle des Atoms gebildet wurde. Ferner werden wir im allgemeinen die Wechsel- 
wirkung der Elektronen vernachlässigen, aber, wo nötig, die entsprechenden Kor- 
rekturen für diese Wechselwirkung einfügen!). 

Das Neutron kann als nulltes Element des periodischen Systems (Z = 0) be- 
trachtet werden. Es bildet die Nullperiode. Das erste Element ist der Wasserstoff 
(Z = 1). Der Wasserstoffkern besteht aus einem Proton?). 

Der Grundzustand des einzigen Elektrons im Wasserstoffatom ist durch die: 


Quantenzahlen = 1,!=0,m =0,m, =+ > gekennzeichnet. Die entsprechende 


Wellenfunktion ist dann Ynımm, (9), wo durch g die Koordinaten des Elektronen- 
schwerpunkts und die Spinkoordinate bezeichnet sind. 

Vergrößern wir die Kernladung um + e, so erhalten wir den Heliumkern. Im Zu- 
standn = 1, !=0, m = 0 läßt sich ein zweites Elektron unterbringen, wenn sein Spin 


1 
dem des ersten Elektrons entgegengerichtet ist [für das einem, =+7- >> für das 


: 1 | ; j s 
andere m, = — 3) Genauer gesagt, wir müssen aus den Funktionen y1,0,0, ++ (9) 


und 91,0,0,--4(9) eine antisymmetrische Wellenfunktion bilden, wie das im. 
$ 113 geschah. Die beiden Heliumelektronen nehmen alle Zustände ein, oe zu 
n—= 1 gehören. Diese Gruppe von Zuständen |n = 1, 1=0, m=0, m, = +3 — | wird 


die K-Schale genannt (die röntgenspektroskopische Bezeichnung der Terme). Die K- 
Schale ist somit voll besetzt und damit die erste Periode des periodischen Systems 
abgeschlossen, die nur aus zwei Elementen, Wasserstoff und Helium besteht. 

Vergrößern wir die Kernladung um ein weiteres + e und fügen wir ein Elektron 
hinzu, so gelangen wir zum Lithium. Dabei muß die genäherte Wellenfunktion eine 
antisymmetrische Kombination aus 


Ya mma (Ir) * Yrnıamama (92) Ynzımsme (93) 


sein, die zu der geringsten Energie gehört (dem Grundzustand des Lithium). Setzen 
wir diese Betrachtung fort, so können wir sagen, daß in unserer Näherung die 
"Wellenfunktion eines Atoms mit mehreren Elektronen, der Nummer Z, eine anti- 
symmetrische Kombination aus Funktionen 9,1. m me (9x) sein wird, von denen jede 
die Bewegung eines Elektrons im Couzomeskernfeld mit der Ladung —+eZ be- 
schreibt. Nach (113,6’) können wir diese Funktion wie folgt schreiben: 


® (9: 92: “16,09 q:) => (£ 1) P yn lm ma (4).  Ynzlz Ma Msz (4). (120, 1) 


1; Dieser Weg der Deutung des periodischen Systems sat Grund der Atommechanik wurde 
erstmals von BoBR gewiesen [7]. 

2) Außerdem gibt es Wasserstoffisotope, die unter N: ormalbedingungen nur in unbedeutenden 
Mengen vorkommen, und zwar Z = 1, A = 2 (Deuterium) und2=1,4A = 3. Das erste läßt sich 
bereits in recht erheblichen Mengen gewinnen („schweres Wasser“). 
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Diese Funktion ist gleich Null, wenn die Zahlen n, !, m, m, für zwei Atome zusam- 
menfallen (PAvLiprinzip). Da uns der Grundzustand des Atoms interessiert, müssen 
wir die Zahlen n, ,!,,...,7%,%,so wählen, daß die Energie des ganzen Elektronen- 
systems 


zZ 
E = Enziz (120, 2) 


ein Minimum darstellt. Verstehen wir unter den Funktionen wm; m,, die Wellen- 
funktionen für die Bewegung im CovLompfeld des Kerns (unter Vernachlässigung 
der Wechselwirkung der Elektronen untereinander), dann hängt die Energie der 
einzelnen Zustände Z,ı nur von r ab. In Wirklichkeit besteht eine Abhängigkeit 
für E„ı von !, da die Elektronen sich nicht nur im Kernfeld, sondern auch im Feld 
der anderen Elektronen bewegen. Diese Abhängigkeit ist gering, aber immerhin 
kann es sich bei hinreichend großen n erweisen, daß Zustände mit großem n und 
kleinem / eine geringere Energie als solche mit kleinem n aber größerem I besitzen. 
Dieser Fall tritt, wie wir sehen, zum ersten Mal beim Kalium ein. 

Für Li besitzt die genäherte Wellenfunktion die Form (120,1) bei Z = 3. Da die 
K-Schale bereits voli ist, muß das dritte Elektron im Zustand n= 2, 1=0, 


| 1 
m=0, m, =-+ 3 untergebracht werden. Die Gruppe der Zustände mit n = 2 


heißt die L-Schale. Beim Li wird also mit der Besetzung der L-Schale begonnen. 
Insgesamt enthält die L-Schale 2n? — 2.2? —= 8 Zustände. Zwei von ihnen gehören 


dem s-Term I—=0, m—(0, m, =+ 


m, = +3). 


Vergrößern wir weiter die Kernladung und fügen die entsprechenden Elektronen 
hinzu, so gelangen wir vom Lizum Be, vom Be zum B usw. über C, N, O, Fzum.Ne. 
Im Neon sind sämtliche acht Plätze der L-Schale besetzt. Wir erhalten wieder ein 
Edelgas und schließen damit die zweite Periode des periodischen Systems. Weitere 
‚Elektronen können nur im. Zustand mit n = 3 untergebracht werden. Das ist die 
sogenannte M-Schale. Die M-Schale besitzt insgesamt 2, 3? = 18 Zustände (! = 0, 
!=1,1= 2). Die Gruppe der Zustände mit ! = 0 und / = list analog der L-Schale 

"und wird zwischen Na bis Ar aufgefüllt. Wir erhalten die dritte Periode des perio- 
dischen Systems. Erhöhen wir die Ladung des Ar um + e und fügen wir ein Elektron 
hinzu, dann erhalten wir das Kalium. Hätten wir das Kaliumelektron in der M- 
Schale untergebracht, wäre der Zustand dieses Elektrons durch !=2 gekenn- 
zeichnet gewesen (d-Term). Aber das Kaliumatom ist sowohl in optischer wie in 
chemischer Beziehung ähnlich den Atomen Li und Na, die das äußere Valenzelek- 
tron im s-Term besitzen. Daher müssen wir das Kaliumelektron im Zustand n = 4, 
i= 0 unterbringen und eine neue Schale (die N-Schale) beginnen, ohne die M- 
Schale abgeschlossen zu haben. Das bedeutet, daß der Zustand n = 4, 1= 0 eine 

geringere Energie E,, besitzt als der Zustand n = 3, 1 = 2 (E,,). Das ist möglich, 
wenn man die Wechselwirkung der Elektronen mitberücksichtigt. Wir erhalten so- 
mit im Kalium eine dem Na analoge Elektronenverteilung (s. Tabelle). 
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1. Fortsetzung. 
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‚ Fortsetzung 
, . 8) P Ioni- 
Konfiguration k Grund- sations- 
Element | derinneren Ä | term potential 
Schalen 5,2 5,3 6,0 | 6,1 6,2 |. 7,0 ineV. 


5d öf 63 6» 6d 7s 


Nf Die Schalen | sr, 
z 1s bis 55 un 

y 1) 
ni (68 Elek 08%, 
Os 76. tronen) 5D, 
Ir “Fo, 
Pt °D, 
Au Die Schalen 1 _ °S4), 9,20 
Hg 1s bis 5d 2 | = a 10,39 
Tl 2 1 2, 6,08 
Ph (78 Elektronen) 9 2 sp, 7,39 
Bi 2 3 “Ss, 8,0 
Po 2 4 2, 
At 2 5 ®Pa,, 
Rn 2 6 18, 10,689 


Fr 87 Die Schalen — 2 6 — 1 >Sı,, 

Ra 88 ls bis 5d Be 2 6 = 2 "So 

A — 2 ®D» 

=: es (78 Elektronen) ER 3 5 7 la 
Pa 9 2. 2 6 1 2 “K 

U 92 3 2 6 1 2 SL 

Np 9 4 2 6 1 2 sM 

Pu 9 5 2 6 1 2 "K 

Am 95 6. 2 6 1 2 8 

Cm 96 | 7 2 6 1 2 D | 
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Das dem Kalium folgende Element ist das Calcium (Ca, Z=20). Wiederum weisen 
die spektroskopischen Angaben auf die Notwendigkeit hin, das Calciumelektron im 
s-Term (N-Schale) unterzubringen. Bei den folgenden Elementen erfolgt die Auf- 
füllung der M-Schale (von Sc, Z = 21 bis Zn, Z = 30). Ferner wird die N-Schale 
bis zum Krypton (Kr, Z = 36) aufgefüllt und damit die Periode abgeschlossen (wir 
erhalten wieder ein Edelgas). Für die Edelgase ist (ausgenommen He) die Konfigura- 
tion aus acht Elektronen, zwei ims-Zustand und sechs im p-Zustand charakteristisch. 

Das auf das Krypton folgende Element ist Rubidium (Rb, Z = 37). Es ist dem 
Na und K analog. Folglich wird das Außenelektron des Rb nicht in der N-Schale 
untergebracht, sondern beginnt eine neue Schale (die O-Schale, n = 5). Das Elek- 
tron des Sr (eines Erdalkalimetalls) befindet sich wieder in der O-Schale, sodaß Sr 
analog Ca ist. In den auf Sr folgenden Elementen werden die O-Schale und die noch 
freien Plätze der N-Schale aufgefüllt (s. Tabelle). Mit dem Cäsium beginnt die P- 
Schale (n = 6). | 

Die Elemente der Gruppe der seltenen Erden (von La, Z = 57 bis Hf, Z = 72 ein- 
schließlich) besitzen ähnliche chemische Eigenschaften, sodaß sie alle eine ähnliche 
Elektronenverteilung in den O- und P-Schalen haben. Sie unterscheiden sich unter- 
einander durch den Grad der Auffüllung der N-Schale und in einzelnen Fällen der 
Auffüllung der O-Schale (s. Tab.). Diese Auffüllung beginnt mit Ce und schließt mit 
Lu ab. Die Gruppe der seltenen Erden wird oft als ‚‚Lanthaniden‘‘ bezeichnet. Das 
72. Element (Hf) wurde lange ebenfalls für eine seltene Erde gehalten. Wie wir aber 
sahen, ist mit Lu die gesamte 6s-Hülle bereits besetzt und das 72. Elektron muß 
in der 5d-Hülle untergebracht werden. Aus diesem Umstand schloß Bon, daß Hf 
ein Analogon des Zr sein muß. Tatsächlich wurde dieses Element bald darauf in 
Zirkonerzen gefunden. 

In neuester Zeit wurde das MENDELEJEWsche System durch neu entdeckte Trans- 
uran-Elemente ergänzt: Neptunium (Np), Plutonium (Pu) Americium (Am) und 
Curium (Cm). Diese Elemente bilden eine der Gruppe der seltenen Erden analoge 
Gruppe. Die Rolle des Lanthans spielt in dieser Gruppe das Actinium (Ac). Die Ele- 
mente dieser Gruppe werden daher unter der Bezeichnung ‚Aktiniden‘ zusammen- 
gefaßt. Sie besitzen ähnliche äußere Schalen und unterscheiden sichim Grunde durch 
die Auffüllung der 5/ Schale (ausgenommen Th, wo ein Unterschied in der Auf- 
füllung des 6d-Niveaus besteht)!). | 

Die hier angeführte Tabelle könnte durch eine symbolische Formel ersetzt wer- 
den, die die Verteilung der Elektronen auf die verschiedenen Schalen anzeigt. Für 
Li lautet diese Formel z. B. (1s)22s, was bedeutet, daß sich im Lithiumatom zwei 
Elektronen im 1s-Zustand und eines im 2s-Zustand befinden. In der vorletzten 
Spalte der Tabelle ist der Grundterm des Atoms angeführt. Wir erinnern daran, daß 
der Grundterm des ganzen Atoms durch große Buchstaben 8, P, D, F entsprechend 
dem Wert der Quantenzahl Z = 0,1, 2, 3 bezeichnet wird, die der Gesamtbahn- 
drehimpuls bestimmt (vgl. $101). Rechts unten ist am Symbol die Zahl J angegeben, 
die den Gesamtdrehimpuls bestimmt. Links oben ist als Index die Multiplizität des 
Terms 28 + 1 angegeben, wo S die den Gesamtspin bestimmende Zahl ist. Für 
Lithium ist das Bahnmoment der Elektronen gleich Null. Die Spins der beiden 
Innenelektronen kompensieren sich. Das Grundniveau des Lithiumatoms wird da- 
her das Dublett "8 sein. 


4) Einzelheiten über Elektronenschalen undTerme der Lanthaniden und Aktinidens. :[50],s.a.:|52]. 
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Die entsprechende Formel lautet z. B. für Neon (1s)? (2s)? (2p)®. Alle Spins und 
alle Bahnmomente sind kompensiert. Der Grundterm des Neons wird daher, wie bei 
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Abb. 80. Das Periodische System der Elemente. 


allen Edelgasen, 18, sein. Beim Aluminium haben wir esmiteinem p-Elektron zu tun 
(3p), dessen Bahn- und Spinmoment nicht kompensiert sind. Sein Grundterm ist 
daher ?P N (die Formel des Hüllenaufbaus (15)? (2s)2(2»)° (3s)? (3p). Analog werden 


die anderen Elemente bezeichnet. 
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Wie wir sehen, bedeutet die von MENDELEJEW entdeckte Periodizität der che- 
mischen Eigenschaften der Elemente vom Standpunkt der Atomtechnik die Wie- 
derholung in der Struktur der äußeren Elektronenschalen. Die Edelgase Ne, Ar, 
Kr,X und Em z.B. besitzen gleiche äußere Schalen aus acht Elektronen. Alle Alkali- 
metalle haben ein Elektron im s-Term über der Hülle des Edelgases (Term ”8}). 


Die Erdalkalimetalle haben zwei Elektronen über der Hülle des Edelgases 
(Termin 18,). Die Halogene F, Cl, Br, J besitzen eine Hülle, in der ein Elektron 
zur vollständigen Edelgasschale fehlt (Term "Pa ). Die Länge der Perioden be- 


stimmt sich im wesentlichen aus der Zahl der Quantenzustände in jeder Schale. 
Diese Zahl ist nach (49,26), wenn man noch berücksichtigt, daß in jedem Zustand 
zwei Elektronen mit verschieden gerichteten Spins sein können, gleich 2n? (n ist 
die Hauptquantenzahl, die die Schale kennzeichnet). Die moderne Atommechanik 
hat somit einen wesentlichen Beitrag dafür geleistet, eines der bemerkenswertesten 
Naturgesetze, das Gesetz der Periodizität der chemischen Eigenschaften der Ele- 
mente zu verstehen. 

Abb. 80 zeigt die Tabelle MENDELEJEws in der schematischen Form, die BoHR 
ihr gegeben hat. 

Wie bereits bemerkt, ist die Darstellung der Wellenfunktion eines Elektronensystems als anti- 
symmetrische Kombination der individuellen Elektronenfunktionen Yalmm, (9) (120,1) nur ge- 
nähert. Diese Näherung wird ganz roh, wenn wir als Funktionen der Elektronenbewegung im 
Covromefeld des Kerns solche wählen, die die Wechselwirkung der Elektronen überhaupt nicht 
berücksichtigen. 

Wie findet man nun solche Funktionen Inimmı (D> sodaß sich die wirkliche Funktion des Elek- 
tronensystems ® (g, , 9a; - : -, Qx) am günstigsten in einer Form der Determinante (120,1) darstellt? 
Diese Frage: wird durch die Methode Focks beantwortet!). Ihr Wesen beruht darin, daß solche 
Ynlmm, (9) gesucht werden, die die Gesamtenergie des Systems zu einem Minimum machen. 


E= | d*. HBdq,dg,....day, (120,3) 
unter der Zusatzbedingung (Normierungsbedingung): 


Hier ist H der HamıLToxoperator des ganzen Elektronensystems. Diese Variationsaufgabe führt 
zu einem System nichtlinearer Gleichungen zur Bestimmung der individuellen Funktionen yaımm, 
(g). Der dabei erhaltene Energiewert für den untersten Term E, ist unter den mit der Form der 
Funktion (120, 1) vereinbarten der genaueste. 

Die gleiche Variationsaufgabe kann durch direkte Methoden der Väriationsrechnung (Rıtz- 
methode) gelöst werden. Bei dieser Methods wird als nullte Näherung eine gewisse Klasse von 
Funktionen © betrachtet, die von Parametern a, b,..... abhängen (z. B. können a, b,..... die Halb- 
messer der Elektronenschalen sein). Führen wir die Integration aus, dann finden wir BE als Funk- 
tion von a,b,... 

Aus der Minimumbedingung 

OE OE 

Fr 0, Ey 0, (120,5) 
und der Bedingung (120,4) findet man die Werte der Parameter, die die besten Näherungen für E 
und ® geben, die mit der gewählten Funktionsklasse vereinbar sind. Die Genauigkeit der Nähe- 
rung hängt erheblich davon ab, wie gut es gelingt, den Typus der Funktionen © zu erraten, die.als 
erste Näherung zugelassen sind. Diese Methode stellt sich als sehr erfolgreich in der Praxis 
heraus (siehe z. B.: [4], 88 11—14). 


1) Siehe: [21 oder 4]. 
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8 121. Das Wasserstoffmolekül 


Nun wollen wir auf der Grundlage der Quantenmechanik das Wasserstoffmolekül 
H, betrachten. 

Das Molekül H, besitzt eine typisch homöopolare Bindung. Haben wir diesen 
einfachsten Fall eines bomöopolaren Moleküls untersucht, so können wir damit 
rechnen, über die Kräfte, die die homöopolaren Valenzbindungen bedingen, Auf- 
schluß zu erhalten. Um die Wechselwirkung zwischen zwei Wasserstoffatomen zu 
berechnen, muß ihre potentielle Energie U(R) als Funktion des Abstands R zwi- 
schen den Atommittelpunkten (den Kernen) ermittelt werden. Diese Energie U(R) 


: ee | e? 
setzt sich aus zwei Teilen zusammen: Aus der Energie + u der CovLoMBschen 


Wechselwirkung der Kerne und aus der Energie E der Elektronen, die vom Ab- 
stand zwischen den Kernen abhängt und daher zur potentiellen Wechselwirkungs- 
energie der beiden Atome gehört. Wir können also annehmen, die gesuchte Energie 
U(R) ist gleich 


U(R) = -m LER). (121,1) 


Die Aufgabe wird damit auf die Bestimmung der Energie der Elektronen E(R) zu- 
rückgeführt. Bei großen Abständen R zwischen den Atomen kann man offenbar den 
Einfluß des einen Atoms auf die Bewegung des Elektrons im anderen Atom ver- 
nachlässigen, weil bei R— oo die Energie der Elektronen einfach gleich der Summe 
der Elektronenenergien i in jedem der Wasserstoffatome ist. 

Im folgenden interessiert uns das Wasserstoffmolekül im niedrigsten Energie- 
zustand. Dementsprechend erhalten wir bei unendlicher Entfernung der Atome von- 
einander die Wasserstoffatome im Normalzustand. Wir bezeichnen die Energie des 
Wasserstoffatoms im Normalzustand mit Z, (E, gleich 13,55 eV). Dann beträgt die 
Energie bei großem R für.die uns interessierenden Zustände des Moleküls 2 E,. Wir 
nehmen an: 


E(R)=2E,+ e(R). (121, 2) 

Offenbar wird e(R) die Änderung der Elektronenenergie bei der Annäherung der 
Wasserstoffatome bedeuten. Diese Größe muß von uns noch bestimmt werden. 
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Die Gesamtenergie Z(R) der Elektronen ermittelt sich aus der SCHRÖDINGER- 
gleichung als der Eigenwert des HamıLTonoperators für unser Elektronensystem. 
Dieser HAMILToNoperator hat die Form: 


2 
H= — — v?—- — v2 ra re a Sa ze a ech erg + —. (121, 3) 
To 


Er enthält neben den bekannten Operatoren der kinetischen Energie der beiden 
2 
Elektronen außerdem noch: a) die potentielle Energie (- a des ersten Elektrons 


2, T 
(1) und ersten Kerns, b) die potentielle Energie (- — des zweiten Elektrons (2)und 
2 b2 
zweiten Kerns, c) die potentielle Energie I-; —-) des ersten Elektrons (1) und zweiten 
2 Tp1, 
Kerns, d) die potentielle Energie | — —) des zweiten Elektrons (2) und ersten Kerns, 
02 


und schließlich 2) die Wechselwirkungsenergie = -) der beiden Elektronen. Abb. 81 
r22 


u 


Yu ln2) 


Schema für /, 


Abb. 81. Schema der Wechselwirkung im H,-Molekül. Die ausgezogenen Linien verbinden die 
Teilchen, deren Wechselwirkung in der Lösung %, oder %, berücksichtigt wurde. Die gestrichelten 
Linien verbinden Teilchen, deren Wechselwirkung in der nullten Näherung vernachlässigt wurde. 


erläutert die hier angewandten Bezeichnungen für die Abstände r,ı , 751 , r2 , Ta2 » Yıa- 
Bezeichnen wir die Wellenfunktion für unser Elektronensystem mit 


© (rı, re), 
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dann erhält die SCHRÖDINGERgleichung für die Bestimmung von ® und E die Form 
H(n,2e)=E#Eb, (121, 4) 


wo H durch den Ausdruck (121, 3) gegeben ist. 

Die Gleichung (121, 4) läßt sich nur durch einen Näherungsansatz lösen. Wir 
wenden hierbei eine Methode an, die zwar hinsichtlich der Genauigkeit nicht die 
beste ist, sich aber dafür durch große Einfachheit und Anschaulichkeit auszeichnet. 
Sie ist mit jener Methode verwandt, die wir bei der im $ 118 behandelten Lösung 
des Problems des Heliumatoms gebrauchten. 

Als Ausgangsnäherung für die Wellenfunktionen werden bei dieser Methode die 
Wellenfunktionen der nicht in Wechselwirkung stehenden Wasserstoffatome ge- 
nommen. Mit anderen Worten, die nullte Näherung ist die Lösung für weit vonein- 
ander entfernte H-Atome (R—> ). Der entsprechende Energiewert des Systems 
ist 2,. Wir können den Abstand R so lange als groß betrachten, als die Änderung 
der Elektronenenergie bei Annäherung der Atome klein bleibt im Vergleich zur 
Differenz zwischen dem niedrigsten Niveau 2Z, und dem nächst höheren &, + £}: 


le(R)|< | (2, — B,)]. (121, 5) 


Die rechte Größe beträgt 10,15 eV. Für solche Abstände kann die Größe e (R) als 
Korrektur zur Energie 2 Z, der nicht in Wechselwirkung stehenden Atome betrachtet 
werden und die Wellenfunktion ® des Elektronensystems als wenig verschieden von 
der Funktion der nicht in Wechselwirkung stehenden Wasserstoffatome. 

Um die Berechnung auf diesem Wege, d.h. ausgehend von weit voneinander ent- 
fernten Wasserstoffatomen, durchführen zu können, müssen wir den HAMILToN- 
operator (121,3) unseres Systems näher untersuchen. Wir bezeichnen mit H,(1) 
den Teil des Hamıtroxoperators H (121, 3), der gleich 


= Ku En 121, 6 
je ge. ü 
H«(l) 7 Ye ( ) 
ist und mit Z, (2) den anderen Teil, gleich 
h2 e2 
H 2 mm m 2 Grm (eu . ‘ 
(2) 7’ v3 ei (121,7) 


Offenbar ist der Hamrtronoperator H, (1) ein Operator, der der Bewegung des 
ersten Elektrons (1) um den Kern (a), und der HAMmILToNoperator H, (2) jener, 
der der Bewegung des zweiten Elektrons um den Kern (b) entspricht. Der ganze 
HAMILToNoperator H kann in folgende Form gefaßt werden: 


H=H,(1)+B, (2) + W(1,2), (121, 3°) 
wo | | 
e? e? e? 
Wi1,2)= —— —— + —., 121, 8 
eh (121, 8) 


Wir betrachten nun den Fall großer Abstände R. Das erste Elektron möge sich 
im Atom (a) [in der Nähe des Kerns (a)], das zweite im Atom (5) [in der Nähe des 
Kerns (5)] befinden. Dann läßt sich die Größe W(1, 2) vernachlässigen, da sie die 
Wechselwirkungsenergie zwischen dem zweiten Elektron und dem Kern (a) plus 


30 [22013] 465 


XXII. MOLEKÜLBILDUNG 


der Wechselwirkungsenergie des ersten Elektrons mit dem Kern (b) und schließlich. 
plus der Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden Elektronen darstellt. Sind 
die Atome weit voneinander entfernt, so sind diese drei Größen sämtlich klein. Wir 
können also in der Gleichung (121, 4) die Größe W (1, 2) in unserer Näherung fort- 
lassen und erhalten die Gleichung: 


(HH, (1) + H,(2)])8 = Ed. (121, 9) 


Die Gleichung beschreibt zwei nicht in Wechselwirkung stehende Wasserstoffatome 

unter der Bedingung, daß das erste Elektron sich im Atom (a), das zweite im Atom 

(b) befindet. Die Lösung dieser Gleichung kann sofort hingeschrieben werden. Sie 

ist nichts weiter als das Produkt der Wellenfunktionen für den Normalzustand des 

Wasserstoffatoms. Ist nämlich ı, (r,ı) die Wellenfunktion des Normalzustands im 

Wasserstoffatom (a) für das erste Elektron und ys (rz2) die Wellenfunktion des Nor- 

"malzustands im Wasserstoffatom (b) für das zweite Elektron, dann ist nach (121, 6) 

und (121,7): 
H, (1) va (raı) = Ey Ya (Faı) > (121, 10) 


H, (2) % (re) = Eu Yo (rR2). (121, 10) 
Als Lösung der Gleichung (121, 9) können wir annehmen: 


Yı(tı> 12) = Yalfaı) Ye (re). (121, 11) 


Der ihr entsprechende Wert der Energie E ist dann 2E,. 

Wäre keine Entartung vorhanden, dann wäre die Lösung (121, 11) auch die nullte 
Näherung. In Wirklichkeit besteht aber bei dem von uns zu untersuchenden Fall 
eine Austauschentartung. Offensichtlich ist außer der Lösung für y, (121, 11) auch 
noch eine solche möglich, wo im ersten Atom (a) sich das zweite Elektron (2) und 
im zweiten Atom (b) das erste Elektron (1) befindet. Um diese Lösung zu berück- 
sichtigen, zerlegen wir den HamILTonoperator (121, 3) in folgende Summanden: 


H=H,2+H,()+W (2,1), (121, 3°) 
wo 
e? 
Ha)=--13--, (121, 6) 
H “h? p2 e? 1 Tr 
ae ( 21,7) 


die HAmILToNoperatoren für die Wasserstoffatome sind, bei denen sich das zweite 
Elektron (2) im Atom (a) und das erste (1) im Atom (b) befindet. Ferner ist 
2 2 2 
W„2l)=-— 4 (121, 8‘) 
Ya Tea Ta 
die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den Elektronen und Kernen, die 
verschiedenen Atomen angehören. Bei hinreichend großem Abstand zwischen den 
Atomen (a) und (b) kann diese Größe vernachlässigt werden, und die Gleichung 
(121, 4) vereinfacht sich zu: 


IH. 2) +, ()]P = EB. (121, 9°) 
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Das ist wiederum, ähnlich (121, 9), die Gleichung für zwei nicht in Wechselwirkung 
stehende Wasserstoffatome. Ihre Lösung ist: 


Yg (X, Ya) = Ya (Ta2) Yo (frı)- (121, 11°) 


Sie unterscheidet sich von (121, 11) durch Vertauschung der Elektronen. Selbst- 
verständlich ist der entsprechende Energiewert E wiederum gleich 2E,. Die Glei- 
‚chung (121, 4) besitzt somit für große R zwei Lösungen (121, 11) und (121, 11’), die 
zur Energie 2 E, gehören. Diese beiden Lösungen werden durch das in Abb. 81 dar- 
gestellte Schema veranschaulicht. Bei Berücksichtigung der Wechselwirkung 
W (1,2) undW (2,1) zwischen den Atomen, wird die Lösung ® natürlich weder mit 
y, noch mit y, zusammenfallen, aber die nullte Näherung von ®, wie immer bei vor- 
handener Entartung, eine Linearkombination aus P und y, sein. Wir können daher 


setzen: 
d= com +09+ Z (121, 12) 


wo c, und c, die zu ermittelnden Koeffizienten und o eine (da die Abstände R nicht 
sehr klein sind) Korrektur zur nullten Näherung ist. 

Betrachten wir p als kleine Störung, so können wir die Produkte W (1,2) o, 
W (2,1)9, eo, vernachlässigen, da W und e selbst als kleine Größen betrachtet 
werden. Setzen wir (121,12)in (121,4) ein und benutzen wir die Bezeichnungen aus 
(121, 12), so erhalten wir: 


Hy +5Hw+Hp= | (121, 13) 
= 2E, Gy ty) team tum) + RE, +89. 


Hier führen wir nach (121, 3°) und (121, 3”) die Zerlegung durch: 


Hd) + +V Ip rt + HH) + WR, HY]p+ 
+.) + 2))P+W(L,2)p9= (121, 14) 
= 25, (a pı op) trEelayı Tray) rt, — EP. 


Benutzen wir den Umstand, daß y, und y, Lösungen der Gleichungen (121, 9) und 
(121, 9°) sind mit £E = 2E,, und vernachlässigen wir die Produkte Wo, ey, dann 
finden wir 


HA) + (219 — 28,9 = (121,15) 
= [fe - W(,2]cyı+le— W (2, 1] yr. 


Das ist eine inhomogene Gleichung zur Ermittlung der Korrekturen für die Wellen- 
funktion & und den Eigenwert e. Wir haben jedoch noch nicht die im rechten Teil 
der Gleichung (121, 15) stehenden Koeffizienten c, und c, bestimmt. 

Zu ihrer Bestimmung bemerken wir, daß wir für den Fall, daß in (121, 15) rechts 
Null stände, wir für @ eine homogene Gleichung hätten, die mit (121, 9) überein- 
stimmt, deren Lösung y, lautet. Nach einem bekannten Satz aus der Theorie der 
Differentialgleichungen besitzt eine inhomogene Gleichung nur dann eine Lösung, 
wenn ihre rechte Seite orthogonal zur Lösung der homogenen Gleichung ist. Mit 
anderen Worten, es muß die Gleichung gelten: 


fte-WwU9lap +le-W@, 1)].%} yıdr,d,=0, (121, 16) 
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wo dr, — da, dy, dz,, dr, = dx, dy, dz,. Das gibt uns die eine Gleichung für die 
beiden Koeffizienten c, und c,. Auch die zweite ist leicht zu bekommen. Dazu stellen 
wir das Glied Ho in (121, 13) in anderer Form dar, und zwar: 


Ho=[H,2)+H, (1) +W 2,19, 


wobei wir wieder Wo als klein in zweiter Ordnung vernachlässigen. Wir erhalten 
an Stelle von (121, 15): 


[H.2) +] P— 28,9 =[e— Wil, 2)]cyı + le W(2,1)]eya. (121, 15)) 


Dielinke Seite, Null gesetzt, stimmt mitder Gleichung (121, 9’) überein, diedie Lösung 
%, besitzt. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung muß wiederum orthogonal 
zur Lösung der homogenen Gleichung für w, sein, das gibt uns die zweite Gleichung: 


fe - WU, 29]ay + le— W(2,1)],9} mdr,d=0. (121,16) 
Für das Folgende führen wir die abgekürzten Bezeichnungen 
K=-/W1,Nyyydydz=- [WR D)wydrdı, (121,17) 


A= | W(l,2) yyı dr, de,= [ W (2,1) yı 92 dr, de, (121, 18) 


ein. Die hier benutzte Gleichheit der Integrale geht daraus hervor, daß W (1, 2) 
—= Pi. W (2,1) und w, = P\, y,, so daß die Integrale sich nur durch die Bezeich- 
nungen der unter dem Integral stehenden Variablen unterscheiden und somit gleich 
sind. Die Funktionen y, und y, sind nicht orthogonal zueinander, wir führen daher 
noch ein drittes Integral ein!): 


= 8? = (yı y, dr, dr,. (121, 19) 
Mit Hilfe dieser Bezeichnungen nehmen (121, 16) und (121, 16’) die Form an: 
(e- KK) +(e$®?—4),=0, (121, 20) 
(eS? — A), +t(e—- K).,=d. (121, 20) 
Daraus finden wir die Gleichung für e: 
(e — K)? — (eS? — A)? =0. (121, 21) 
Diese Gleichung hat zwei Wurzeln: 
K—A | 
1=Ig’ (121, 22) 
K-+A 
er Du 
=] ET (121,22) 


Setzen wir diese Werte (121, 20) ein, so finden wir zwei Systeme von Lösungen für 


61,69. Und zwar für e= g;: 

g=—6 (121, 23) 
und für e= &: 

G=%. (121, 23°) 


t) p, und w, sind orthogonal nur für R =». Für R=0 ist 8 =1. Daher ist die dargelegte 
Theorie keine genaue Störungstheorie, in der stets die Orthogonalität der ursprünglichen, un- 
gestörten Lösungen vorausgesetzt wird. 
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Damit nehmen unsere Lösungen folgende Form an: 


K— 
Ea — 2E, + 1 = 5 3 D, u — Y gez Vs (121, 24) 
(die antisymmetrische Lösung) und 
K+A ; 
B= 25, +: d,=ypı+ % (121, 24’) 


(die symmetrische Lösung). 

Wir wollen jetzt genauer den Wert der erhaltenen Korrekturen zur Energie unter- 
suchen. Dazu schreiben wir den genauen Wert der Integrale (121, 17) und (121, 13) 
auf. Setzen wir W (1,2) aus (121, 8) und y, aus (121, 11) in (121, 17) ein, so be- 
kommen wir!) 

2 2 2 
K -|\ u nn + - | Ya (fa) ob (TB) dr, dT,. 


Ya2 r1 Tıa 


€ 2: 
Da das ei keine Koordinaten des zweiten Elektrons und — keine desersten 


bl | Ya2 
Elektrons enthält, und da infolge der Normierung 
[en)da,-ı [wlaı)dı=|1, 
so können wir, wenn wir mit & (2) = — e uf (rya) die vom Elektron (2) im Atom (b) 
erzeugte mittlere Dichte der elektrischen Ladung und mit & (l) = — ey? (r,ı) die 


vom Elektron (1) im Atom (a) erzeugte mittlere elektrische Ladungsdichte bezeich- 
nen, K neu ausdrücken: 


. S 2 
K -/% (2) dr, er 0a (1)dr, een dr, dr,. (121,25) 
"40 791 ra j 


Das erste Integral ist die mittlere potentielle Energie des Elektrons (2) des Atoms (b) 
im Kernfeld von (a) und das zweite Integral die gleiche Größe für das erste Elektron 
(1) des Atoms (a) im Kernfeld von (b), und das dritte Integral schließlich die mitt- 
lere potentielle Energie der sich in verschiedenen Atomen befindenden Elektronen 
(1) und (2). X ist somit nichts anderes als die mittlere Energie der elektrostatischen 
Wechselwirkung der Atome, ausgenommen die Wechselwirkung der Kerne, die wir 
getrennt berechnen [s. (121, 1)]. 

Das Integral (121,18) stellt die Austauschenergie dar. Setzen wir in (121, 18) den 
Wert W(1,2) und y, und %, ein, so erhalten wir: 


e? e? e? 
de [ | 24 eier 
i2 


Bezeichnen wir die Austauschdichte so, wie wir das bei der Untersuchung des He- 
liumatoms taten, mit 
Oab (l)= —e Ya (raı) Vb (rt1); 


Dad (2) = — EYa(ta2) Ya (Te); 


!) Setzt man W (2,1) aus (121,8) und %, aus (121,11) ein, so kann sich der Leser unmittelbar 
. davon überzeugen, daß die Gleichheit der beiden Integrale in (121,17) zutriftt. 
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dann können wir A folgendermaßen schreiben: 


A=S  Qun (2 )dr, +8 2 li) dt, ee ar ar, (121, 26) 


Das letzte Glied ist die Auklaugchöndigie der Elektronen in genau derselben Form, 
wie wir sie für das Heliumatom erhalten hatten. Der Unterschied besteht darin, daß 
es sich dort um die Vertauschung von Elektronen handelte, deren Zustände sich 
durch die Elektronenenergien unterschieden, während sich hier die Zustände y, und 
y, durch die Lage der Elektronen im Atom (a) oder (5) unterscheiden. Die Ver- 
tauschung der Elektronen erfolgt zwischen den Atomen (a) und (b). 

Die beiden ersten Glieder stellen die Korrekturen zur Austauschenergie dar, die 
durch die Nichtorthogonalität der Wellenfunktionen bedingt sind, nämlich: 


N — [ Ya (Faı) Ya (roı) dr, — (Y (Ta2) Yo (frz) dTz. (121, 19’) 


Bei R—> » überdecken sich die Wellenfunktionen y, und ws infolge der exponen- 
tiellen Abnahme mit wachsendem Abstand von den Kernen (a) und (b) so wenig (%s 
ist in der Nähe des Kerns (a) und win der Nähe des Kerns (5) von Null verschieden), 
daß S sehr klein ist und sich Null nähert. Bei RB = 0 dagegen fallen die Kerne («) 
und (5) zusammen. Dann sind 9, und 5 Wellenfunktionen des gleichen Wasser- 
stoffatoms. Infolge der Normierung von y, und yp ist S bei R = 0 gleich Eins. Dar- 
aus folgt: 

0ssSsl. (121, 27) 


In gleicher Weise ist auch S? (121, 19) in diese Grenzen eingeschlossen. Danach 
stimmen die von uns erhaltenen Formeln (121, 24) und (121, 24’) für die Energie 
zweier Wasserstoffatome in ihrem physikälischen Inhalt mit den Formeln (118, 2T) 
und (118, 22) für die Energie des Heliumatoms überein, da sich hier wie dort die 
Korrekturen aus der Energie K der CouvLomsschen Wechselwirkung und der Aus- 
tauschenergie A zusammensetzen. Ein gewisser Unterschied ist nur durch die Nicht- 
orthogonalität der Wellenfunktionen (die Glieder mit S und 8?) bedingt. Wir kön- 
nen jetzt die Energie U(R) zweier Wasserstoffatome für den antisymmetrischen 
Zustand ®, und den symmetrischen Ö, schreiben: 
Auf Grund von (121, 1), (121, 2) und ve 24), (121, 24’) haben wir: 


K—A 

n=1.45 +75. 

Fr 4 

Diese Formeln lassen sich auch anders schreiben 3 
2 ae 

= 2 ++ R)- 4-87 (121, 28) 
„K + 4 ; 
= 25 + (5 +R)+ AS I (121, 28°) 


2 | 
Die Glieder .- + K stellen die mittlere CouLomBsche Energie zweier im Abstand R 
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"befindlichen Wasserstoffatome dar. A ist die Austauschenergie. Das letzte, 8? pro- 

portionale Glied enthält die Korrekturen für die Nichtorthogonalität der Wellen- 
funktionen, die uns als nullte Näherung dienten. Mit Hilfe der Formeln (121, 25) 
und (121, 26) kann sowohl die CouLoMBsche Energie als auch die Austauschenergie 
berechnet werden. Dazu genügt es, in diese Integrale den Ausdruck der Wellen- 
funktion für den Normalzustand des Wasserstoffs einzusetzen. Diese Funktion ist 
bekannt. Sie ist nichts weiter als die Exponentialfunktion 


2 
r)ı = 
NT Tanzes 


wo r der Abstand des Elektrons vom Kern und a der Halbmesser der ersten BoHR- 
schen Bahn bedeuten. Um die Funktionen %, (ra1), %5 (r51) usw. zu erhalten, muß an 
Stelle von r in diese Formel r,, oder 751 usw. eingesetzt werden, da gerade diese 
Größen die Abstände eines der Elektronen von einem der Kerne darstellen (siehe 
Abb. 81). 

Wir führen hier die Berechnung dieser Integrale nicht durch. Wir bemerken nur, 
daß jede dieser Funktionen exponentiell mit steigendem r,ı und rzı abnimmt, da 
sowohl Integral K als auch A auf verschiedene 
Atome bezogene Wellenfunktionen enthalten 
[z. B. ya (ra1) und %% (rz1)]. Daher sind die beiden 
Integrale K und A nur so weit von Null ver- 
schieden, als die Wellenfunktionen und folglich 
auch die Elektronenhüllen der Atome sich 
gegenseitig überdecken. 

Das Ergebnis ist, daß beide Integrale mit 


steigendem Atomabstand.R wie e—- = abnehmen. 
Abb. 82 stellt die Wechselwirkungsenergie U,(R) 
und U,(R) als Funktion des Atomabstands R 
dar, die man durch Berechnung der COULOMB- 
energie X und Austauschenergie A erhält!). Die 
Größe 2, ist als Energienullpunkt gewählt. 
Der Abstand R ist in Einheiten des BoHrschen 
Radius gemessen, so daß auf der Abszissenachse 


Tr 


e a, (121, 29) 


nicht R, sondern — aufgetragen ist. Wie aus I 


der Abbildung ersichtlich ist, entspricht Un (R) ee u den 
der Energie für die Abstoßung der beiden Triplettzustand °8 und Singulett- 
Wasserstoffatome für den antisymmetrischen zustand !Y. Im letzteren Zustand 
Zustand, so daß sich kein H,-Molekül bilden bildet sich ein H,-Molekül. 
kann. Beim symmetrischen Zustand d, dagegen 
besitzt die Energie U,(R) ein Minimum bei R,=1,4.a = 0,74.10-®cm, so daß die 
Wasserstoffatome in diesem Fall das Bestreben haben werden, sich im Abstand R, 
voneinander zu befinden. Im symmetrischen Zustand bildet sich folglich ein sta- 
biles Wasserstoffmolekül H,. _ 

Wir werden nun diese beiden Zustandsarten mit den Spinrichtungen der Elek- 
tronen verknüpfen. Das ist nicht schwierig, wenn wir uns der Resultate erinnern, 


1) Bezüglich der Berechnung der Integrale K und A siehe: [4]. 
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die wir im $ 117 für das Heliumatom erhielten. Die von uns für das H, erhaltenen 
Wellenfunktionen hängen nur von den Koordinaten r, und r, der Elektronenschwer- 
punkte ab. Die vollständige Wellenfunktion Y muß außerdem noch von den Elek- 
tronenspins s,, und sg abhängen. Da wir dieWechselwirkung der Spins mit der 
Bahnenbewegung und untereinander vernachlässigten, stellt die Wellenfunktion 7 
das Produkt der Funktion ® der Koordinaten der Elektronschwerpunkte und der 
Funktion Sder Spins s,ı und s,. dar. Die Elektronen folgen dem PAvLiprinzip, daher 
muß die Wellenfunktion Y antisymmetrisch bezüglich Vertauschung der Elektronen 
sein. Ebenso, wie im Fall des Heliümatoms, haben wir zwei Koordinatenfunk- 
tionen ®: die symmetrische ®, und die antisymmetrische d,. 

Damit in beiden Fällen die Gesamtfunktion Y antisymmetrisch ist, muß bei 
® —= D,die Spinfunktion $ (s,ı, 52)im Spin antisymmetrisch sein (8 = $,). Dagegen 
muß für die antisymmetrische Funktion ® = d, die Spinfunktion symmetrisch sein 
(S = 8,). Offenbar erhalten wir die gleichen Spinfunktionen wie im $ 117. Und zwar 
beschreibt 8, den Zustand mit antiparallelen Spins (s. $ 117). Der Zustand ®, mit 
der Energie U, (R) ist folglich ein Singulettzustand (entgegengesetzt gerichtete 
Spins). Ein solcher Zustand der Moleküle wird gewöhnlich mit 12’ bezeichnet. Der 
Zustand ©, mit der Energie U, (R) ist dagegen ein Triplettzustand (parallele Spins). 
Dieser Zustand wird mit 3% bezeichnet. 

Wenden wir uns den Kurven für U, und U, in Abb. 82 zu, so können wir das dort 
angeführte Ergebnis wie folgt ausdrücken: Zwei Wasserstoffatome, die Elektronen 
mit entgegengesetzt gerichteten Spins besitzen (13-Zustand) ziehen einander an und 
bilden ein Molekül. Zwei Wasserstoffatome, die Elektronen mit parallelen Spins be- 
sitzen (?2-Zustand), stoßen einander ab. 

Die Anziehung oder Abstoßung der Wasserstoffatome hängt vom Vorzeichen der 
Austauschenergie A ab (da die Energien U, und U, sich nur im’ Vorzeichen von A 
unterscheiden). Die Bildung des homöopolaren H,-Moleküls ist also durch die Aus- 
tauschkräfte bedingt. Dadurch erklärt es sich, daß es weder mit den klassischen 
Theorien noch mit der primitiven Quantentheorie BoHrs gelang, eine Theorie der 
homöopolaren Bindung aufzustellen. 

Wir wenden uns nun einigen Einzelheiten zu, die die potentielle Energie U, (R) 
des Wasserstoffmoleküls H, betreffen. In Abb. 82 ist die Kurve U, (R) getrennt von 
der Kurve U,(R) des Triplettzustands dargestellt. Kennen wir den analytischen 
Ausdruck für U, (R), so können wir aus der Gleichung 


dU,(R) 
dR 
den Gleichgewichtszustand (den Punkt R= R,) finden. 


Entwickeln wir ferner U, (R) nach Potenzen der Abweichung von der Gleich- 
gewichtslage (R = R,), so erhalten wir: 
d2U, Ä 
0 U + (Gr), (R- Rot + 


a U, “ ..0 
tar), Bott 


Diese Entwicklung ist für kleine Abweichungen (R — R,) gültig. Genügt es bezüg- 
lich der Genauigkeit, sich nur auf das erste Glied mit (R — R,)? zu beschränken, 
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dann haben wir es mit einem harmonischen ÖOszillator zu tun. Die Frequenz dieses 
Oszillators erhalten wir, wenn wir berücksichtigen, daß die potentielle Energie eines 
Oszillators mit der Masse u und der Frequenz w,, der Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage R, vollführt, gleich 


2 
U(R) = const 4 = (R— R,)°? 
ist. Vergleichen wir das mit der vorangehenden Formel für U, (R), so finden wir: 


d?U 
ua = Fe), (121, 32) 


1/dU,\ 
o=l-—-|I-—) - 
x kt dR? Ro 
Da es sich um die relative Bewegung der Kerne handelt, müssen wir unter u die 
reduzierte Masse der beiden Wasserstoffatome verstehen. Wenn wir mit my die 
Masse des Wasserstoffatoms bezeichnen, gilt: 
1 2 


a, (121, 33) 
U My 


4 


Daraus folgt: 


Mit Hilfe der Formel (121,32) können wir die Frequenz w, der Molekularschwin- 


2 
gungen längs der Krümmung . EL der Potentialkurve U, (R) im Gleichgewichts- 


punkt R, finden. Das dritte Glied in (121,31) gibt die Korrektur für die Abweichung 
von der Harmonizität. 

Bei großen Schwingungsenergien wird diese Korrektur immer wesentlicher. 
Ist die Schwingungsenergie E größer als der Wert der potentiellen Energie U, (R) 
im Unendlichen (in Abb. 82 ist U, (R) gleich Null gesetzt, so daß es sich um Z >0 
handelt), so wird das Molekül überhaupt nicht schwingen, sondern dissoziieren. Die 
Zur ee erforderliche Energie D wäre nach der klassischen Mechanik 
gleich — U, (R,). 

Um die richtige Lösung für die Dissoziationsenergie des Moleküls zu bekommen, 
müssen wir außerdem noch berücksichtigen, daß das Molekül im niedrigsten Zu- 


‚stand eine positive Nollpunktsenergie- 0 der Schwingungen besitzt (s. Abb. 82). 


Diese Energie muß berechnet werden. 
Danach ist D gleich: 
ho 


Auf dem gleichen Wege können wir auch die Dissoziationsenergie finden. 


Theoretischer Wert | Experimenteller Wert 


0,735 - 10”® cm 
4280 cm”! 
4,37 eV 


0,753 - 10°® cm 
4390 cm”! 
4,38 eV 
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Mit Hilfe der angeführten Berechnung linden wir 1. die Gleichgewichtslage R, 
2. die Frequenz w, der Molekülschwingungen und 3. die Dissoziationsenergie D des 
H,-Moleküls. Alle diese Größen sind aus Experimenten bekannt. Die Größe R, ist 
im Trägheitsmoment /= uR2 des Moleküls enthalten. / kann auf Grund von 
Spektraldaten aus der DESLAnDREschen Formel gefunden werden[s. (53,20)]. Ebenso 
ergibt sich auch die Schwingungsfrequenz w, aus den Spektraldaten. Die Größe der. 
Dissoziationsarbeit kann sowohl optisch wie chemisch bestimmt werden. Wir brin- 
gen hier eine Tabelle, die die Berechnungsergebnisse von HYLLERAASs!) für H, und 
die experimentellen Daten anführt. Diese Daten stimmen hervorragend miteinander 
überein, besonders wenn man berücksichtigt, daß die beiden ersten Größen (.R, und 
@,) erheblich vonder Form der Kurve U,(R) abhängen. Außerdem bemerken wir, daß 
die von HYLLERAAS erzielte Genauigkeit noch keine Grenze darstellt und weiter 
gesteigert werden kann. Der von der Quantenmechanik in der Berechnung des H,- 
Moleküls erzielte Erfolg, der nur darauf beruht, daß dieses Molekül aus zwei Pro- 
tonen und zwei Elektronen besteht (ohne irgendwelche willkürliche Konstanten 
heranzuziehen), ist einer der größten Erfolge der modernen Quantentheorie. 


$ 122. Die Natur der chemischen Kräfte 


In der Chemie unterscheidet man zwei Arten von Bindungen, die zur Molekül- 
bildung führen: Ionenbindungen (heteropolare Bindungen) und homöopolare 
Bindungen. Die Ionenbindung trittin den Fällen ein, in denen man sich das Molekül 
als ein Gebilde aus positiven und negativen Ionen vorstellen kann (z. B. NaCl). Die 
homöopolare Bindung dagegen kommt da zustande, wo eine Teilung in Ionen nicht 
möglich ist. Der typische Fall einer homöopolaren Bindung sind die Moleküle aus 
gleichen Atomen (z.B. H,). 

Die Theorie der Tonenbindungen wurde bereits vor der Quantenmechanik mit Er- 
folg bearbeitet. Die einfachste Lösung für die Natur der Ionenbindung (der Valenz) 
ist folgende: die heteropolare Valenz eines Elements wird durch die Zahl der Elek- 
tronen bestimmt, die (dem elektropositiven Element) wegzunehmen oder (dem 
elektronegativen Element) hinzuzufügen ist, um ein Ion zu erhalten, das die Elek- 
tronenschale des nächstgelegenen Edelgases besitzt. So muß Na ein Elektron weg- 
genommen werden, um die Ne-Schale zu erhalten. CI muß ein Elektron hinzugefügt 
werden, um die Ar-Schale zu bekommen. Na* und Cl- stellen sich somit gewisser- 
maßen als geladene Atome der Edelgase dar. 

Unter diesen Bedingungen muß in der Ionenbindung die CovLoMBsche Anziehung 
entgegengesetzt geladener Ionen besonders wichtig werden, da die Elektronen- 
schalen der Edelgase chemisch inaktiv sind. Es ist aber bekannt, daß elektrosta- 
tische Kräfte allein kein stabiles Gleichgewicht sichern können. Daher muß neben 


2 


der CovLomschen Anziehung der Ionenladungen -— noch eine gewisse Ab- 


stoßungin kleinen Entfernungen eingeführt werden. Diese Abstoßungskräftekonnten 
nach der klassischen Mechanik nicht berechnet werden. Aber ihre Einführung er- 
schien empirisch begründet, da sich die Atome der Edelgase in kleinen Abständen 
voneinander abstoßen. Die Abstoßungskräfte wurden proportional zu 
& 
ym+1 


!) Zusammengestellte Angaben über das H,-Molekül siehe: [4]. 
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angenommen, wo « und m empirisch ermittelte Konstanten sind. Die gesamte po- 
tentielle Energie zweier Ionen hatte daher die Form?): 


U(r, = - + = 

Gelang es auf dem angedeuteten Wege, an das Problem der heteropolaren Bindung 
heranzukommen, so konnte das Problem der homöopolaren Bindung nicht mit 
diesen Mitteln gelöst werden. Versuche, das H,-Molekül zu berechnen, führten nie 
zu befriedigenden Ergebnissen. Aus der oben entwickelten Quantentheorie des H,- 
Moleküls wird auch die Ursache dieser Mißerfolge klar. Die Hauptrolle spielen bei 
der Bildung des H,-Moleküls die Austauschkräfte, deren Existenz erst mit Hilfe der 
Quantenmechanik erfaßt werden konnte. Diese Austauschkräfte entstehen aus der 
CovLomBschen Wechselwirkung der Elektronen im H,-Molekül. Außerdem muß 
beim Aufbau des H,-Moleküls das PAuLiprinzip, d.h. das Prinzip der Nichtunter- 
scheidbarkeit der Teilchen berücksichtigt werden. Aus Unkenntnis dieser Tatsachen 
konnte das Problem, das sich mit dem Aufbau des einfachsten Moleküls ergibt, vor 
der Entdeckung der Quantenmechanik nicht geklärt werden. 


Abb. 83. a Die Verteilung der Ladungsdichten in zwei sich abstoßenden Atomen # (?F), b die Ver- 
teilung der Ladungsdichten im H,-Molekül (18). 


Die erfolgreiche Lösung des Problems für das H,-Molekül mit den Mitteln der 
Quantenmechanik war der Ausgangspunkt für die Quantentheorie der homöopo- 
laren Valenz. Wir beschränken uns hier lediglich auf wenige Bemerkungen?). Wir 
erhielten für das H,-Molekül zwei Zustände, einen mit parallelen und einen mit 
antiparallelen Spins. In Abb. 83 ist die Dichteverteilung der Elektronenladung für 
diese beiden Zustände dargestellt. Die Dichte der elektrischen Ladung im Punkt r 
errechnet sich aus der Wellenfunktion ® (rt, ,t,) nach der Formel 


e(r)= —2e[l® (vr, v')|? dr”. (122, 2) 


!) Wir bemerken, daß die Quantenmechanik dem abstoßenden Glied eine andere, besser mit 
der Versuchserfahrung übereinstimmende Form gibt. 

2) Eingehende Darlegung dieser Frage findet der Leser in: [54]. Die chemische Bindung und der 
Aufbau der Moleküle, und [9]. 
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Sind die Spins der Elektronen parallel, dann ist ®= ©,. Im Punkt r = r’ wird die 
Funktion d, = 0 (Knotenfläche). Demzufolge weist die Dichte oim Raum zwischen 
den beiden Atomen ein Minimum auf (Abb, 83a). Im Zustand mit antiparallelen 
Spins dagegen, ® = ®,, ist keine Knotenfläche vorhanden. Die Ladungsdichten der 
beiden Atome fließen gewissermaßen ineinander (Abb. 83b). Das Zusammenfließen 
der Dichten (die Bildung einer homöopolaren Bindung) entspricht dem Valenz- 
strich H — H. Wenn ein Minimum der Dichte vorhanden ist, so fehlt eine solche 
Bindung. 

Man kann zeigen, daß die Kräfte der homöopolaren Bindung Sättigungseigen- 
schaften besitzen, ein Merkmal, das für Valenzkräfte charakteristisch ist. Fügen 
wir ein drittes H-Atom zum H,-Molekül hinzu, so führt dieser Vorgang nicht zur 
Bildung von Austauschkräften zwischen den Elektronen des Moleküls und dem 
dritten Atom. Wir bezeichnen die Wellenfunktionen der Molekülelektronen [Elek- 
tronen der Atome (a) und (5)] mit ®, (r,, t,) Sa (s}, s,) und die Wellenfunktion des 
dritten Atoms (c) mit %. (tz) S1 (s3). Der Spin des dritten Elektrons möge längs der 


z-Achse gerichtet sein. Man könnte ebenso die entgegengesetzte Richtung wählen. 
Wichtig ist nur, daß der Spin des dritten Elektrons dem Spin eines der Molekül- 
elektronen entgegengerichtet ist. Um die Funktion des ganzen Systems zu erhalten, 
muß aus ©, 8, und %. S eine hinsichtlich der Teilchen antisymmetrische Funktion 
gebildet werden (unter Berücksichtigung des PAvLiprinzips). Die einzige antisym- 
metrische Funktion, die sich aus ®, $, und y.S bilden läßt, ist: 

ist te) > mn [Ds (1, 12) Waltz) Sa (51, 82) 8] (8) # 


+ BD, (11, 13) Ye (tz) Sa (85; 81) S1 (8) + 
+ PD, (ta, 13) Ye (ti) Sa (82, 85) 51 (51) . 


(122, 3) 


Die Funktionen 8, ($,, 5) haben nach (117,13) die Form: 


75 [81 (0) 8_y (0) — 51) 8_y()}- 


Gehen wir von den Eigenschaften der Orthogonalität aus und normieren die 
Spinfunktionen $, (s) |x = 43 [s. (59,7)], so erkennen wir, daß alle drei in der 
Überlagerung (122,3) vorkommenden Spinfunktionen untereinander orthogonal 
sind. Nehmen wir daher |®|? und summieren wir über die Werte (+3) aller drei 


Spins, um die Wahrscheinlichkeit w (r,, t,, r,) für die Lage der Elektronen in der 
Umgebung der Punkte t,, t,, t, zu erhalten, dann bekommen wir: 


1 
w (t; t,, 85) > 9? = 3 {Ds (£1, 22) 1? pe (es) + (122, 4) 


m | D, (tr, 13) 5 |Ye (t,) |? Ar |d. (tg, 13) |? |Ye (t,) |*} . 
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Bezeichnen wir, wie im vorigen Paragraphen, die Ladungsdichte des im Atom (e) 
befindlichen Elektrons mit 0, , dieim Atom (5) mit o und schließlich dieim Atom(c) 
mit g., sowie die Austauschdichte mit 9,5, so könnten wir unter Verwendung des 
Wertes von d, (121, 24’), (121,11), (121, 11’) die erhaltene Wahrscheinlichkeit für die 
Konfiguration der Elektronen folgendermaßen schreiben: 


1 : : 
w(t, tg, 1) = Ey (lea (r1) 08 (rg) -H 2 ad (Fr) Qab (#3)] @e (r3) + 


au [0a (r,) 0b (r3) +2 Cab (?,) Oab (r5)] De (rg) + 
+ [0a (73) @&(r3) + 2 0a5 (r3) Qav (rs)| @e (r,)} > 


(122, 5) 


wo 
: Gl) = ei lna, Bl) = —ew (ro), Er) =—ey (re) (122, 6) 

un 
Oad (r) = — € Ya (fa) Yo (rıD). (122, 6°) 


Wir sehen an diesem Ausdruck, daß für das dritte Atom (c) keine Austauschdichte 
(der Form @ac, @.) und folglich auch keine Austauschkräfte mit den das Molekül 
bildenden Atomen (a) und (5) entstehen. Das dritte Atom wird daher abgestoßen 
werden. Damit wird die Fähigkeit der Austauschkräfte zur Sättigung und die Gül- 
tigkeit der Gleichsetzung des Valenzstrichs mit dem Zusammenfluß der elektrischen 
Ladungsdichte der beiden Atome bewiesen. 

Wir bemerken, daß eine strenge Grenze zwischen der homöopolaren und Ionen- 
bindung nicht gezogen werden kann. Das sind nur zwei Grenzfälle. Im typischen 
Fall der homöopolaren Bindung ist die Ladung symmetrisch zwischen den beiden 
Atomen verteilt. Sind die Atome verschieden, so wird diese Symmetrie gestört. 
Wird die Symmetrie endlich so stark gestört, daß sich die Elektronenladung VOr- 
wiegend um eines der Atome konzentriert, ‚dann erhalten wir den Fall der Ionen- 
bindung. 


$ 123. Die intramolekularen Dispersionskräfte 


Wir haben oben die Valenzkräfte untersucht. Diese besitzen Sättigungseigen- 
schaft, da sie mit der Spinrichtung der Elektronen verbunden sind. Außerdem wir- 
ken diese Kräfte auf kurze Abstände. Sie sind durch den Grad der Überlappung 
der Elektronendichten bestimmt, die zu den beiden aufeinander einwirkenden 
Atomen gehören. Da die elektrische Dichte mit wachsendem Abstand vom Atom- 
mittelpunkt exponentiell abnimmt, nehmen auch die Valenzkräfte mit wachsendem 
Abstand zwischen den Atomen exponentiell ab, 

Außer diesen Valenzkräften wirken zwischen den Atomen und Molekülen noch 
besondere Kräfte, die stets den Charakter von Anziehungskräften besitzen. Das 
sind die intramolekularen Dispersionskräfte oder van DER Waausschen Kräfte. Die 
bemerkenswerte Eigenschaft dieser Kräfte besteht darin, daß sie zwischen elektrisch 
neutralen Systemen und Systemen, die kein elektrisches Moment aufweisen, wirk- 
sam sind.So wirken sie z.B. zwischen Heliumatomen ‚ indenendie Ladungsverteilung 
Kugelsymmetrie aufweist, sodaß diese Atome weder ein Dipolmoment, noch ein 
Quadrupolmoment noch irgendein höheres elektrisches Moment besitzen. Die 
zweite wichtige Eigenschaft dieser Kräfte besteht darin, daß sie nicht von der Tem- 
peratur abhängen. Auch die Natur dieser Kräfte stellt sich als quantenhaft heraus. 
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Die vAN DER WAaLusschen Kräfte lassen sich berechnen, wenn man die Wechsel- 
wirkung hinreichend voneinander entfernter Atome untersucht. Bei großen Ab- 
ständen zwischen den Atomen sind die aus der ersten Näherung der Störungstheorie 
berechneten Valenzkräfte sehr klein. Dagegen läßt sich bei diesen Abständen nicht 
mehr die zweite Näherung vernachlässigen, in der die Deformation der Elektronen- 
hüllen der Atome berücksichtigt wird. Das erklärt sich dadurch, daß die Korrek- 
turen zur Wechselwirkungsenergie der Atome in zweiter Näherung mit steigendem 


Rs 
der Valenzbindungen proportional e * abnimmt. Bei großen R erweist sich die 
zweite Näherung größer als die erste. 

Führt man für große Abstände die Berechnung der Energie in zweiter Näherung 
durch, so kann man die VAN DER WaAaLusschen Kräfte berechnen. Wir wollen, ohne 
auf diese Berechnungen einzugehen, die Grundgedanken der Quantentheorie von 
den VAN DER WaAaLsschen Kräften an einem einfachen Beispiel erläutern, das eine 
genaue Lösung der Aufgabe zuläßt. An Stelle wirklicher Atome untersuchen wir 
zwei eindimensionale Oszillatoren mit der Eigenfrequenz w, (ein solches Atom- 
modell findet in der klassischen Dispersionstheorie Anwendung). Wir bezeichnen die 
Koordinate des Elektrons im ersten Atom mit x, und seinen Impuls mit 7,, die 
Koordinate des Elektrons im zweiten Atom mit x, und den Impuls mit p,. Der Ab- 
stand zwischen den ‚Atomen‘ sei gleich R. Das elektrische Moment des ersten 
Atoms ist gleich ex, , das des zweiten gleich ex,. Ist der Abstand R zwischen diesen 
Atomen hinreichend groß, dann kann die Wechselwirkungsenergie dieser Atome als 
potentielle Energie der Wechselwirkung zweier Dipole mit den Momenten ex, und 
ex, dargestellt werden. Diese Energie ist gleich 


Abstand R zwischen den Atomen proportional > abnehmen, während die Energie 
OR 


W=- Ey. (123, 1) 


Sind die Oszillatoren in Ruhe, so ist &, = x, = 0, und ihre Dipolmomente sind eben- 
falls gleich Null. Da außerdem beide ‚Atome‘ elektrisch neutral sind, so findet zwi- 
schen ihnen überhaupt keine Wechselwirkung statt. | 

Nach der klassischen Theorie tritt eine Wechselwirkung nur zwischen schwingen- 
den Oszillatoren auf. Ohne auf die Berechnung einzugehen, können wir sagen, daß 
ihre Größe von der Temperatur 7’ abhängen wird. Das geht bereits daraus klar her- 
vor, daß bei 7’ = 0° abs. keine Schwingungen vorhanden sind und x, = x, = O0 ist. 
Ein anderes Ergebnis bringt die Quantenmechanik. Selbst beim absoluten Null- 
punkt sind Nullpunktsschwingungen vorhanden, die dazu führen, daß die mittlere 
Wechselwirkungsenergie der von uns untersuchten Oszillatoren nicht gleich Null 
wird. 

Um diese Energie zu berechnen, greifen wir aufdie Berechnungendes $105 zurück, 
wo der unsinteressierende Fallder Wechselwirkung zweier eindimensionaler Oszilla- 
toren mit der Frequenz w, und der Masse u behandelt wurde. Die Wechselwirkungs- 
energie der Oszillatoren wurde als Ax, x, angenommen [s. (105, 1)]. In unserem Fall 
wird die Wechselwirkungsenergie der Oszillatoren durch die Formel (123,1) aus- 
gedrückt. Setzen wir also in den Formeln des $ 105 

2 
= en (123, 2) 
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so können wir alle Ergebnisse dieses Paragraphen verwerten. Uns interessiert 
hier die kleinste Energie, die Nullpunktenergie der Oszillatoren. Sie ist: 


h 
E=-—— + = 5 (w, + @,), (123, 3) 
wo @, und w, aus der Formel (105, 5) bestimmt werden: 


A 
ne e—=W—-. 


r « ° A 
Daraus finden wir, wenn wir > — annehmen: 
u 


und folglich 
(123, 4) 


Berücksichtigen wir den Wert von A in unserem Fall (123, 2), so finden wir aus 
(123, 3) und (123, 4) die Nullpunktsenergie zweier in Wechselwirkung stehender 
Öszillatoren als 


BD-han— gt. (123, 5) 
3°7 


Wir sehen, daß die Nullpunktsenergie eine Funktion des Abstands R zwischen den 
Öszillatoren — den ‚Atomen‘ — ist, und somit die Rolle der potentiellen Wechsel- 
wirkungsenergie dieser beiden ‚Atome‘ spielt. 
Lassen wir die unwesentliche additive Konstante kw, fort, so erhalten wir für 
diese Energie den Ausdruck: 
h e: 1 | 
U(R) = ai (126, 6) 


Wir sehen, daß diese Energie durch Anziehungskräfte (Minuszeichen!) bedingt ist. 
Diese Kräfte können als die VAN DER WAALsschen Kräfte für unsere idealisierten 
Atome betrachtet werden. Ihre Quantennatur geht schon daraus hervor, daß bei 
k=0 auch U = O wird, so daßim Grenzfall der klassischen Mechanik diese Kräfte 
gleich Null sind. 

Somit ist die VAN DER Waarssche Anziehung die Folge der Verringerung der Null- 
punktsenergie bei der Annäherung der Oszillatoren. Wir können die Formel (123, 6) 
umformen, indem wir den Koeffizienten ß der atomaren Polarisierbarkeit im kon- 
stanten Feld einführen. Wir wissen aus der Dispersionstheorie, daß der Koeffizient 
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der atomaren Polarisierbarkeit für einen Oszillator mit der Masse u und Frequenz @, 
gleich ($ 92)1) 


ist. 
Setzen wir hier & = 0, so erhalten wir den Koeffizienten der Polarisierbarkeit im 
konstanten Feld: 


= —, (123, 7) 


Setzen wir ihn in die Formel für die potentielle Energie der van DER WAaALsschen 
Kräfte (123, 6) ein, dann bekommen wir: 


U(R= 2, (123, 8) 


wo 
e=hw,; (123, 9) 


d.h. die Differenzen zwischen den Energieniveaus des Oszillators bedeutet. Da die 
Formel der van DER WaAaArsschen Kräfte den sich aus der Dispersionstheorie er- 
gebenden Polarisierbarkeitskoeffizienten enthält, werden diese Kräfte in letzter Zeit 
als Dispersionskräfte bezeichnet. 

Die in zweiter Näherung für wirkliche Atome durchgeführte Berechnung gelangt 
im wesentlichen zum gleichen Ergebnis, das wir nach (123,8) für das Atommodell 
in Gestalt eines linearen Oszillators erhielten. Die quantentheoretische Formel für 
die potentielle Energieder van DER WAarsschen Kräfte lautet für wirkliche Atome: 


2 
U(R=— ee, (123, 10) 


wo ß die atomare Polarisierbarkeit im konstanten Feld, / das Ionisationspotential 
des Atoms und % einen gewissen Zahlenkoeffizienten bedeutet, der der Größen- 
ordnung nach gleich Eins ist. Dieser Ausdruck für die VAN DER Waarssche Wech- 


selwirkung stimmt gut mit den Versuchsergebnissen überein, die wir erhalten, wenn 
wir die Abweichung der Gase vom CLAPEYRON schen Gesetz untersuchen?). 


8 124. Die Rolle des Kernspins in zweiatomigen Molekülen 


Die Atomkerne besitzen einen Spin und ein magnetisches Moment?). Die Wellen- 
funktion der Kerne hängt nicht nur von den Koordinaten der Kerne, sondern 
auch von ihren Spins s,, , s;, ab. Wählen wir als Koordinaten die Relativkoordina- 
ten r,, der Kerne (im Polarkoordinatensystem r,®, 9) und vernachlässigen wir die 


!) Das ist die klassische Formel. Die quantenmechanische Formel (90, 5’) führt zum gleichen 
Ergebnis. Wir erhalten dieses Ergebnis, wenn wir die Matrix xx für die Koordinate des Oszilla- 
tors und die Formel (90, 25) anwenden. 

®) Siehe: [4]. $ 65. Dort ist auch eine Literaturübersicht angeführt. 

3) Das magnetische Moment der Kerne wird in Einheiten des Boußschen Kernmagnetons ge- 
messen (vgl. 862). Ein Bonksches Kernmagneton beträgt den 1842ten Teil des Bourschen 


Magnetons. 
480 


$ 124. DIE ROLLE DES KERNSPINS IN ZWEIATOMIGEN MOLEKÜLEN 


Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment der Kerne und ihrer Bewe- 
gung, so können wir die Wellenfunktion der Kerne folgendermaßen schreiben: 


Y (rt, 8 92) = Ruı (r) Pı (cos) $ (8, , 8..). (124, 1) 


Die Funktion R„ı(r) beschreibt die Schwingung der Kerne, die Funktion P, die 
Rotation (wir setzen die Zahl m = 0, da uns jetzt die Raumorientierung der Mole- 
küle nicht interessiert) und die Funktion 8 schließlich den Zustand der Kernspins. 
Nach dem Identitätsprinzip muß die Funktion im Fall gleicher Kerne (gleicher Iso- 
topen) symmetrisch oder antisymmetrisch sein, je nach dem, ob die Kerne einen 
ganz- oder halbzahligen Spin haben. 

Wir untersuchen den letzteren Fall, der im H,-Molekül vorliegt, dessen beide 
Kerne Protonen sind. Dann muß die Funktion Y antisymmetrisch in bezug auf die 
Vertauschung der Protonen sein. Bei der Vertauschung der Protonen geht r,, in 
—t7, über (da 11 =r, —t,). Behält die Wellenfunktion beim Ersatz der Teilchen- 
koordinaten durch die mit entgegengesetztem Vorzeichen (der Ersatz von x; durch 
— 2; wird ‚„Inversion‘ genannt) ihr Vorzeichen bei, so heißt der Term gerade, im 
anderen Fall ungerade. 

In unserem Fall bleibt bei der Inversion der Protonenkoordinaten r = |r,,| un- 
verändert und der Winkel 9 geht in a» — 9 über. Aus cos $ wird somit — cos®. Da 
das Polynom P; (cos®) ein gerades Polynom bei geradem ! und ein ungerades bei 
"ungeradem ? ist, so ist P} (— c0os®) = (— 1)! Pı (cos ®). Daher fällt für zwei Teil- 
chen die Geradheit des Terms mit der Geradheit der Bahnzahl ! zusammen. In Ab- 
hängigkeit von der Spinrichtung haben wir zwei Möglichkeiten zu unterscheiden: 

1. Die Kernspins sind parallel. Dann ist $= $, eine symmetrische Funktion, und 
folglich muß die Funktion P; ungerade sein. Daher kann das H,-Molekül, das par- 
allele Kernspins besitzt (,‚Örthowasserstoff‘‘), nur eine ungerade Bahnzahl ! haben. 
Sein niedrigster Zustand entspricht übrigens dem mit !=1. 

2. Die Kernspins sind antiparallel. Dann ist $ = $, eine antisymmetrische Spin- 
funktion, und P, muß demzufolge gerade sein. Das H,-Molekül mit antiparallelen 
Kernspins (,‚,Parawasserstoff‘‘) kann daher nur eine gerade Bahnzahl I besitzen. 
Sein niedrigster Zustand ist = 0. 

Der Kernspin hat somit infolge des PAuLIprinzips eine bedeutende indirekte Wir- 
kung auf die Bahnbewegüng der Kerne im Molekül. Dieser Einfluß tritt in der Auf- 
einanderfolge der Intensitäten in den Rotationsspektren der Moleküle und in ihrer 
Wärmekapazität auf!). 

Mit der letztgenannten Erscheinung wollen wir uns im folgenden befassen. Wir 
nehmen an, es hätte sich ein Wärmegleichgewicht bei so niedriger Temperatur ein- 
gestellt, daß die Rotation eingefroren ist (vgl. $ 53). Dann wird sich der Wasserstoff 
im Zustand des Parawasserstoffs befinden (2 = 0). Wird jetzt dieser Wasserstoff er- 
wärmt, so ist die Wahrscheinlichkeit einer Richtungsänderung der Kernspins bei 
Molekularzusammenstößen sehr gering (infolge der geringen Wechselwirkung mit 
dem kleinen magnetischen Moment der Kerne). Daher wird der Wasserstoff trotz 
der Zusammenstöße im Parazustand bleiben, und die Wärmekapazität hinsichtlich 
der Rotation durch die Übergänge =0— 1=2—>1=4,... bestimmt sein. 

“ Läßt man jedoch den Wasserstoff bei dieser erhöhten Temperatur stehen (dazu 
sind viele Tage erforderlich), dann haben die Kernspins Zeit, sich umzustellen. 


1) Die Intensitäten in Molekularspektren siehe: [42, 33, 32]. 
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Neben dem Parawasserstoff wird auch Orthowasserstoff entstehen. Dann werden 
auch Übergänge der At =1— I!=3— 1=5,... möglich sein. Da die 
Änderung der Rotationsenergie 


* h? 1 2 : 1 2 


/ 


für gerade und ungerade / verschieden sind, so sind die Wärmekapazitäten des Para- 
und des Orthowasserstoffs verschieden. Demzufolge wird der langsame Prozeß der 
Herstellung eines Gleichgewichts zwischen Para- und Orthowasserstoff von einer 
Änderung der Wärmekapazität des Wasserstoffs begleitet sein. 

Beim Gleichgewicht ist die Zahl der Orthowasserstoffimoleküle dreimal so groß 
wie die Zahl der Parawasserstoffmoleküle (da für parallele Spins drei symmetrische 
Funktionen S,, für antiparallele nur eine antisymmetrische 8, zur Verfügung 
stehen, vgl. $ 121). Daher stellt der Wasserstoff normal ein Gemisch von Ortho- und 
Parawasserstoff im Verhältnis 3: 1 dar. 

Diese überraschende Erscheinung von der Änderung der Wärmekapazität des 
Wasserstoffs kann durch die Quantenmechanik nicht nur qualitativ erklärt, sondern 
auch quantitativ in voller Übereinstimmung mit der Erfahrung berechnet werden!). 


t) Siehe: [33, 20]. 
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8 125. Paramagnetismus und Diamagnetismus der Atome 


Die wichtigste Aufgabe der Atommechanik auf dem Gebiet der magnetischen Er- 
scheinungen ist die Berechnung der magnetischen Momente für die Atome, die sich 
in einem äußeren magnetischen Feld befinden. Wir haben bereits in elementarer 
Weise das magnetische Moment der Bahnströme im Atom berechnet ($ 52). Wir 
wenden uns jetzt den allgemeinen Methoden zu. 

Allgemein können die Operatoren für die Komponenten .des magnetischen Mo- 
ments als Differentialquotienten (mit entgegengesetztem Vorzeichen) des Operators 
der Gesamtenergie des HAmILToNoperators) nach den Komponenten der 
Feldstärke 9 (H,, H,, H,) definiert werden: 


OH HH „90H 
OH,’ 7: Mon 


NM. — (125, 1) 


Insbesondere wird ein Elektron im Magnetfeld durch folgenden HAMILTONoperator 
beschrieben: 


ee. eıv 23 125,2 
=, +22) + N 2. (125, 2) 


(Das Pluszeichen vor dem Vektorpotential Y ist deshalb gewählt, weil die Elektron- 
ladung — eist.) Jetzt legen wir die z-Achsein Richtung des Magnetfeldes und wählen 
das Vektorpotential Y (A,, A,, A;) in der Form 


4-59 1-38, A=0. (125, 3) 


Differenzieren wir H nach ZF,, so finden wir: 
e e e e 
n.= 5, (m+24)2-(p+24.v|- 6. (125, 4) 


Der in der runden Klammer stehende Operator ist der Operator der z-Komponente 
des gewöhnlichen Impulses!). Ferner ist p, & — P.% der Operator der ae 


a 2 erinnern daran, daß im Magnetfeld der Operator der Geschwindigkeit ee ri sondern 
- „® a 9) ist, 
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des verallgemeinerten Drehimpulses. Unter Benutzung von (125, 3) stellen wir 
(125, 4) in folgender Form dar: 

e?H 
4uc? 


zu heghe 2. — 
M.= m. +25) («2 + 9°) 


(125, 5) 
€ e®H x 
= 7 — — 7 en 2 2 


Wie wir sehen, besteht der Operator aus zwei Teilen : einem, der nicht vom Magnet- 
feld abhängt, und einem, der von ihm abhängt. Wir wollen sie getrennt untersuchen. 
Der erste Teil 


m, — er (a +8) (125, 6) 


besitzt Eigenwerte, die wir bereits in der Theorie des ZEEMANeffekts fanden. Für 
die Störungsenergieim Magnetfeld gilt W = — HM,. Die Eigenwerte des Operators 
W sind verschieden, je nachdem, ob wir es mit starken Magnetfeldern (einfacher 
ZEEMANeffekt) oder mit schwachen (zusammengesetzter ZEEMANeffekt) zu tun 
haben. Im letzteren Falle sind die Eigenwerte von W durch die Formel (73,23) 
gegeben. Diese Eigenwerte unterscheiden sich von den Eigenwerten von M, durch 
den Faktor — H. Daher finden wir aus (73,23): 


EL 7G+d-IÜuÜ- HL S 
mE ENERGEN on ‘ (125, 7) 


wo m; die magnetische Quantenzahl, j die den mechanischen Drehimpuls be- . 
stimmende Zahl, !das Bahn- und !, das Spinmoment bedeutet. Die potentielle Ener- 
gie dieses Moments im äußeren Magnetfeld ist gerade W. Sie kann sowohl positive 


1 3 
als auch negative Werte annehmen, je nach dem Wert von m; = Mey, + Ze — 7. 


Beim thermischen Gleichgewicht werden die negativen Werte von W bevorzugt 
sein und folglich die positiven Werte von®,.. Das Ergebnis ist ein mittleres, mit dem 
Feld gerichtetes Moment, d.h. der Fall des Paramagnetismus. Wesentlich ist, daß 
SM, nicht gleich Null sein kann. Folglich sind Atome mit einem Elektron stets para- 
magnetisch. Das zweite Glied in (125,5) 

2 
war yy (125, 8) 


wo? 


stellt ein magnetisches Moment dar, das (wie unmittelbar einzusehen ist), stets 
dem Felde entgegen gerichtetist. Dieses Moment bedingt also den Diamagnetismus. 
Es kann nie gleich Null sein, da x? -+ 4? > 0. Daher zeigen alle Atome den diamagne- 
tischen Effekt. Esist aber leicht zu erkennen, daß das Moment M! bedeutend kleiner 
als das Moment WM, ist; es kann im Vergleich zum letzteren vernachlässigt werden. 


eo“ 


EITE a? ist, wo a 


In der Tat ist M, von der Größenordnung . während W, = 
u 
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die lineare Ausdehnung des Atoms angibt.M, >M; gilt für alle Felder H, für die 


| un = 1375. (125, 9) 


Alle praktisch erreichbaren Felder entsprechen dieser Bedingung. 

Ist die Elektronenzahl im Atom gerade, so kann das Gesamtimpulsmoment 
Null werden. Damit zugleich wird auch das magnetische Moment M,, das den 
Paramagnetismus bedingt, gleich Null. Ein solches Atom wird diamagnetisch sein. 
So ist z. B. im Heliumatom, wie wir wissen, das Bahnmoment im Grundzustand 
gleich Null und das Spinmoment wegen der entgegengesetzten Spinrichtung kom- 
pensiert. Daher ist W, = 0. Helium muß diamagnetisch sein, was auch wirklich be- 
obachtet wird. .Man kann die diamagnetische Suszeptibilität des Heliums berech- 
nen, wenn man berücksichtigt, daß für zwei Elektronen M, gleich 


vH (| 50 
a tr tertgN). (125, 10) 
sein wird. Die Mittelwerte a2, y?, a2, 92 sind infolge der Kugelsymmetrie des 
ee im Heliumatom und der Elektronensymmetrie einander gleich, und 


zwar gleich — wo r? das mittlere Quadrat des Radiusvektors ist. Somit gilt: 


3 ’ 


Die diamagnetische Suczeptibilität ist, auf ein Atom bezogen, gleich 


OM; e? —z 
 — r2, „4l 
ae (125, 11) 


Mit Hilfeder Wellenfunktionen (118, 23) für die Elektronen des Heliumatoms lassen 
sich der Mittelwert r2 und der Zahlenwert der magnetischen Suczeptibilität be- 
rechnen. 

Die Berechnung von y mit Hilfe der Wellenfunktionen ergibt =-13. 10-$, 
Der experimentell ermittelte Wert ist y= —1,88.10-%. Wir bemerken, daß der 
Ausdruck (125, 8) für das diamagnetische ‘Moment mit dem übereinstimmt, den 
man nach der klassischen Elektronentheorie erhält!). Aber nur die Quantentheorie 
ermöglicht die Berechnung von x? + y?. Sie geht dabei von den Konstanten aus, 
die das Atom charakterisieren. 

Ist ein Atom mit mehreren Elektronen gegeben, dann erhalten wir an Stelle von (125,7) nach 
dem im $ 103 Dargelegten [s. Formel (103, 3)]: 

m = m mi! je Ye a EZ . +8 (8 + 2), (125, 12) 


uc 


wo J die Zahl ist, die das Gesamtmoment des Impulses sämtlicher Elektronen, L die Zahl, die das 
gesamte Bahnmoment und $ die Zahl, die das gesamte Spinmoment bestimmt. 


1) Vel.: : [2]. 
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J bestimmt die Projektion des Gesamtmoments auf das Magnetfeld. Ist J = 0, was nur bei 


Atomen mit gerader Elektronenzahl vorkommen kann, so ist NM, = 0, und das Atom wird dia- 
magnetisch sein, wobei 


4} & N 
N = —— = San) (125, 13) 


4 uc’k=1 


Dabei bedeutet N die Zahl der Elektronen. Ist J + 0, dann kann die GrößeM, gegenüber M; 
vernachlässigt werden. Atome mit J + 0 werden paramagnetisch sein. 


S 126. Der Ferromagnetismus 


Die Ursache für den permanenten Magnetismus ferromagnetischer Substanzen 
war bis in die letzten Jahre noch nicht geklärt. Das Wesen der Erscheinung besteht 
bekanntlich darin, daß ferromagnetische Körper auch bei fehlendem äußeren 
Magnetfeld 9 magnetisch bleiben können. Zur Erklärung der Eigenschaften der 
Ferromagnetika hat WEıss eine Theorie vorgeschlagen, die den permanenten Ma- 
gnetismus durch ein inneres Magnetfeld 9, erklärt, das die Elementarmagneten 
auch bei fehlendem äußeren Feld zur Orientierung veranlaßt. 

Die Theorie von Weiss ermöglichte die Erklärung vieler Eigenschaften der Ferro- 
magnetika, aber die Herkunft des inneren Feldes 9; blieb ungeklärt. 

Um die Wzisssche Theorie mit der Erfahrung in Einklang zu bringen, muß an- 
genommen werden, daß das Feld 9; eine sehr große Stärke, nämlich 10% Gauß, be- 
sitzt. Unmittelbare Versuche!) zeigen, daß ein solches Feld innerhalb des Ferro- 
magnetikums in Wirklichkeit gar nicht existiert. HEISENBERG gelang der Nachweis, 
daß die Kräfte, welche die Elementarmagneten orientieren, Austauschkräfte sind. 
Damit war die Natur des rätselhaften Weıssschen Feldes erklärt. HEISENBERG 
nimmt in Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen von EINSTEIN und DE 
Haas (s. $57) an, daß die Magnetisierung ferromagnetischer Körper nicht durch 
die Bahnbewegung der Elektronen, sondern durch das magnetische Spinmoment 
bedingt ist. Ferner entsteht der Ferromagnetismus offenbar nicht durch die Valenz- 
elektronen (die ‚„Leitfähigkeitselektronen‘‘), sondern wird bedingt durch die nicht- 
abgeschlossenen inneren Schalen der Atome der Ferromagnetika (s. die Vertei- 
lung der Elektronen im Fe, Ni und Co in der Tabelle auf S. 457). 

Wir wollen annehmen, in jedem der den Kristall bildenden Atome wäre nur ein 
einziges solches Elektron vorhanden. Die Wechselwirkung dieses Elektrons mit den 
benachbarten Atomen kann als klein angenommen, und daher die Wellenfunktion 
aller den Ferromagnetismus verursachenden Elektronen (Gesamtzahl N) als ein 
System von nicht in Wechselwirkung stehenden Elektronen betrachtet werden. 

Um die Zustände zu numerieren, bemerken wir, daß die Lage der Atommittel- 
punkte im Kristall (die Gitterpunkte) durch den Vektor 


r=n,A, + N,0, + N, 0, (126, 1) 


bestimrnt wird, wo n,,n,, n, ganze Zahlen und a,, a, und a, die Vektoren des Git- 
ters (‚‚primitives Translationstripel‘‘) sind. Die Lage eines jeden Atoms wird somit 


!) DoRFMAnNN ließ ein Bündel rascher Elektronen durch eine magnetisierte ferromagnetische 
Folie hindurchgehen. Ein Feld von 10% Gauß hätte die Elektronen ablenken müssen, was jedoch 
nicht beobachtet wurde. 
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durch die drei Zahlen n,, n,, n, bestimmt. Der Kürze halber wollen wir diese drei 
Zahlen durch einen Buchstaben % bezeichnen und n die Nummer des Atoms nennen. 
Die Wellenfunktion des Eiektrons k im Atom » sei 


D, (tk, $k) = Yn (tk) Sa (8%) ; 


wo S, (8,) die Spinfunktion ist. 

Da wir die Wechselwirkung mit den benachbarten Atomen vernachlässigen, wird 
die.gesamte Wellenfunktion des Kristalls eine antisymmetrische Linearkombination 
der Form (113,6’) aus den Produkten der den einzelnen Elektronen zugehörigen 


Funktionen d, sein. Die Wahlder Vorzeichen von « +3 oder — 5) bei jeder der S,- 
Funktionen bedeutet die Wahl einer entsprechenden Verteilung der (längs oder ent- 
gegen der z-Achse gerichteten) Spins der Atome im Kristall. Sind die Spins aller 
Elektronen in einer Richtung, z. B. der z-Achse, so haben wir es mit einer vollstän- 
digen Sättigung (Maximum der Magnetisierung) zu tun. 

Wir untersuchen einen Zustand, bei dem sämtliche Spins in Richtung der z-Achse 
liegen, mit Ausnahme eines einzigen, der ihr entgegengesetzt gerichtet ist. Dieser 
Spin möge zum Atom mit der Nummer 1 gehören, Dann hat, nach dem oben Ge- 
sagten, die Wellenfunktion X aller N Elektronen die Form 


= > (+1) Pyı (11) 8+4.(82) 92 (2) 844)... yılm) 8-4 (8)... 


| (126, 2) 
. ya (tn) 844 (80). 
Jetzt berücksichtigen wir die Wechselwirkung der Elektronen mit den Nachbar- 
atomen. Dazu wenden wir die Störungstheorie an. Wir haben es mit einem Fall von 
Entartung zu tun, da das Elektron mit dem gegen die z-Achse gerichteten Spin sich 
offenbar in jedem Atom befinden kann. Die richtige Funktion der nullten Näherung 
wird daher eine lineare Überlagerung der W, sein: 

u 2, Ay V., (126, 3) 

v= 

wobei die Amplituden a» noch bestimmt werden müssen. Dazu bemerken wir, daß 
der Operator H der Gesamtenergie der Elektronen gleich 


N 9 N 
e 
H=H’+ > Frl > U, (fm) (126, 4) 
n=m=1 nm=1 
ist, 
N | 2, 

m = I Hut), Huln)=— 7, V5+ Unlm), (126, 5) 

n-1 


wo H,„ der Operator der Gesamtenergie des Elektrons n ist, das sich im Atom n 
befindet, — die Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen n und m und 
nm 


U, (rm) die Wechselwirkungsenergie des Elektrons m mit dem Ion n (n + m). Wir 
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betrachten alle Glieder in H mit Ausnahme von H° als Störung. Setzen wir in die 
SCHRÖDINGERgleichung HY — EW an Stelle von Y die genäherte Funktion (126,3) 
ein, und berücksichtigen wir, daß 


H, (tn) Yan (tn) = Er Un (In); (126, 6) 


wo E, die Elektronenenergie im Atom ist, so erhalten wir: 


2 2 
VB ar w.+ | 2: EL m) Zar — E DI (126, 7) 


Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit X‘, integrieren dann über die Ko- 
ordinaten sämtlicher Elektronen und summieren über die beiden Spinwerte 


= +5 eines jeden Elektrons. Dabei sehen wir die zu den verschiedenen Ato- 
men gehörenden Funktionen , (r) und „ (r) als orthogonal an!). Ferner muß bei 
der Spinsummation die Orthogonalität der Funktionen $ (s,) berücksichtigt werden 


(vgl. $59). Als Endergebnis erhalten wir an Stelle von (126, 7): 
N-E,'u+ 2 lv [ar — aı] = Ear, (126, 8) 


wo I; das Austauschintegral (das Matrixelement der Störungsenergie) 


1 
Ir = a|mw vr (to) 9 (1) yElt)° 
(126, 9) 


ir Yo + Ur) + Ur (rn) + Ur (r)+ Oi 2 dt, dr, 


ist, 

Die Wellenfunktionen y; (r) nehmen. mit wachsendem Abstand r vom Atom- 
mittelpunkt rasch ab. Das Austauschintegral /;» nimmt daher ebenfalls rasch mit 
wachsendem Abstand zwischen den Atomen / und !’ ab. Demzufolge können wir uns 
bei der Lösung der Gleichungen (126, 8) mit den auf die benachbarten Atome be- 
züglichen Matrixelemente von J;» begnügen. Da in einem Kristall alle benach- 
barten. Atome die. gleichen sind, so besitzt das Austauschintegral für sie den 
einzigen Wert I. Wir können also die Gleichungen (126, 8) auch wie folgt schreiben: 


(E—-NE)u+I (u — ar) = 0, (126, 9) 

r 
wo die Summe sich über die dem Atom / benachbarten Atome /!’ erstreckt. Die An- 
zahl der nächsten Nachbarn und ihre Verteilung hängt vom Typus des Kristall- 
gitters ab. Für ein einfaches kubisches Gitter besitzen die dem Atom I benachbarten 


Atome (l,,1,,2,) die Zahlen Y’ gleich , + 1,1, lg; li; 5 tl. 
Man erkennt leicht, daß die Gleichungen (126, 9) durch die Substitution 


a = a,1,n = const- ed(ah+al +41) (126, 10) 


3) In Wirklichkeit sind sie nur genähert orthogonal. 
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zu lösen sind, wo g, , 9a, 9, gewisse dimensionslose Größen darstellen ; denn die Sub- 
stitution von (126, 10) in (126, 9°) ergibt 
E— NE,= 2I[3 — c0osq — 6089, — 60893]. (126, 11) 
Daraus folgt: 
E (91 99: 9) = NE, + 21 [3 — cosg, — c0sq, — 089]. (126, 12) 


Wir bemerken, daß l,a, l,a, l,a, wo a die Gitterkonstante bedeutet, die Koor- 
dinaten der Gitterpunkte sind, und erkennen, daß (126, 10) als ebene Welle mit dem 


Wellenvektor {= I a ; “ } = betrachtet werden kann. Die Wahrscheinlichkeit, 


einen der z-Achse entgegen gerichteten Spin zu finden, ist |a; |? = const, d.h. alle 
Spinzustände sind gleich wahrscheinlich. Die Amplituden a,, die den Spinzustand 
bestimmen, sind somit analog der Wellenfunktion eines sich frei bewegenden Teil- 
chens, das einen gegebenen Impuls besitzt. Diese Analogie wird noch dadurch ver- 
stärkt, daß, zum mindesten für kleine F die Energie (126, 12) auch wie folgt ge- 
schrieben werden kann: 


2 
E—= const + . k2+t..., (126, 13) 


wo 


In „= a?,d.h. mit dem Energieausdruck für ein freies Teilchen übereinstimmt. 
Die Größe u* kann als die effektive Masse angesehen werden. Infolge dieser Analogie 
zwischen. der Verteilung eines Spins bestimmter Orientierung in einem Kristall und 
der Bewegung des freien Teilchens, wird (126, 10) auch Spinwelle genannt. 

Sindim Kristallnicht ein, sondern mehrere (r) der z- Achse entgegen gerichtete Spins 
vorhanden, so erfolgt die Berechnung in gleicher Weise, wird aber dadurch kompli- 
ziert, daß beim Vorhandensein mehrerer parallel zur z-Achse gerichteter Spins Paare 
benachbarter Atome mit parallel zur z-Achse gerichtetem Spin vorkommen können. 
Aber wenn r klein ist, werden diese Fälle selten eintreten und die Gesamtlösung. 
kann als eine Gesamtheit nicht in Wechselwirkung stehender Spinwellen der Form 
(126,10) (oder, vom korpuskularen Standpunkt aus, als ‚„Spingas‘) betrachtet 
werden. Die Energie ist dann die Summe der Energien sämtlicher Spinwellen. Be- 
zeichnen wir den Vektor q für die k-te Spinwelle mit q,, so ist die Gesamtenergie des 
Spingases gleich 


p “ 
E=NE,+ 212313 — cosgır — 008599: — 00834]. (126, 14) 
k=1 


Aus dieser Formel folgt, daß bei negativem I kein Ferromagnetismus auftreten 
kann, da bei / < 0 die Energie beim größten r ein Minimum aufweist. Bei thermi- 
schem Gleichgewicht werden daher die ursprünglichen gleichen Orientierungen der 
Spins bestrebt sein, durcheinander zu geraten. Bei positivem Austauschintegral da- 
gegen wird das Energieminimum bei kleinstem r erreicht, so daß, wenn ein Teil der 
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Spins der z-Achse entgegen gerichtet ist, diese Spins die Tendenz besitzen, sich 
parallel der z-Achse auszurichten (rwird abnehmen). Der positive Wert des Austausch- 
integrals ist somit eine notwendige Bedingung für den Ferromagnetismus (nurin 
diesem Fall kann der Zustand mit der kleinsten Energie bei gleichgerichteten Spins 
sämtlicher Elektronen erreicht werden). Die Ursachen, die zur einseitigen Orien- 
tierung aller Spins führen, sind also nicht das fiktive Weısssche Magnetfeld, 
sondern die Austauschkräfte,. Der Ferromagnetismus ist eine Quantenerschei- 
nung. Schließlich erkennen wir, daß der Ferromagnetismus nicht die Eigenschaft 
einzelner Atome ist, sondern eine Kristalleigenschaft darstellt, was mit der Tatsache 
übereinstimmt, daß es keine ferromagnetischen Gase gibt. 

Um die Magnetisierung eines Ferromagnetikums bei einer Temperatur 7’ zu be- 
rechnen, muß mit Hilfe statistischer Methoden der Mittelwert r gefunden werden. 


Dann ist das magnetische Moment eines Ferromagnetikums, das N-Elektronen 
enthält, offenbar gleich: 


NEM;(N—2r), (126, 15) 
woMz das magnetische Moment eines Elektrons (das Boursche Magneton) ist. Be- 
züglich der entsprechenden Berechnungen und anderen Einzelheiten verweisen wir 
den Leser auf die Fachliteratur!). 


t) Vgl.: S.N. Wonsowskı, Die moderne Lehre vom Magnetismus. Uspechi 85, 556 (1948); 
36, 30 (1949); 37, 1 (1949); 37, 237 (1949). 
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$ 127. Das formale Schema der Quantenmechanik 


Wir sind beider Entwicklung der quantenmechanischen Grundsätze bewußt nicht 
streng deduktiv vorgegangen. Der logische Aufbau führt bei einer deduktiven Dar- 
legung unvermeidlich zu einer Abstraktheit, die notwendigerweise die experi- 
mentellen Grundlagen der einzelnen verallgemeinernden Grundsätze verdeckt. Nun 
am Schluß des Buches ist es zweckmäßig, die wesentlichen Grundsätze und 
Aufgaben der Quantenmechanik noch einmal zusammenzufassen. 

Die Quantenmechanik erforscht statistische Gesamtheiten von Mikroteilchen 
und löst drei Hauptaufgaben: 

1. Die Bestimmung der möglichen Werte physikalischer Größen (die Bestim- 
mung des für die Größen maßgeblichen Spektrums) 

2. Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit für die möglichen Werte dieser 
Größen in einer Gesamtheit von Mikroteilchen. 

3. Die zeitliche Änderung der Gesamtheit (die Bewegung der Mikroteilchen). 


Die Zugehörigkeit der Mikroteilchen zu einer bestimmten Gesamtheit wird in der 
Quantenmechanik durch eine Wellenfunktion y charakterisiert. 

Diese Funktion ist die Funktion eines vollständigen Satzes von Größen, die wir 
mit x bezeichnen!). | 

Die Zahl der Größen, die einen vollständigen Satz bilden, wird durch die Na- 
tur des Systems bestimmt und entspricht der Zahl seiner Freiheitsgrade. Je nach der 
Wahl des Satzes der Größen, die als Argumente der Wellenfunktion auftreten, 
sprechen wir von einer bestimmten Darstellung des Zustands. 

Die Wellenfunktion besitzt außerdem noch einen (oft fortgelassenen) Index (n), 
z.B. y, (x), der auf einen anderen Satz hinweist und durch den die Wellenfunk- 
tion selbst bestimmt wird. 

Eine durch eine bestimmte Wellenfunktion beschriebene Gesamtheit wird als 
reine Gesamtheit bezeichnet. Eine Gesamtheit, die keine bestimmte Wellenfunktion 
besitzt, heißt gemischte Gesamtheit. Sie wird durch die Dichtematrix charakterisiert. 

Die Grundeigenschaft der reinen Quantengesamtheiten drückt sich im Über- 
lagerungsprinzip aus: Werden zwei mögliche Zustände durch die Wellenfunktionen y, 
und y, dargestellt, dann besteht noch ein dritter Zustand, der durch die Wellenfunktion 


y=4aYyıTt@%s; (D) 
dargestellt wird, wo c, und c, beliebige Amplituden sind. 


1) Hier darf x nicht unbedingt als Koordinate oder als Symbol für Koordinaten aufgefaßt wer- 
den. Wir bezeichnen mit diesem Buchstaben eine beliebige Menge diskreter oder kontinuierlicher 
Variabler, die einen beliebigen, vollständigen Satz darstellt. 
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Ferner werden alle Beziehungen zwischen physikalischen Größen in der Quanten- 
mechanik in der Sprache linearer, selbstadjungierter Operatoren ausgedrückt, so, 
daß jeder reellen physikalischen Größe L ein sie darstellender linearer, selbstadjun- 
gierter Operator L zugeordnet wird.: 

Die Darstellung der Größen durch Operatoren v wird mit den zu messenden Größen 
durch eine Formel verbunden, die den Mittelwert L der Größe im Zustand y bestimmt. 
Diese Formel lautet: 


L=(y,Ly) dl) 
mit der Normierungsbedingung :!) 
l=(v, y). 


Diese Bestimmung des Mittelwerts ermöglicht es, das Spektrum der Größe Z, d.h. 
ihre möglichen Werte zu finden. Dazu werden Zustände gesucht, in denen die Größe 
L nur einen bestimmten Wert besitzt, d.h. solche Zustände, in denen AL? —=0. 
Diese Forderung führt zur Gleichung für die Eigenfunktionen des Operators L 
(vgl. 8 20): 

Lyı ()=L'yı(e). (II) 


Daraus findet man das (kontinuierliche oder diskrete) Spektrum von L und die 
zugehörigen Eigenzustände y;(z). Es wird angenommen, daß die Eigenwerte des Ope- 
rators L jene Werte der Größe L sind, die im Versuch beobachtet werden. 

Da die Eigenfunktionen ein orthogonales Funktionensystem bilden, so kann jede 
beliebige Wellenfunktion y (x) nach ihren Eigenfunktionen v7 (x) spektral zerlegt 


werden: | 
Y (2) =23 c(L) yı(®), (127, 1) 


wo 
c(L) = (yı, Y), (127, 2) 


und das Summenzeichen 2 als Integralzeichen aufgefaßt werden muß, wenn das 
Spektrum von Z kontinuierlich ist. 

Diese Spektralzerlegung wird faktisch in jeder Vorrichtung verwirklicht, die die 
Gesamtheit y(x) in Untergesamtheiten y; (x) zerlegt, insbesondere also in einem 
Meßapparat, der die Größe L mißt. 

Die Wahrscheinlichkeit, in einer durch die Wellenfunktion y (x) charakterisierten 
Gesamtheit die Größe L gleich L zu finden, ist gleich |c(Z)|? (im Fall des konti- 
nuierlichen Spektrums ist |c (Z) |? die Wahrscheinlichkeitsdichte). 

Andererseits ist c(L) eine Funktion der gleichen Gesamtheit, aber in der „L“- 
‚Darstellung. Mit anderen Worten, c(L) und »(x) stellen die gleiche reine Gesamt- 
heit dar. 

Ein vierter, wesentlicher Punkt der Quantenmechanik bezieht sich auf die zeit- 


!) Wir bezeichnen mit dem Symbol (w, Lv) das „skalare Produkt‘ von u und Lv, das im Fall 
kontinuierlicher Variabler die Form eines Integrals besitzt 


(u, Lv) = [u*- Lv (da), 
im Fall diskreter Variabler aber die Form einer Summe: 


(u, Lv) =p3 Du Lnm Um» 
m N 
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lichen ‚Änderungen von Gesamtheiten. Man findet die Wellenfunktion, welche die zeit- 
liche Änderung einer Gesamtheit beschreibt, aus der ScHRöDINngERgleichung: 


Oy 
ih 31 =Hy, (IV) 
wo der Operator der HAmILToNoperator des Systems ist, der nur von der Art des 
Systems und der darauf einwirkenden äußeren Felder abhängt. Der Operator H 
wird zum Operator der Gesamtenergie des Systems, wenn die äußeren Felder zeit- 
unabhängig sind. In der Regel ist 
H=T+VU, (127, 3) 


wo T der Operator der kinetischen Energie und U die potentielle Energie oder der 
die Kräftefunktion darstellende Operator ist. 

Der Operator T ist eine Funktion des Impulsoperators 9. Die Erfahrung zeigt, 
daß bei fehlenden magnetischen Kräften gilt: 


pr 
T = - 2 my 3 (127, 4) 
wo 9, der Impuls des k-ten Teilchens und m; dessen Masse ist. Bei vorhandenem 
Magnetfeld muß $; durch ä 
0% = Pr m (127, 5) 


ersetzt werden, wo 9, das Vektorpotential am Orte des Teilchens X ist. 
Aus der SCHRÖDINGERgleichung (IV) und aus der Bestimmung des Mittelwerts 
(II) folgt, daß 


dL OL 
er, = (v3: Er v) + (9 I[H,L]y). (127, 6) 
; 2) Pe a j 
Daher besitzt der Operator 1° der die Ableitung der Größe L darstellt, die Form 
dL 
+, (127, 7) 


[H,L]= (HL — LH) 


die Poıssonklammer ist. 
Die Konstanten der Bewegung (Bewegungsintegrale).sind dadurch gekennzeich- 
net, daß dL 


7° (127, 8) 


Bei fehlenden äußeren Kräften sind die wichtigsten Bewegungskonstanten:die Ener- 
gie, der Gesamtimpuls des Systems: 


1) =2h=-ih2 Vk (127, 9) 
und das Impulsmoment (Drehimpuls) 
m= 23T. P +28, (127, 10) 


wo &;, das Spinmoment des Teilchens & ist. 
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Die Form des Operators 4 kann gerade aus der Tatsache bestimmt werden, daß er 
eine Größe darstellt, die ein Bewegungsintegral ist, d.h. mit dem Operator H bei 
fehlenden äußeren Kräften vertauschbar ist. Aus den Operatoren $, und r, können 
weitere, kompliziertere Operatoren gebildet werden, die eine ganz bestimmte spe- 
zielle physikalische Bedeutung haben können. Postuliert man also die Form des 
Hamttronoperators (d.h. die ScHRöDIngERrgleichung), dann ergibt sich die Form 
der wichtigsten Operatoren von selbst. 

Die letzte der grundlegenden Voraussetzungen der Quantenmechanik bezieht sich 
auf Systeme aus gleichen Teilchen. Wir bezeichnen sie als das Identitätsprinzip (Prin- 
zip der ‚„Gleichheit‘‘). Nach diesem Prinzip führt die Vertauschung eines beliebigen 
Paars gleicher Teilchen (k, 7) zu keinem physikalisch neuen Zustand. Mathematisch 
drückt sich das in einer den Wellenfunktionen auferlegten Bedingung aus: 


P;VY=ıYP, (V) 


wo A= + 1 der Eigenwert des Vertauschungsoperators P,; ; ist. Diese Bedingung 
führt zur Einteilung der Zustände in zwei Klassen: 


Y=W, (symmetrische), (127, 11) 
Y=W, (antisymmetrische). (127, 11”) 


Ferner folgt aus der SCHRÖDINGERgleichung, daß die Symmetrie sich im Laufe der 
Zeit nicht ändern kann. Die Zugehörigkeit der Teilchen zur Sorte ‚‚s‘‘ oder „a“ 
kann daher nur durch die Natur der Teilchen bestimmt sein. Teilchen, deren Zu- 
stände durch antisymmetrische Wellenfunktionen Y, beschrieben werden, sind 
Fermiteilchen. Sie folgen dem PAvLiprinzip, das sich als Folge der Eigenschaften 
durch antisymmetrische Funktionen beschriebener Gesamtheiten ergibt. 
Teilchen, deren Zustände durch symmetrische Funktionen Y, beschrieben wer- 
den, heißen Boszteilchen. 
Wir sehen damit, daß der Quantenmechanik fünf fundamentale Sätze zugrunde 
liegen: 
(I) das Prinzip der Überlagerung der Zustände, 
(II) die Bestimmung des Mittelwertes, 
(III) die Auffassung der Eigenwerte als einzig mögliche, 
(IV) die Schröpmneergleichung und | 
(V) das Prinzip der Identität der Teilchen gleicher Sorte. 
Die physikalischen Grundlagen dieser Prinzipien wurden in den entsprechenden 
Kapiteln dieses Lehrgangs eingehend besprochen. 


$ 128. Die Grenzen für die Anwendbarkeit der Quantenmechanik 


Die Grenzen einer physikalischen Theorie lassen sich nur auf Grund einer all- 
gemeineren Theorie exakt angeben, die die behandelte Theorie als Sonder- oder 
Grenzfall einschließt. Zur Zeit gibt es keine Theorie der Mikroerscheinungen, die 
umfassender und tiefgreifender wäre als die Quantenmechanik. Darum können die 
Grenzen der Quantenmechanik nur ungefähr zur Orientierung angedeutet werden. 
Mit Sicherheit läßt sich lediglich sagen, daß die Quantenmechanik nicht auf Sy- 
steme anwendbar ist, deren Teilchen sich mit einer der Lichtgeschwindigkeit c ver- 
gleichbaren Geschwindigkeiten bewegen, d.h. im relativistischen Bereich. 
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Die Quantenmechanik ist die Mechanik von Systemen mit einer beschränkten, 
endlichen Zahl von Freiheitsgraden. In dieser Hinsicht ist sie das Analogon zur klas- 
sischen Mechanik von Systemen materieller Punkte. Werden die Teilchengeschwin- 
digkeiten mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar, kann überhaupt nicht mehr 
von einem System mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden gesprochen werden. 
In diesem Falle läßt sich nämlich die endliche Größe der Ausbreitungsgeschwindig- 
keit elektromagnetischer Felder nicht mehr vernachlässigen. Ändert sich in der Zeit 
At der Teilchenabstand r;, um Ar;rz, so ist unter der Bedingung, daß die relative 


Teilchengeschwindigkeit Ari nahe der ‚Lichtgeschwindigkeit ist, ungefähr die 


gleiche Zeit für die Ausbreitung des elektromagnetischen Feldes im Abstand r;; er- 
forderlich. Daher muß neben den Teilchen auch noch das elektromagnetische Feld 
untersucht werden, das durch diese Teilchen erzeugt wird und auf sie einwirkt. 
Mit anderen Worten, es müssen in das System nicht nur sämtliche Teilchen ein- 
geschlossen werden (was 3 N Freiheitsgrade für spinlose und 4 N Freiheitsgrade 
für Teilchen mit Spin ergibt), sondern auch das elektromagnetische Feld, dessen 
Zustand durch eine unendliche Zahl von Freiheitsgraden gekennzeichnet ist. 

Dieses elektromagnetische Feld muß in der konsequenten Theorie ebenfalls quan- 
tentheoretisch untersucht werden, da bekanntlich Impuls und Energie des Feldes 
durch Photonen übertragen werden. 

Übersteigt die Energie der Photonen oder Teilchen die Ruhenergie m,c? der Teil- 
chen, so können diese entstehen oder verschwinden. So kann ein Photon mit der 
Energie Aw = 2m,c? verschwinden und sich in ein Teilchenpaar: ein Elektron 
(£”,m,) und ein Positron (et, m,), verwandeln. Umgekehrt können sich ein Elektron 
und ein Positron in ein Photon verwandelnt). 

Diese Umwandlungsprozesse können schematisch wie folgt dargestellt werden: 


hwze te”. (128, 1) 
Prozesse anderer Art, bei denen Teilchen entstehen, sind die Prozesse des radio- 
aktiven Zerfalls. Das Neutron (n) verwandelt sich in ein Proton (p). Dabei entsteht 


ein Elektron (e-) und ein neutrales Teilchen mit dem Spin CE das Neutrino (Ah »). 
Diese Verwandlung läßt sich so darstellen: 


n—p-+e”+hv. (128, 2) 


Beim radioaktiven Positronenzerfall erfolgt die Verwandlung eines Protons in 
ein Neutron unter Emission eines Positrons und Neutrinos nach dem Schema: 
op—n+tetr + ho. (128, 3) 
Die Gegenüberstellung der angeführten Schemata zeigt, daß das Neutron nicht 
als ein aus einem Proton und Elektron zusammengesetztes Teilchen betrachtet 
werden kann. Ebenso kann auch das Proton nicht als aus einem Neutron und Posi- 
tron bestehend angesehen werden. Wir haben es bei der Umwandlung r <2 p nicht 
mit einer Ausstoßung fertiger Teilchen, sondern mit der Entstehung neuer Teilchen 
(et, e”-,hv) zutun (ähnlich, wie das vom Atom ausgestrahlte Lichtquant sich nicht 
im fertigen Zustand im Atom verbirgt, sondern als Ergebnis der Verwandlung der 
Energie des angeregten Atoms in Strahlungsenergie neu entsteht). 


!) Der Impuls- und Energiesatz verlangt, daß an diesem Prozeß ein dritter Körper (z.B. ein 
Atomkern oder ein zweites Photon) teilnimmt. 
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Man kann jetzt die Tatsache der Entstehung von Mesonen bei Wechselwirkungen 
zwischen Kernen bereits als feststehend betrachten. Die Beobachtungen von ALI- 
CHANOW, ALICHANJAN und ihrer Mitarbeiter haben gezeigt, daß in den kosmischen 
Strahlen Mesonen mit verschiedenartigsten Massen auftreten, die sich außerdem 
ineinander verwandeln. | 

So zerfällt z. B. das Meson mit rund. 300 Elektronmassen (das ‚,rz“‘-Meson) spon- 
tan in ein geladenes Meson mit rund 200 Elektronenmassen (das ‚‚u‘-Meson) und in 
ein neutrales Meson (,‚,u,‘‘), dessen Masse noch nicht genau festgestellt ist. Der Vor- 
gang erfolgt nach dem Schema: 

n=urtm- (128, 4) 


Das leichte Meson u* zerfällt seinerseits wiederum in ein Elektron oder Positron 
und in zwei Neutrinos (hv’, Av”): 


ut = et +hvV+ hr". (128, 4°) 


Wir haben es in diesem Fall wieder nicht mit dem Zerfall des Mesons in fertige Bau- 
steine, aus denen es besteht, sondern mit seiner Verwandlung unter Entstehung 
neuer Teilchen zu tun. 

Alle diese Erscheinungen haben mit der Mechanik eines Teilchensystems nichts 
mehr gemein: die Anzahl der Teilchen selbst und ihre Natur erleiden Veränderungen. 
Wir haben es bei diesen Erscheinungen mit Systemen zu tun, die eine unbestimmte, 
unbegrenzt große Zahl von Freiheitsgraden besitzen. Systeme solcher Art sind eher 
Feldern als mechanischen Systemen materieller Teilchen verwandt. Insbesondere 
im Bereich großer Energien verschwindet jene Grenze, die uns gestattet, die 
„wirklichen“ Teilchen, die Elektronen, Protonen, Neutronen, Atomkerne, Atome 
usw. von den ‚‚ephemeren‘“ Photonen zu unterscheiden. Die Gesetzmäßigkeiten, die 
die Teilchen der ersten Art leiten, bilden im wesentlichen den Gegenstand der Quan- 
tenmechanik, während wir die Photonen als Forschungsobjekte der Theorie des 
elektromagnetischen Feldes betrachten!). Diese Grenze beruht auf der Tatsache, 
daB die aufgezählten Teilchen eine Ruhmasse m, besitzen und bei nichtrelativi- 
stischen Energien E <& m,c? nicht neu entstehen können, sondern unverändert 
bleiben. 

Die Ruhmasse des Photons dagegen ist gleich Null, so daß es unter allen Um- 
ständen ein relativistisches Teilchen ist, das bei beliebig kleinen Energien entstehen 
oder verschwinden kann. 

Werden die Energien mit den Ruhenergien der Teilchen vergleichbar, dann 
werden alle Teilchen den Photonen ähnlich: sie entstehen, verschwinden und ver- 
wandeln sich ineinander. Daher ist es bei diesen großen Energien zweckmäßiger, von 
einem Elektronen-Positronenfeld, einem Mesonenfeld, Protonen- oder Neutronen- 
feld (‚,Nukleonenfeldern‘‘) zu sprechen als von einem System gegebener Teilchen?). 

Bereits in der Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes wurde es deutlich, 
daß die Ausweitung der Theorie über die Rahmen der einfachsten Prozesse der 
Emission, Absorption und Dispersion von Photonen auf beliebige elektromagne- 
tische Vorgänge unter Einschluß der Wechselwirkung von Teilchen zu grundsätz- 
lichen Schwierigkeiten führt. Man hat es in diesen Fällen mit einer unendlichen 


t) Vgl. $114. 
2) Ähnlich, wie wir, als wir von den Photonen sprachen, die Quantentheorie des elektromagne- 
tischen Feldes beachtet haben. Vgl. $1. 
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Zahl von Photonen zu tun. Dabei zeigt es sich, daß ebenso wie in der klassischen 
Elektronentheorie die elektromagnetische Masse der geladenen Teilchen unendlich ist. 

Dieses Ergebnis tritt auch in der Theorie anderer Felder auf. Das Problem der. 
Teilchenmasse ist eine der schwierigsten, bisher nicht gelösten Aufgaben der Theorie. 

Einen besonderen Platz nimmt in der modernen Theorie die von Dieac ent- 
wickelte relativistische Theorie des Elektrons ein. Sie ist eine direkte Verallgemei- 
nerung der nichtrelativistischen Quantenmechanik des Elektrons für den Fall gro- 
Ber Geschwindigkeiten. 

Diese Theorie ermöglicht eine erfolgreiche Berechnung der Verwandlung von 
Licht in Elektronen und Positronen und umgekehrt und ebenso auch die rechne- 
rische Behandlung eines sehr schnellen Elektrons. Aber diese Theorie ist unvoll- 
ständig, denn sie bezieht sich nur auf die Bewegung eines Elektrons in einem äußeren 
Feld und nicht auf ein System von Elektronen. Sie ist außerdem auf schwere Teil- 
chen — Protonen und Neutronen — nicht anwendbar. 

Die konsequente Entwicklung dieser Theorie führt zu den interessanten Erschei- 
nungen der Streuung von Licht an Licht und zur Polarisation des Vakuums!), wobei 
aber dann wieder unendliche Werte auftreten. Diese Unendlichkeiten gehen aus der 
notwendigen Annahme hervor, daß die noch nicht entstandenen Elektronen doch 
bereits fertig vorhanden sind und einen ‚‚Untergrund‘ aus einer unendlichen Zahl 
von Elektronen bilden, die jedoch kein elektromagnetisches Feld schaffen. 

Die Anwendung der Methoden der Quantenmechanik auf Systeme mit unendlich 
vielen Freiheitsgraden ist also nur teilweise möglich und benötigt spezielle, mitunter 
gekünstelte, der Quantenmechanik selbst fremde Annahmen. 

Wir können daher mit Bestimmtheit sagen, daß die Systeme mit einer unendlich 
großen Zahl von Freiheitsgraden die größte und noch nicht überwundene Schwie- 
tigkeit der modernen Mikrophysik darstellen. Um das Verhalten der aus schnell- 
bewegten Teilchen gebildeten Systeme, um die Entstehung und Vernichtung von 
Teilchen zu beschreiben, ist eine neue physikalische Theorie erforderlich, die uns 
einen tieferen Einblick in die Mikrowelt gestattet, als es, gestützt auf den Ideenkreis 
der gegenwärtigen Quantenmechanik, möglich ist. 


& 129. Einige erkenntnistheoretische Fragen 


Mit der Entwicklung der Quantenmechanik ist das theoretische physikalische 
Denken in die Periode eines neuen Umbruchs physikalischer Vorstellungen ein- 
getreten, die bisher als evident und unerschütterlich galten. Diese radikale Um- 
gestaltung der physikalischen Grundvorstellungen betrifft vor allem die Begriffe des 
Teilchens und seiner Bewegungsprinzipien und ist gegenwärtig im Begriffe, in eine 
neue, noch tiefere Phase einzutreten (s. $ 128). 

Die Ideologen der ausländischen, d.h. nichtsowjetischen (Anm.d. Red.) Wissen- 
schaft sind bestrebt, diesen Umbruch als eine Krise des Materialismus darzustellen. 

Bekanntlich habendie philosophierenden Reaktionärein den Zeiten des Erscheinens 
von LEniss Werk ‚„Materialismus und Empiriokritizismus‘‘ ebenfalls versucht, den 
Materialismus mit Hilfe der ‚allerneuesten‘ Ergebnisse der damaligen Physik zu 


!) Wir haben es somit mit einer eigenartigen Wiedergeburt der Lehre vom „Äther“ zu tun, die 
aber nichts mehr mit den elastischen Äthern des vorigen Jahrhunderts gemein hat. Diese letzten 
Voraussagen Diracs ließen sich bis heute leider wegen der Kleinheit des Effektes weder bestätigen 
noch widerlegen. 
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widerlegen. LENINn hat in seiner tiefschürfenden und scharfen Analyse die Haltlosig- 
keitdieserVersuche aufgezeigt und erklärt,daß die wissenschaftlichen Grundlagen des 
dialektischen Materialismus nicht durch die Entdeckungder ‚‚elektromagnetischen‘“ 
oder einer anderen Natur der stofflichen Materie erschüttert werden können. Was 
aber den Umbruch der physikalischen Begriffe betrifft, so stellt er vom Standpunkt. 
der materialistischen Erkenntnistheorie ein notwendiges Moment im Prozeß der Er-. 
kenntnisentwicklung dar. LEnmw hat aufgedeckt, in welches Gestrüpp philosophischen . 
Wirrwarrs ein Forscher geraten kann, der nicht zwischen dem Umbruch der kon- 
kreten physikalischen Vorstellungen von der Materie und der von der Reaktion 
gepredigten Krise des Materialismus unterscheidet. 

Die gegenwärtige Situation in der theoretischen Physik des Auslands unter- 
scheidet sich dem Wesen nach nicht von jener, die LEnIn im ‚Materialismus und 
Empiriokritizismus‘ untersucht hat. Das bürgerliche philosophische Denken ver- 
sucht auch heute die Entwicklung der Naturwissenschaften zu reaktionären, ob- 
skuren Zwecken zu mißbrauchen!). Diese Tendenzen zeugen vom Bestehen einer un- 
unterbrochenen Krise des bürgerlichen philosophischen Denkens, die von ihm nicht 
überwunden werden kann, weil sie aus seiner ganzen sozialen Natur hervorgeht. 

Die Krise des ausländischen philosophischen Denkens spiegelt sich auch in den 
Aussagen über das Wesen und über die Bedeutung der Quantenmechanik wider. 
Die Kopenhagener physikalische Schule hat sich bereits bei ihrem Entstehen mit 
dem Machismus verbunden und im weiteren Verlauf die Entwicklung subjekti- 
vistischer Anschauungen über das Wesen der Quantenmechanik wesentlich ge- 
fördert. 

N. BoHr geht bei seiner Deutung der Quantenmechanik vom sogenannten Kom- 
plementaritätsprinzip aus. Nach diesem Prinzip sind zwei Klassen von Meßvorrich- 
tungen möglich: die erste ermöglicht die Bestimmung impuls-energetischer Zu- 
sammenhänge, die zweite die raum-zeitlicher Zusammenhänge. Eine gleichzeitige 
Anwendung beider Vorrichtungen wird ausgeschlossen?). Somit zerfällt die ‚, Quan- 
tenbeschreibung‘‘ von Erscheinungen in zwei sich gegenseitig ausschließende Klas- 
sen. Sie ergänzen sich komplementär in dem Sinne, daß sie zusammengenommen 
erst eine vollständige klassisch-physikalische Beschreibung geben. 

Aus dem dargelegten Inhalt des Komplementaritätsprinzips ist ersichtlich, daß 
in ihm nicht die Tatsache der Existenz ihrer Natur nach neuer Objekte, sondern die 
einzelnen Möglichkeiten der makroskopischen Meßvorrichtungen hervorgehoben 
werden. Mit anderen Worten, dieses Prinzip stellt nicht die objektiven Eigenheiten 
der Mikrowelt in den Vordergrund, aus denen allein die Unmöglichkeit folgt, sie mit 
den Methoden der klassischen Physik zu erforschen, sondern die Möglichkeiten eines 
Beobachters, der mit makroskopischen Größen und Begriffen arbeitet. 

Diese Tendenz des Bou&schen Komplementaritätsprinzips hat zweierlei zur 
Folge: 

Erstens entwickeln BoHR und noch mehr seine Nachfolger dieses Prinzip zu einer 
besonderen philosophischen Konzeption der Komplementarität, für die die Leug- 
nung der Kausalität und Objektivität der Mikroerscheinungen kennzeichnend 


1) Eine scharfe Kritik dieses wachsenden Obskurantismus gab SuDanow, A. A. in der Dis- 
kussion über das Buch ALEXANDROws, G. F.: Die Geschichte der westeuropäischen Philosophie. 
In Bonpoccpr Bunoaodun (Fragen der Philosophie) I, 1947. 

2) Siehe BoHR, N.: Kann man sägen, daß die quantenmechanische Beschreibung der physika- 
lischen Realität vollständig ist? 
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ist!). Von dieser Konzeption ausgehend, spricht BoHR ‚‚von der Unzulänglichkeit des 
gewohnten Standpunkts der Naturphilosophie für die Beschreibung von physika- 
lischen Erscheinungen solcher Art, mit denen wir es in der Quantenmechanik zu 
tun haben‘‘?). JorDAN abererklärt direkt die ‚„Liquidierung des Materialismus‘“), 

Zweitens führt die Anwendung des in Rede stehenden Prinzips in der Physik zur 
subjektiven Deutung der Wellenfunktion und des Zustandsbegriffs in der Quanten- 
mechanik. Die Wellenfunktion wird nicht als objektives Charakteristikum einer 
Quantengesamtheit, sondern als Ausdruck der Kenntnisse des Beobachters auf- 
gefaßt, die dieser als Ergebnis der Messungen erhält. Die Realität eines bestimmten 
Zustands von Mikrosystemen wird mit den Kenntnissen des Beobachters vom Mikro- 
system identifiziert, d.h. aus einer objektiven Kategorie in eine subjektive ver- 
wandelt. 

Bei der Analyse dieser Auffassungen muß berücksichtigt werden, daß die Kopen- 
hagener Schule vom positivistischen Standpunkte ausgeht, d.h. von Anbeginn an 
die objektive Existenz der Materie leugnet und sich auf die Ordnung der ‚‚Beobach- 
tungsergebnisse‘“ beschränkt. Der positivistischen Auffassung zufolge stellen weder 
die klassische Physik noch die Quantenphysik Abbildungen der objektiven Welt 
dar, sondern sind nur mathematische Konstruktionen. Dabei können in der ‚„Kon- 
struktion“der klassischen Physik Subjekt und Objekt voneinander getrennt werden, 
in der ‚Konstruktion‘ der Quantenmechanik aber nicht, da das Subjekt durch die 
Messung ‚‚eine physikalische Realität herbeiführt‘‘. Es handelt sich somit nicht um 
die Analyse der Beziehungen zwischen dem erkennenden Subjekt und dem Objekt 
als Teile der objektiven Welt, sondern um die Analyse dieser Konstruktionen, d.h. 
um eine Analyse in der Begriffssphäre. 

Ausgehend von dieser Stellung versuchen die Positivisten den Materialismus da- 
durch zu widerlegen, daß sie ihn zuerst mit bestimmten begrenzten physikalischen 
oder philosophischen Begriffen verbinden und sodann als unzureichend erklären. 

Allein vom Standpunkt des Materialismus ist schon die Möglichkeit der Erkennt- 
nis durch das Bestehen materieller Bindungen zwischen dem erkennenden Subjekt 
und dem zu erkennenden Objekt gegeben. In der Physik wird diese Bindung mit 
Hilfe verschiedener Vorrichtungen verwirklicht. Solche Vorrichtungen wirken 
immer auf das Objekt, und umgekehrt, wirkt auch das Objekt auf die Vorrichtung 
ein. In der klassischen Physik wurde angenommen, daß diese Wechselwirkung be- 
liebig klein gemacht werden kann. Im Quantenbereich stellte es sich heraus, daß 
dieser Einfluß nicht beliebig klein sein kann. Wir sahen, daß die Meßvorrichtungen 
tatsächlich den Zustand der Systeme ändern und damit eine Gesamtheit in eine 
andere verwandeln kann. 

Es wäre jedoch absurd, den Materialismus mit der prinzipiellen Kleinheit der 
Wechselwirkungen zu verbinden. Die im Quantenbereich festgestellte Endlichkeit 
der Wechselwirkungen untergräbt weder den Materialismus, noch zieht sie der Er- 
kenntnis irgendwelche Grenzen. | 

So zum Beispiel werden beim Studium der kosmischen Strahlung Zählrohre oder 
andere Vorrichtungen angewandt. Diese Vorrichtungen verändern die einzelnen in 
ihnen festgestellten Teilchen und führen sie in eine andere Gesamtheit über, aber 


1) Vgl. z. B. BoHR, N.: Atomtheorie und Naturbeschreibung. J. Springer; Berlin, 1931. 
?) Siehe BoHR, N.: op. cit. 
®) Vgl.: [56]. 
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sie verändern nicht im ganzen jene Gesamtheit, die man als Gesamtheit der kos- 
mischen Strahlung bezeichnen könnte. 

Daher erforscht die Quantenmechanik in Wirklichkeit die objektive, unabhängig 
vom Beobachter existierende Natur der quantenmechanischen Gesamtheit. 

Dabei untersucht die Quantenmechanik die Eigenschaften einer einzelnen Mikro- 
erscheinung, indem sie statistische Gesetzmäßigkeiten studiert. Diese statistischen 
Gesetzmäßigkeiten besitzen einen durchaus objektiven Charakter. So erfolgt z. B. 
der Zerfall radioaktiver Atome in der Natur statistisch gesetzmäßig von selbst, ohne 
irgendeine Einmischung von Messungen. 

Es wäre daher falsch zu behaupten, die Statistik würde durch die Messung in die 
Erscheinung hineingetragen: die statistische Gesetzmäßigkeit besteht unabhängig 
von den Messungen als eine objektive Gesetzmäßigkeit der Natur. 

In der klassischen Physik kann eine Gesetzmäßigkeit auch in einer anderen, nicht 
statistischen Form formuliert werden. Der Zustand eines isolierten Systems wird zu 
jedem beliebigen Zeitpunkt durch seinen Zustand in einem gewissen Anfangszeit- 
punkt eindeutig bestimmt. Ein solcher Ausdruck gesetzmäßiger Zusammenhänge, 
die in der Welt der physikalischen Erscheinungen herrschen, ist aber in Wirklich- 
keit nur genähert. Die Isolierung eines Systems läßt sich in der Natur nur bis zu 
‘einer gewissen Genauigkeit, niemals aber vollständig, verwirklichen und ist auch 
im klassischen Bereich in Wirklichkeit nur möglich, um allereinfachste Gesetz- 
mäßigkeiten auszudrücken. 

Auf alle Erscheinungen ausgedehnt, führt eine solche Kausalität zum Kalvinis- 
mus, zur Prädestination, in der, einem Ausdruck von ENGELS zufolge, ‚die Not- 
wendigkeit zum Rang des Zufalls erniedrigt wird‘). Dabei drängen aber die Posi- 
tivsten dem Materialismus diese beschränkte Auffassung von der Kausalität auf 
und erklären den Materialismus für nicht stichhaltig, wenn diese Auffassung sich als 
nicht universell herausstellt?). 

Im Quantenbereich ist eine Isolierung einer Gesamtheit nur als Ganzes möglich. 
Die Wellenfunktion, die den Zustand der Gesamtheit ausdrückt, ist eindeutig durch 
die SCHRÖDINGERgleichung \ 


ern Hy (129,1) 


für jeden beliebigen Zeitpunkt bestimmt, wenn sie für den Ausgangszeitpunkt be- 
kannt ist. Somit bleibt die einfachste Form des Kausalzusammenhangs für die Ge- 
samtheit erhalten. 

Einzelereignisse dagegen werden durch eine statistische Gesetzmäßigkeit erfaßt. 
Diese Gesetzmäßigkeit ist nicht eine Folge aus den fehlenden gesetzmäßigen Bin- 
dungen innerhalb der Welt der Einzelerscheinungen, wie das die Positivisten be- 
haupten. Im Gegenteil, gerade die statistische Gesetzmäßigkeit ist der Ausdruck des 
allgemein Gesetzmäßigen in den Einzelerscheinungen. 

Es wäre falsch, anzunehmen, man könnte (oder es würde in Zukunft möglich 
werden) den Begriff der klassischen Kausalität auf einzelne Mikroerscheinungen an- 
wenden, wie das für isolierte Systeme möglich ist. Es ist eher wahrscheinlich, daß 
eine solche Isoliertheit in der Welt der Atomerscheinungen überhaupt nicht besteht. 


1) Vgl.: [18]. 
?) Vgl. z. B.: [56]. 
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Wenn dem so ist, dann wird auch diekommende Entwicklungder Atomphysik den 
Weg des Ausbaus und der Vertiefung der statistischen Methode gehen, durch deren 
Erfassung sich die weiteren Gesetzmäßigkeiten im Aufbau der Atome, Atomkerne 
und der Elementarteilchen selbst klären werden!). Die Entdeckung der Energie- 
niveaus der Atome, ferner der Fein- und Hyperfeinstruktur (Energieunterschiede 
in der Größenordnung von 10-12, 10-5, 10-18erg), die durch die Entwicklung der 
Technik des statistischen Experiments erreicht wurde, können als glänzende Veran- 
schaulichung dieser Methode und als bemerkenswerte Bestätigung zu LEenıns These 
von der Erkennbarkeit der Materie und der Unausschöpfbarkeit ihrer Eigenschaften 
dienen. 

Wir wollen nun die Auffassung der Kopenhagener Schule vom Begriff der Wellen- 
funktion untersuchen Mit größter Deutlichkeit wurde diese Auffassung anläßlich 
der Diskussion zwischen Einstein und Bon klargelegt?). In dieser Diskussion 
wurde folgendes Beispiel untersucht: Zwei Teilchen 1 und 2 mögen einen Zusammen- 
stoß erleiden. Ihr Zustand vor dem Zusammenstoß sei zum Anfangszeitpunkt durch 
die Wellenfunktion 

2° (8, %) = y’ (2) Y’ (Re) (129, 2) 


beschrieben. Die Wellenfunktion dieser Teilchen nach dem Zusammenstoß und nach 
Ablauf einer hinreichend langen Zeit möge 7 (x,,x%,) sein. Diese Funktion wird 
nicht mehr das Produkt von Funktionen sein, die getrennt von x, und x, abhängen. 
Jetzt messen wir eine beliebige Größe, die sich nur auf das erste Teilchen bezieht, 
etwa den Impuls 7, dieses Teilchens. Nach dieser Messung wird die Wellenfunktion 
des ersten Teilchens %,, (X,) sein. Wir entwickeln Y (z,, x,) nach den Funktionen 

(2): 
P (2,2%) = [Pr (2) yo (m)dp, (129, 3) 


wo Y, (2,) die Amplituden in der Entwicklung von 7 (x,, x,) nach %% (z,) sind. Er- 
gibt die am ersten Teilchen durchgeführte Messung den Impuls 7,, dann reduziert 
sich die Wellenfunktion auf ein Überlagerungsglied von (129, 3): 


P (& 5%) — Ppı (X) Y%pı (8). (129, 4) 


Daher verändert sich auch der Zustand des zweiten Teilchens, obwohl an ihm 
keinerlei Messungen durchgeführt wurden und obwohl es schon lange nicht mehr in 
Wechselwirkung mit dem ersten steht. Man sagt demzufolge, die ‚Kenntnisse‘ von 
diesem Teilchen hätten sich geändert und somit auch sein Zustand, d.h. in dieser 
Auffassung wird der Begriff des Zustands dem Begriff ‚Kenntnis des Zustands“ 
gleichgesetzt. 


!) In der Folge können solche neuen physikalischen Erscheinungen festgestellt werden, die wir 
heute nicht einmal zu vermuten in der Lage sind und die vielleicht den Aufbau einer nichtstati- 
stischen Theorie der Mikroerscheinungen ermöglichen werden. Behauptungen, die sich jetzt als 
Widersprüche darstellen, können sich in Zukunft als widerspruchsfrei herausstellen. So wurde 
während der Blütezeit der klassischen Thermodynamik jede Behauptung, die Wärme könne von 
selbst von einem kalten Körper zu einem wärmeren übergehen, als offensichtlich unwissenschaft- 
lich und dem ‚zweiten Hauptsatz‘‘ der Thermodynamik widersprechend abgelehnt. Wir wissen 
aber, daß die spätere Entwicklung diese Möglichkeit mit der klassischen Formulierung des zweiten 
Hauptsatzes im neuen Rahmen der kinetischen Theorie der Materie ausgesöhnt hat. 

?) Siehe: Phys. Rev. 48, 696 (1935). 
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Und das ist eben die subjektive Behandlung der Wellenfunktion. Sie hängt damit 
zusammen, daß für die Kopenhagener Schule überhaupt der statistische Charakter 
der Quantenmechanik in den Hintergrund tritt. 

In der Quantenmechanik werden die Zustände der Teilchen in Wirklichkeit nicht 
„an sich‘ festgestellt, sondern durch die Zugehörigkeit der Teilchen zu einer be- 
stimmten (reinen oder gemischten) Gesamtheit. Diese Zugehörigkeit besitzt objek- 
tiven Charakter und hängt nicht von den Kenntnissen des Beobachters ab. Ent- 
sprechen diese Kenntnisse nicht der Natur der Gesamtheit, dann können sie zu 
keinen weiteren als höchstens sinnlosen neuen Kenntnissen führen. 

Wie wir in diesem Lehrbuch erklärten, stellen die Meßgeräte Spektralanalysa- 
toren dar: sie zerlegen die ursprüngliche Gesamtheit nach Untergesamtheiten, 
deren Charakter nicht nur von der Natur der Gesamtheit, sondern wesentlich auch 
von. der Art des Analysators selbst abhängt. 

Im angeführten Beispiel wird eine Analyse nach einem dem ersten Teilchen zu- 
gehörenden Merkmal durchgeführt. Da aber in der ursprünglichen Gesamtheit 
Y (x,, %,) eine durch ihre Wechselwirkung bedingte Korrelation zwischen den beiden 
Teilchen bestand, so trennt die Zerlegung nach dem Merkmal p, gleichzeitig eine 
Untergesamtheit für das zweite Teilchen ab, d.h., nach der Messung gehört dieses 
einer anderen, durch die Wellenfunktion Op, (x,) charakterisierten Untergesamt- 
heit an. 

Die Zustandsänderung des zweiten Teilchens ist daher nicht durch die Änderung 
der „Kenntnisse‘‘ von ihm bedingt, sondern durch die Wechselwirkung zwischen 
dem ersten und zweiten Teilchen vor der Messung. Hätte diese Wechselwirkung 
nicht bestanden, dann hätte auch die Zustandsänderung des ersten Teilchens keinen 
Einfluß auf den Zustand des zweiten gehabt (die Wellenfunktion 7 (x, ,, x,) wäre ein 
Produkt der Funktionen von x, und x, geblieben). Unser Beispiel zeigt besonders 
deutlich das Wesen der durch die Wechselwirkung hervorgerufenen Korrelation. 
Nehmen wir an, der Impuls des ersten Teilchens wäre vor dem Zusammenstoß 
gleich p°, der des zweiten gleich p9 gewesen. Wird dann nach dem Zusammenstoß 
der Impuls des ersten Teilchens gleich p,, dann muß nach dem Impulssatz der 
Impuls des zweiten Teilchens sein: 9, = p? + p% — ?, (9, (2,) ist also eine 
DE BrocLiesche Welle mit dem Impuls 9, = p® + p9 — p,). Die Sortierung der 
Teilchen 1 nach dem Impuls stellt daher zugleich auch eine Sortierung der Teilchen 2 
nach dem Impuls dar. _ 

Wir sehen somit, daß die subjektive Auffassung der Wellenfunktion darauf beruht, 
daß ihre statistische Wesenheit vergessen wird. 

Die Wellenfunktion oder allgemeiner die Dichtematrix charakterisiert objektiv 
die quantenmechanische Gesamtheit!). Eine gegebene Funktion % (oder Dichte- 
matrix) bestimmt sämtliche möglichen Zerlegungen der gegebenen Gesamtheit in 
bezug auf beliebige analysierende Meßvorrichtungen. 

Der Vorgang, ursprüngliche Gesamtheiten nach irgendeinem Merkmal in Unter- 
gesaimtheiten zu zerlegen, geht nicht nur in den Laboratorien, sondern auch unmit- 
telbar in der Natur vor sich. In allen Fällen, wo keine Phasenbeziehungen zwischen 
verschiedenen Zuständen %,(x), die zur Überlagerung 


y(x) = 2 Cn Yn (X), (129, 5) 


!) Die Bedeutung der Wellenfunktion als Charakteristikum einer quanterimechanischen Ge- 
samtheit wird besonders gründlich von NIKOLSKI hervorgehoben. Siehe: [43]. 
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gehören, bestehen, können wir von einer „Messung“ der Größe n sprechen, da in 
diesen Fällen der reine Zustand »(z) durch eine Mischung von Zuständen Yn(%) 
mit den Wahrscheinlichkeiten = |c, |? ersetzt werden kann). 

Nach dieser Analyse können wir den eigentlichen Inhalt der Einsteın-Boaxschen 
Diskussion behandeln. EINSTEIN und seine Mitarbeiter?) behaupteten die Unvoll- 
ständigkeit der Quantenmechanik?). Sie wiesen darauf hin, daß es unmöglich ist, 
gleichzeitig bei einem Teilchen p und x zu messen (obwohl jede dieser Größen ge- 
trennt für sich meßbar ist), ohne unmittelbar auf das Teilchen einzuwirken. Das 
von ihnen angeführte Beispiel gebraucht eine spezielle Form der Funktion: 


ee 
P (x, %g) 2 


— O0 


(4. — 2% — %)P dp SER A ö(z, Ze %, — %o)> (129, 6) 


wo x, eine gewisse Konstante ist. Messen wir zunächst den Impuls des ersten Teil- 
chens und erhalten wir den Wert p, dann geht aus der Zerlegung von (129, 6) un- 
mittelbar hervor, daß der Impuls des zweiten Teilchens — p sein muß. Seine Koor- 
dinate x, dagegen bleibt unbestimmt. An Stelle des Impulses könnten wir auch die 
Koordinate messen. Nehmen wir an, wir hätten den Wert x, = x erhalten. Dann 
folgt aus (129,6), daß die Wellenfunktion des zweiten Teilchens ö(x — x, — %,) 
sein wird, was x2,—= x + x, entspricht, d.h. wir haben die Koordinate des zweiten 
Teilchens bestimmt. Der Impuls des zweiten Teilchens in diesem Zustand bleibt da- 
gegen unbestimmt. EINSTEIN und seine Mitarbeiter folgerten daraus, daß die 
Quantenmechanik unvollständig sei, da sie die gleichzeitige Feststellung von 7, 
und x, ausschließt, obwohl die Meßvorrichtung auf das zweite Teilchen nicht ein- 
gewirkt hat. 

N. BoH& widerlegt in seiner Antwort an EINnsTEIn und dessen Mitarbeiter diesen 
Standpunkt, wobei er vom Komplementaritätsprinzip ausgeht. Er behauptet, die 
Meßvorrichtungen wären grundsätzlich stets so eingerichtet, daß nur p oder x fest- 
gestellt werden können. Die Quantenmechanik wäre daher vollständig, da sie den 
Möglichkeiten der makroskopischen Vorrichtungen entspräche. Aber BoHRs Ant- 
wort enthielt nur zur Hälfte das Richtige. BonR legt seiner Antwort das Komple- 
mentaritätsprinzip zugrunde, stellt die Möglichkeiten der Meßgeräte in den Vorder- 
grund, während das Wesen der Frage in der neuen Natur der Meßobjekte, der Mikro- 
teilchen, liegt, für die der klassische Begriff der Bewegung längs einer Bahn nicht 
anwendbar ist. Ferner läßt Bor die statistische Deutung der Wellenfunktion 
außer acht. Aus dieser Deutung folgt, wie MANDELSTAM als erster gezeigt hat?), daß 


!) Das erfolgt z. B., wenn die verschiedenen y„ (x) angehörenden Bündel räumlich divergieren. 
‘Wir bemerken noch, daß es keinen Sinn hätte, die in der Quantenmechanik errechneten Wahr- 
scheinlichkeiten in kinetischen Gleichungen zu verwerten, wenn die erwähnte Zerlegung nicht 
objektiv in der Natur vor sich ginge: Die Praxis ergibt daher, daß diese Anwendung der Quanten- 
mechanik wohl zu den wichtigsten gehört. 

?) Siehe Einstein, A., PODoLskı, B., und Rosen, N.: Kann man sagen, ‚daß die quanten- 
mechanische Beschreibung der physikalischen Realität vollständig ist? Uspechi 16, 440 (1936). 

3) Es handelt sich um die Vollständigkeit der Quantenmechanik innerhalb. ihres Anwendungs- 
bereichs. Daß die Entwicklung der physikalischen Theorie der Mikrowelt mit der Quanten- 
mechanik nicht abgeschlossen ist, wird von niemanden bestritten. 

4) Nichtveröffentlichte Vorlesungen über Quantenmechanik von MANDELSTAM an der Mos- 
kauer Staatl. Universität im Jahr 1939. 
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es sich in dem von EINSTEIN angeführten Beispiel um die Zerlegung der ursprüng- 
lichen Gesamtheit Y(x,, x,) in verschiedene, einander ausschließende Unter- 
gesamtheiten (einmal nach dem Merkmal p,, das andere Mal nach x,) handelt. Die 
Änderung des „Zustands“ für das zweite Teilchen aber ist, wie wir oben dargelegt 
haben, nicht mit der Einwirkung der Meßvorrichtung verbunden, sondern mit der 
Korrelation der beiden Teilchen, wie sie vor der Messung bestand. 

Bei der Kritik der Quantenmechanik auf Grund der Unmöglichkeit, selbst bei 
Nichteinwirkung der Meßvorrichtung gleichzeitig p und x messen zu können, über- 
sehen EINSTEIN und seine Mitarbeiter die grundsätzlich andersartige Natur der 
Mikroteilchen. Sie setzen unausgesprochen voraus, daß die Mikroteilchen sich nicht 
von klassischen Teilchen unterscheiden und nur die Einwirkung der Apparatur die 
Ursache der Unbestimmtheitsbeziehung ist. Die Meßgeräte sind aber sowohl in der 
makroskopischen Physik wie in der Quantenphysik klassische Geräte. Es handelt 
sich also gar nicht um die Vorrichtungen. Die Unmöglichkeit der gleichzeitigen 
Messung von p und & entspringt nicht der Unvollkommenheit der gegenwärtigen 
Meßvorrichtungen, sondern ist durch die andere, vom Wesen der klassischen Teil- 
chen verschiedene Wesenheit der Mikroteilchen bedingt. 

Es ist überhaupt falsch, anzunehmen, das gegenwärtige physikalische Experiment 
sei zu ungenau, um gleichzeitig die „wirklichen“ Impuls- und Koordinatenwerte von 
Mikroteilchen zu messen. Im Gegenteil, es ist hinlänglich genau, um zu beweisen, 
daß für Mikroteilchen dieses Größenpaar in der Natur nicht gleichzeitig existiert. 
Wir bringen ein Beispiel, das diese Behauptung veranschaulicht!). Ausder Streuung 
von Röntgenstrahlen oder Elektronen an Atomen kann die Verteilung der Elek- 
tronen innerhalb der Atome (d.h. |y (r) |? (vgl. $79) gefunden werden. Dieses Ex- 
periment bedeutet also, die Elektronenkoordinaten innerhalb des Atoms be- 
stimmt werden können. Das Ergebnis eines solchen Versuchs an Heliumatomen 
brachten wir in Abb. 56. Aus ihm folgt, daß ein erheblicher Teil der Elektronen in 
‘einer solchen Entfernung vom Atommittelpunkt festgestellt wird, daß die Gesamt- 
energie E, des Ausgangszustands kleiner als die potentielle Energie U (r) wird?). 

Wir nehmen nun an, das Elektron besäße im Atom sowohl einen gewissen Impuls p 

p? 
2m 
+ U (r), wodurch für alle in einem Abstand größer als 0,6 Ä (vgl. Abb. 56) fest- 


als auch eine gewisse Koordinate r, dann wäre die Gesamtenergie gleich E, = 


2 
gestellten Elektronen > <0,d.h. der Impuls imaginär wäre. Das aber ist, von 


welchem Standpunkt man auch ausgehen mag, ein offensichtliches Absurdum. 


!) Im Grunde kann jeder beliebige Quantenversuch als solche Veranschaulichung dienen. 
2) Die Gesamtenergie eines Elektrons beträgt im Heliumatom E, = 24,47 eV (vgl. $117). 
Anderseits ist die potentielle Energie des Elektrons gleich 
ZF (r) e? 
Ule)=— R ’ 
wo Z* (r) die effektive Kernladung ist. Bei r.>a (a = 0,53 Ä ist der Halbmesser der Bon&schen 
Bahn) ist Z*(r)&1 (d.h. die Elektronenwolke ist vorwiegend in Kernnähe im Abstand r< «a 


2 
konzentriert; (vgl. Abb. 56). Folglich ist für r >a U (r) >— = — 27,1 eV. Noch einfacher 


wären unsere Überlegungen beim Wasserstoffatom, wo nur ein einziges Elektron vorhanden ist. 
Es ist leicht zu berechnen, daß im Grundzustand des Wasserstoffs (E, = — 13,55 eV) 23% der 
Elektronen im Bereich solcher r festgestellt werden, für die U(r) > E, ist. 
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Eine andere Möglichkeit bestünde in der Annahme, die wirkliche Energie des 
2 2 
Elektrons im Atom wäre doch gleich Z — 3 + Ur) (> ) und die in der 


Quantentheorie untersuchte Energie Z, ist nur ein gewisser Mittelwert dieser „wirk- 
lichen“ Energie: E,= E. Diese Annahme bedeutet aber, daß die Ionisierungs- 
energie für verschiedene Atome der gleichen Substanz, die sich nach dem Stand- 
punkt der Quantenmechanik im gleichen Zustand EZ, befinden, in Wirklich- 
keit verschieden wäre. Die Schwankung dieser Energie AE = E— E, wäre der 
Größenordnung nach gleich E,!), was für ein Heliumatom etwa 20 eV bedeuten 
würde; die Zahl der Elektronen, die mit Bestimmtheit an dieser Schwankung teil- 
nähmen (d.h. Elektronen mit U (r) > E) wäre gleich 20%. Diese Schlußfolgerung 
widerspricht aber völlig jedem beliebigen Experiment zur Bestimmung der Ioni- 
sierungsenergie, z. B. dem Versuch von FRANck und HERTZ oder den Versuchen zur 
Bestimmung der Grenze des Photoeffekts. In Wirklichkeit wird nichts beobachtet, 
was dieser Schwankung im Wert der Ionisierungsenergie ähnlich wäre. 

Die Annahme, ein Atomelektron besäße in einem gegebenen Energiezustand 
irgendwelche verborgenen Werte für das Größenpaar (p, x) widerspricht somit der 
Erfahrung. 

Aus der Tatsache, daß das klassische Größenpaar (p, x) nicht das Charakteristi- 
kum der Bewegung von Mikroteilchen bildet, folgern die Positivisten, daß die Teil- 
chen außerhalb des Raumes und der Zeit existieren. Dabei betrachten sie die Teil- 
chen nicht als eine objektive Realität, sondern als einen Begriff, der dazu dient, die 
Beobachtungsergebnisse in ein mathematisches Schema zu bringen. 

Die Quantenmechanik besitzt aber einen einfachen Ausdruck für die Tatsache, 
daß sich das Teilchen unabhängig von einem Beobachter in Raum und Zeit befin- 
det, nämlich die Normierungsbedingung 


iv (Pd =1. (129, 7) 


Diese Bedingung bedeutet, daß das Teilchen zu jedem beliebigen Zeitpunkt (t) in 
einem Raumpunkt (x) lokalisiert werden kann. Mit anderen Worten, das Teil- 
chen kann immer in eine solche Wechselwirkung gebracht werden, daß es seine kor- 
puskulare Natur äußert. Dabei geht es in einen Zustand über, bei dem der Impuls 
als physikalisches Charakteristikum von Teilchenzuständen seinen Sinn verliert. 
Haben wir es jedoch mit einem Zustand zu tun, in dem der Teilchenimpuls einen 
bestimmten Wert besitzt ‘eine sehr schmale Gruppe DE BrocLiIzEscher Wellen), so 
können in diesem Zustand die Teilchen zu einem beliebigen Zeitpunkt in einem be- 
liebigen Punkt eines (im Vergleich zur Wellenlänge) großen Raumbereichs lokali- 
siert werden. 

Es gibt also keinen Fall, in dem die Quantenmechanik mit Objekten außerhalb 
des Raumes und der Zeit operieren würde: Die reelle Quantengesamtheit ist immer 
in einem endlichen Raumbereich verwirklicht und besteht als solche eine endliche 
Zeit. Doch zeigt die Quantenmechanik, daß die Bewegung von Mikroteilchen in 
Raum und Zeit nicht mit der Bewegung materieller Punkte auf Bahnen identifiziert 
werden darf. Die Bewegung längs Bahnen ist nach der Quantenmechanik ein Spe- 
zialfall, der nur annähernd unter bestimmten Umständen verwirklicht wird 
(vgl. $ 34). 


!) In Wirklichkeit ist nach der Voraussetzung Z gleich 2, < (0, und firr— = E20. 
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Das scheinbare Paradoxon der Quantenmechanik entsteht nur in jenen Fällen, 
wo versucht wird, die neuen, von ihr festgestellten Gesetzmäßigkeiten vom Stand- 
punkt der klassischen Mechanik aus zu begreifen. Dabei verallgemeinert aber die 
Quantenmechanik die klassische Mechanik, vertieft und erweitert, über die engen 
Grenzen der Vorstellungen des klassischen Atomismus hinaus, den Begriff der Bewe-. 
gung. Demzufolge wärees falsch, die Vorstellung von der Bewegungder Teilchen längs 
einer Bahn als ‚letzte Wahrheitsinstanz‘‘ zu betrachten. Lenın betont in seinem 
‘Werk ‚‚Materialismus und Empiriokritizismus‘“, daß die Grundlage der materia- 
listischen Erkenntnistheorie in der Anerkennung der Objektivität der Natur und 
der ihr eigenen Gesetzmäßigkeit liegt und sagt: 

Doch der dialektische Materialismus betont nachdrücklich, daß jeder wissen- 
schaftliche Lehrsatz über die Struktur und die Eigenschaften der Materie nur 
relative, annähernde Geltung hat, daß es in der Natur keine absoluten 
Schranken gibt, daß die sich bewegende Materie Verwandlungen durchmacht 
aus dem einen Zustand in einen anderen, der von unserem Gesichtspunkt aus 
anscheinend mit dem vorhergehenden unvereinbar ist usw. Mag vom Stand- 
punkt des „gesunden Menschenverstandes‘“ die Verwandlung des unwäg- 
baren Äthers in wägbare Materie noch so wunderlich, dasFehlen jeder anderen 
als elektromagnetischen Masse beim Elektron noch so ‚seltsam‘, die Be- 
schränkung der mechanischen Bewegungsgesetze auf nur ein Gebiet der Na- 
turerscheinungen und ihre Unterordnung unter die tieferen Gesetze der elek- 
tromagnetischen Erscheinungen noch so ungewöhnlich sein usw. — das alles 
ist nur eine weitere Bestätigung des dialektischen Materialismust). 


Die Quantenmechanik hat die Beschränktheit der klassischen Atomtheorie ge- 
zeigt und qualitativ neue Eigenheiten der Mikrowelt entdeckt, die in der Technik 
und in der Praxis des physikalischen Experiments ihre vollständige Bestätigung 
gefunden haben. | 

Die Quantenmechanik muß daher vom Standpunkt des dialektischen Materialis- 
mus aus als die wichtigste Etappe in der Entwicklung der Atomistik des 20. Jahr- 
hunderts betrachtet werden. Diese Etappe zeugt von der außerordentlichen Macht 
des menschlichen Verstandes, dem es gelang, im scheinbaren Chaos der. Mikro- 
erscheinungen hinsichtlich ihrer Allgemeingültigkeit und Genauigkeit überraschende 
Gesetzmäßigkeiten festzustellen. 


1) Lenin, W.I.: Materialismus und Empiriokritizismus, S. 251—252, Dietz Verlag 1949. 
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Anhang 


Die Fourier-Transformation 


Wir erwähnen zunächst das DirıcaLeTsche Integral, das in der Theorie der 
Fovrikrintegrale eine Rolle spielt: 


b 
‚41 sin mz 
lim „[e® = dz, (1) 
G 


M>& 


wo © (z) eine beliebige Funktion ist. Dieses Integral weist folgende Eigenschaften auf: 
l.ista,b>0 odera,b< 0, dann ist dieses Integral gleich 0; 2.ist« <0,b >0, so 
ist es gleich » (0) (für stetige Funktionen)!). Wir können die unter dem Integral- 


zeichen stehende Funktion - ur und die Wahl der Grenze (m— &) durch das 


Symbol ö (z) an so daß das Integral folgende Form erhält: 


MM @) öl) d —0, wenn a,b>0 oder a,b<P0, @) 
2 
(0), wenn a<O, b>0. 


Das Symbol ö (z) wird oft als ö-Funktion (Deltafunktion) bezeichnet. Die allgemeine 
Definition des ö-Symbols ist im Anhang III gegeben. Wir gehen zum Beweis der 
Äquivalenz der Formeln (13, 1), (13, 3) bzw. (13, 5), (13, 6) über und wollen, um die 
Berechnungen abzukürzen, den eindimensionalen Fall behandeln und die Richtig- 
keit der Gleichung 


+ Eu 
sr ..g_\n 
- [o (Pz) Pz 9 (Pz) an. [vw (®) (22) y(a)dz, (2) 
beweisen, wo @(p,) die FourRIErRkomponente von y(x) ist: 
+ 

Pe, 
P (Pz) = y(e)- Tau (4) 

(Arch) !® 


!) Siehe z. B.: [53]. 
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und r ein positiver ganzer Exponent. Zum Beweis setzen wir in (3) an Stelle von 
© (Pz) und 9* (pz) die entsprechenden Ausdrücke aus (4) ein. Wir haben dann: 


+ + + 
 Pe® BE ei 
— NE We; 5 € R 
p2 = | dpı | v* (@) —r. da’ pr | ie) —. de. (5) 
(2rch) '* (2rch) '? 


me 0 n —i nn 
An Stelle des Produkts pre können wir auch schreiben ( h 7) € . Dann 
erhalten wir: 


+ + 


-L oo 
. ; Pa? . DPxıt% 
R’ dp: m R ‚ BE 
Pz = IE iv (eo ae [von (i%2.) e dz. (6) 


— 00 


Wir führen im letzten Integral eine »-malige partielle Integration durch, wobei wir 
annehmen, daß (x) und ihre Ableitungen an den Integrationsgrenzen = — 
gleich Null werden. Wir finden: 


+0 -+ oo 5 + % 
7 dPz Km! ‚BE. ’ ee . % . 
Pr=|5,n|? (x) e dx |e mu | y(a)dz; (7) 


Jetzt ändern wir die Reihenfolge der Integration und integrieren zuerst nach 92: 


+0 + + oo ' 
= u ee a dpe 
Ze Kim! ’ “ 


Nun führen wir die Variablen £ = z= x — rein. Führen wir im letzten Inte- 


= ’ 
gral von (8) die Integration nach Z in den endlichen Grenzen von — m bis + m 
durch und gehen wir danach zur Grenze m—> © über, so können wir (8) in folgender 
Form schreiben: 


+0 +00 
zz le in.) ver|ar-im (w (+2 a m 
0x Bi 


— 0° =—-09 


PR ke (8°) 
0 \” 
- (I #2) voalar[v (x +2) ö (2) da. 
Nach 2) = — o,b=-+%),9(2)= y*(x-+ z) haben wir 


+ oo 
— . 0 n j 2 \n 
Pr - /\(-9.) va] yv*(z) dx -[v (0-87) y(a)de. (9) 
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Damit ist (3) bewiesen. Eine ganze rationale Funktion von p, hat die Form F(p,) 
—= $ a,„?z. Wir haben 
N 


FR zu gu [ven vre- 


ur (x) r(-2) y(r)dı. 


Somit ist die Äquivalenz von (13,3) und (13,6) für den eindimensionalen Foll be- 
wiesen. Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen besteht in einer Vermehrung 
der Integrationen und ist daher trivial. (Es genügt, die Äquivalenz von (13,3) und 
(13, 6) für das Mittel von p% ’D. « p! zu beweisen, wo m, n, l ganze und positive Ex- 
ponenten sind). 

Die Richtigkeit der Gleichung 


(10) 


ze * (m) ar inir=|er () (i%5-.) ®(Pz) dPz (11) 


— (5) 


folgt aus der Richtigkeit von (3), wenn man berücksichtigt, daß nach dem FOURIER- 
schen Satz 


vya)= nn z 1, @Pe / (4) 


Ersetzen wirin (3) odurch y, p, durch x, und ersetzen wir gleichzeitig : durch — ü 
im Exponenten der Formel (4), so erhalten wir aus (3) und (4) die Formeln (11) und 
(4’). Aus (11) folgt weiter: 


in a) 
ı) = 2 An X - fe (Pz) r(in;..) ® (Px) dr. (12) 


—oo 


Das ist der Spezialfall von (13,5) für eine Dimension. Die Verallgemeinerung auf 
drei Dimensionen ist wiederum trivial. 
1I 


Die Eigenfunktionen im Fall der Entartung 


Die zum Eigenwert L, gehörenden Eigenfunktionen %ız(k=1,2,...,f) sind 
linear unabhängig, d.h. zwischen ihnen bestehen keine Beziehungen der Form 


S 
‚Z Ak Ya = 0, (1) 


wo a, gewisse Konstanten sind. Würden solche Beziehungen bestehen, so bedeutete 
das, daß eine oder mehrere Funktionen durch andere ausgedrückt werden, d. h. die 
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tatsächliche Zahl der verschiedenen Eigenfunktionen, die zu ZL, gehören, wäre nicht 
gleich f, sondern kleiner. Sind die Funktionen %,; nicht untereinander orthogonal, 
so können wir neue Funktionen einführen, die wir aus y„, durch die lineare Trans- 
formation 


f 
Ina = AnkYaks a=1,2,...,f. (2) 


erhalten. Infolge der Linearität der Gleichung für die Eigenfunktionen werden die 
Funktionen 9% wiederum Eigenfunktionen des Operators L sein und zum Eigen- 
wert L,„ gehören. 

Aus der Bedingung der Orthogonalität der Funktionen 9,.: 


[Re Onp IX = ÖnB 3) 


folgen die Bedingungen für die Bestimmung der Koeffizienten a, : 


Bi f 
SD afrAgw Sr — Öap, (4) 
k=1k=1 
wo S;w gleich | 

Ser — [ ynr Une E% (5) 
ist. 

Die Möglichkeit, die den Bedingungen (4) entsprechenden Koeffizienten a,;, zu 
berechnen, folgt in Analogie zur Geometrie. Wir betrachten die Funktionen %,r 
als Einheitsvektoren j; in einem Raum mit f Dimensionen und s; als skalare Pro- 
dukte (jx, jr). Dann kann (2) als eine Transformation von einem schiefwinkligen zu 
einem rechtwinkligen Koordinatensystem in einem Raum mit f Dimensionen be- 
trachtet werden!). Daraus wird es klar, daß die Transformationen (2) nicht die ein- 
zige ist: haben wir ein orthogonales Koordinatensystem erhalten, so können wir es 
noch beliebig drehen. 

Sind z. B. die Funktionen y„; bereits orthogonal, soist 835% = Örp , und aus (4) 
folgt dann: 


/ * 
„2 06% dgk = Önp- (6) 


Das sind aber die Bedingungen für die Koeffizienten der orthogonalen Transfor- 
mation eines orthogonalen Funktionensystems %,; in ein neues System wiederum 
orthogonaler Funktionen 9,„. Somit werden die zu einem Eigenwert L, gehörigen 
Eigenfunktionen nur mit bis auf eine orthogonale Transformation der Form (2) 
mit den der Bedingung (6) folgenden Koeffizienten bestimmt. 


Ill 


Die Orthogonalität und Normierung von Eigenfunktionen 
des kontinuierlichen Spektrums. Die d-Funktion | 


Wir integrieren die Gleichung für die Eigenfunktionen 
Ly(z,L)=Lv(x%,L) (1.) 
1) Näheres über die Orthogonalität von Funktionen siehe: [15]. 
510 


ORTHOGENALITÄT UND NORMIERUNG VON EIGENFUNKTIONEN DES SPEKTRUMS 


nach ZL über das kleine Intervall AZ. Wir erhalten: 


‚L+4b 


LAy(e,L)= | Ly(e,L)dL, (2) 
wo ü | 
L+AL 
Ay(&,D)= | y(@,D)dL. (3) 
L 


Diese Größe wird das Eigendifferential (des Operators L) genannt. Ein Beispiel 
eines solchen Eigendifferentials stellt die im $ 7 untersuchte Wellengruppe dar. Wir 
werden beweisen, daß nicht die Funktionen selbst, wohl aber die Eigendifferentiale 
orthogonal sind und normiert werden können. Dazu integrieren wir auf gleiche 
Weise die komplex konjugierte Gleichung 


L* w* (x, L’) = L’y* (x, L’) (4) 
nach ZL’ und finden: 
LD+4D 
L*Ay*(«,2)= [ D’y*(a,D’)dL.' (5) 
L’ 


Multiplizieren wir (2) mit Ay* (x, L’) und (5) mit Ay (x, L), subtrahieren wir das 
eine Resultat vom anderen und integrieren wir nach x, dann erhalten wir: 


[ax {Ay* (, 1) LAy (x, L) — Ay (zw, L)  L* Ay* («,2)} = 
L+4AL LV +41 (6) 
-/dxz | daL | dU(L-TD)y*(a,L2)y(x,LD). 
L L’ 


Infolge der Selbstadj ungiertheit des Operators Z ist die linke Seite gleich Null, und 
rechts können wir bei kleinen AZ und AL’ die Differenz L — L’ vor das Integral- 
zeichen setzen. 


Dann erhalten wir: 


(L—- ID) /[dx- Ay* (&, 2) Ay, D)=0. (7) 
Wenn sich die Intervalle AL und AZ’ nicht überdecken, soist L + L’. Daraus folgt 
[dx- Ay* (@,1) Ay, DL) = 0, (8) 


d.h. die Orthogonalität der Bigendifferentiale. Fallen AL und AL’ aufeinander, so ist 
das Integral (8) nicht gleich Null. Es ist leicht nachzuweisen, daß es in bezug auf 
AL klein von erster Ordnung ist. Denn das Integral 


I=[dx- Ay*(x,L) Ay (x, L) (9) 
kann durch das Integral 
Lı 
U = (dx: Ay*(&,12) | y(a,D)dL, (10) 
L, 


ersetzt werden, wobei L, und L, so gewählt sind, daß der Abschnitt (Z, L+ AL) 
innerhalb des Abschnitts (Z,, L,) liegt. Infolge der Orthogonalität der Eigendiffe- 
rentiale wird das Integral über die Abschnitte (Z,, Z) und (L+ AZ, L,) zum Inte- 
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gral (9) nichts mehr hinzufügen. Daher sind (9) und (10) einandeı gleich. Aber bei 
AL— 0 geht (10) ebenso nach Null wıe AL. Es läßt sich also bei Wahl eines ge- 
eigneten Normierungsfaktors stets einrichten, daß 


ni. 
an 6 
das heißt 
fax: Ay*(&,L) Ay (a, L)= AL (11) 
bei AL— 0. 


Die Formeln (8) und (11) können in eine vereinigt werden, die die Normierung 
und Orthogonalität der Eigendifferentiale ausdrückt. 


fax Ay*(x,L) Ay(xz,L)= AL oder 0, (12) 
je nach dem, ob die Intervalle Z, Z + AL und L’, L’+ AL ineinanderfallen oder 
nicht. Integrieren wir (12) über dZL, dann können wir (12) folgende Form geben: 


fax -Ay*(&z,2’)y(z,L)=1 oder 0, (12’) 


je nach dem, ob der Punkt L’ = Lın das Intervall L’, L’ + d&Z fällt oder nicht. Die 
Bedingung der Orthogonalität und Normierung (12) oder (12’) kann mit Hilfe eines 
besonderen Symbols für die Funktionen selbst formuliert werden. Dazu ändern wir 
in (12) die Reihenfolge der Integration nach x und dL’: 


L’+4AL 


/ av’ | y (x,L) y* (0, 0’)de=1 oder 0. (13) 
L’ 
Nun führen wir die Bezeichnung 
[ve (@, DD) y(s,Dda=6(1'- 1). (14) 
ein. Dann folgt aus (13): 
L’+4L 
[ av-s(7—D)=1 oder 0, (15) 


£ 
'je nach dem, ob der Punkt ZL’ = Lin das Intervall ZL’, L’ -+ AL fällt oder nicht. 
Diese letzte Gleichung werden wir als die Definition des Symbols 6 (L’ — L) be- 
trachten, das 6-Funktion oder Diracsche Funktion genannt wird (in Wirklichkeit ist 
es keine Funktion, sondern ein Funktionssymbol). 

Aus (15) folgt nach (21, 11), daß 


b 
jr@)8(”— Ddl’=jf(L) oder 0, (16) 


je nach dem, ob der Punkt L’ = Lin das Intervall (a, 5) fällt oder nicht. Um (16) 
zu beweisen, genügt es, das Intervall (a, b) in so viele kleine Abschnitte zu zerlegen, 
so daß in jedem von ihnen die Funktion f (L’) vor das Integralzeichen gesetzt werden 
kann (dazu muß sie stetig sein). Nach (15) wird das Ergebnis der Integration in 
allen Abschnitten gleich Null sein, mit Ausnahme eines beliebig kleinen, der den 
Punkt L’=L enthält. In diesem Abschnitt wird nach (15) das Integral von ö 
gleich 1 sein. | 
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Statt von der Normierung und Orthogonalität der Eigendifferentiale (12) zu 
sprechen, werden wir sagen, die Eigenfunktionen sind auf die ö-Funktion (14) nor- 
miert. | 

Als Beispiel bringen wir die Normierung der Eigenfuriktionen des Impulsopera- 
tors 9%. Diese Funktionen sind: 

Dz % 


Yor (2) = Nr * ; (17) 


wo N,„, der gesuchte Normierungsfaktor ist, der a priori von p, abhängen kann. Wir 
bilden das Integral (14): 


Ho, 
F (Pz—Pz) x 


* * * 
[ent Yrz (x) dz == N.;; N | e h dz = 


=— 09 


* ; (Pz— Pz) T 
a in | en (18) 
m> h 
9 sin]. (P% nn . 
—= N, N,.’h-lilm— ———. 
ee (Pz — P:) 
| . .l sinmz _. ei 
Setzen wir das dem DIRIcHLETschen Faktor lim ee gleich, der die Eigen- 
m>0 Se 
schaft einer ö-Funktion von z besitzt (s. Anhang I, Formel (1)), so finden wir, daß 
IK72 (2) vn, (2) dx = Ny, N,’ 2nh-6 (Pr — P). (19) 
Daraus bestimmen wir den Normierungsfaktor: 
|N„2rh=1, N„= (Onh)?. (20) 


(Selbstverständlich könnte noch ein Phasenfaktor e!?(Pz) mit eingeschlossen wer- 
den, wo geine reelle Funktion ist, aber dafür besteht keinerlei Notwendigkeit.) 


IV 


Die Bedeutung der Vertauschbarkeit von Operatoren 


Wir werden den folgenden Satz beweisen: Besitzen zwei Operatoren L und M 
ein gemeinsames Gesamtsystem von Eigenfunktionen, so sind sie vertauschbar. 
Wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenfunktionen mit y, (2). Wir haben dann: 


Lassen wir auf die erste Gleichung den Operator M und auf die zweite den Ope- 
rator L einwirken und subtrahieren wir die Resultate voneinander, so erhalten 
‚wir: 

ML = I, Mawn, LMwn= InMn Ya, (ML—- LM) mn=Vd. (2) 
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Da jede Funktion nach Funktionen %, (x) entwickelt werden kann, erhalten wir: 


(ML — LM) 9= 3. (ML—- LM) m=0, (3) 


d.h. wir bekommen bei der Anwendung des Operators ML — LM auf jede belie- 

bige Funktion Null. In der Sprache der Operatoren bedeutet das die Vertauschbar- 

keit der Operatoren: 
ML—-LM=0. (4) 


Jetzt wollen wir zeigen, daß die vertauschbaren Operatoren L und M auch ge- 
meinsame Eigenfunktionen besitzen. Die Gleichung für die Eigenfunktionen des 
Operators L lautet: 

Ly=Ly. (5) 


Lassen wir auf diese Gleichung den Operator M einwirken und ändern wir die 
Reihenfolge ML in LM ab, so erhalten wir: 


LMy=L(Mpy). (6) 


Daraus folgt, daß y’ = M» ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators L ist, die 
zum Eigenwert L gehört. Ist keine Entartung vorhanden, dann gehört zum Wert Z 
nur eine Funktion, daher kann sich y’ von y nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden, d.h. 9 = My. Somit gilt: 


My=My, (7) 


woraus folgt, daß y ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators M ist. Im Falle der 
Entartung kann y’ eine lineare Kombination von Funktionen y. (k=1,2,...,f) 
sein, die zum Eigenwert .L gehören: 


f 
v=Myp= 2 Hır Der Bel 2, (8) 


Wir können jedoch an Stelle der Funktionen y; auch ihre lineare Kombinationen 
nehmen (s. Nachtrag II): 


F 
P= 3 ar pr, (9) 


1 


x 
N 


wobei die a; so gewählt werden können, daß die neuen Funktionen & Eigenfunk- 
tionen des Operators M werden: 


Mo=Mp. (10) 


Setzen wir hier aus (9) ein und benutzen wir (8), so finden wir nach Gleichsetzung 
der Koeffizienten von yr: 


„2, Yıx üp = Ma;, k= 12,04 sl (li) 
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Das ist ein System homogener algebraischer Gleichungen für die Bestimmung der 


Koeffizienten a;. Es besitzt nur dann eine Lösung, wenn seine Determinante gleich 
Null ist: 


(12) 


Aus dieser Gleichung finden wir die Wurzeln M,, M,,..., My. Für jede dieser 
Wurzeln (M,„) bekommen wir eine besondere Lösung der Gleichungen (11) a, Go,» 
0.5, @ay, und folglich nach (9) eine Eigenfunktion: 


— Sry Un. (13) 
k=1 


Die neuen Funktionen 9, («=1,2,..., f) werden, da sie Linearkombinationen von 
7, sind, Eigenfunktionen des Operators Z sein, die zum Wert Z gehören, und zu- 
gleich damit auch Eigenfunktionen des Operators M, die zu den Werten M= M,, 
M,,..., M,..., My gehören. 


V 
Die Kugelfunktionen Yy„ (9, v). 


Wenn wir die Eigenwerte des Operators zum Quadrat des Drehimpulses #7? er- 
mitteln, begegnen wir der Gleichung (25, 14) für Kugelfunktionen: 


1 0 Oy 1 P 
sin® 08 (ins5?) Ton sin29 F at e (1) 


Wir müssen die Eigenfunktionen dieser Gleichung (d.h. die stetigen, eindeutigen 


und endlichen Lösungen im ganzen Änderungsbereich der Variablen 0O<s®=<z, 
0sos2n) finden. 


Wir separieren zuerst die Variablen $ und a. Dazu setzen wir: 


y=90).d(p). (2) 
Die Substitution von (2) in (1) führt zur Separation der Variablen, falls wir setzen: 

d2® n 

de: — m?®d. (3) 
Daraus folgt: 

On (p) = ei"r. (4) 
Damit ®,„ eine eindeutige Funktion von 9 ist, muß m eine ganze Zahl sein: 

m=0, I, 42... (5) 
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Setzen wir (4) in (1) ein und dividieren wir durch ®„, dann erhalten wir die Glei- 
chung für © 
1 d/. „dO 
een sin2® insg ® zu 19 —. (6) 


An Stelle von % führen wir eine neue Variable ein: 


E=c0sd, —1sis-+t]l, dE= —sinddd (7) 
und betrachten © als Funktion von £&. Dann wird aus (6): 
m? 
a 90" — 280° +2 => 50-0. (8) 


Wir wollen das Verhalten der Lösung von © in der Nähe der singulären Punkte 
&= + 1der Gleichung RU N. Wenden wir uns vorerst dem Punkt = +1 


zu. Wir führen die Variable z—= & — lein. Dann bekommen wir aus (8): 
Do DZ LEER m? _ 
< ze es Ferm|o=0. 9) 


Wir suchen © in Form einer Potenzreihe von z: 


Vor allem müssen wir die Potenz y bestimmen, mit der die Reihe beginnt. Bei 
2 — Dist 


= mr. 
Setzen wir diese Lösung in (9) ein und vernachlässigen wir die unendlich kleinen 
Größen kleinerer Potenz als 27-2, so erhalten wir aus (9): 
m? 
9 D+Y7-—|02=0, 
woraus folgt: 


mM 
Vin: (1) 


Den gleichen Wert für y erhalten wir bei der Entwicklung in der Nähe des singu- 
lären Punktes &= — 1. Damit die Lösung bei & =,, endlich bleibt, muß in (10) 
gesetzt werden: 


Im! 
Zr l 
m Mm 
d.h. fürm>0isty=-— ,füm<0y= 9: Die zweite Lösung von (11) wird 
unendlich. Wir können es © in folgender Form nehmen: 
| m | 
9=(1-— Tv 5 (13) 
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wo v eine Potenzreihe von z ist. Jetzt ist es für uns zweckmäßiger, v als Reihe von £ 
zu nehmen: 


= )5#. (14) 


Setzen wır (13) in (8) ein, so erhalten wir: 
1—£23)9’ — 2(m|+1)EV +A—|m|— md)v=0. (15) 


Führen wir hier die Reihe (14) ein und setzen wir die Koeffizienten der gleichen 
Potenzen von £ gleich, dann erhalten wir eine Rekursionsformel zur Bestimmung 
der Koeffizienten b,: 


+2, +Dddb4.=Pe—N)+2(m| +19 — A+|m|+ m?]b,. (16) 


Bricht die Reihe (14) bei irgendeinem Glied mit der Nummer v» = k ab, dann wird v 
ein Polynom %k-ten Grades und folglich (13) eine endliche, stetige und ein- 
deutige Lösung, d.h. eine Eigenfunktion der Gleichung (1). Aus (16) folgt, daß die 
Reihe nur in dem Fall abbrechen kann, wenn: | 


k(k—1)+2(m| +) k—A+ |m| + m2=0, 


d.h.: 
= (k+|m))(k+|m|+)). (17) 
Setzen wir: 
k+|m|= 1, (18) 
dann bekommen wir: | | 
A=1(+]), 1=0,1,2,3,... (19) 
|m|=0,1.2,..., I (20) 


Es läßt sich beweisen, daß es andere Eigenfunktionen für die Gleichung (1) nicht 
gibt). | 

Die Lösung von ©, die zu den charakteristischen Zahlen ! und m gehört, wollen 
wir mit 


9 (&)= Pirl(£), = cos. (21) 


bezeichnen. Differenziert man die Gleichung (15) nach £, so erhält man eine Glei- 
chung, ın der |m| durch |m| + 1 ersetzt ist. Bezeichnet man daher die Lösung für 
m —= 0 mit P, (£), dann ist 
Im z del 
AI=-1—- )? damı Fre). (22) 
P, (£) ist ein Polynom ersten Grades und wird LesenDr&esches Polynom genannt. 
Sein Koeffizient wird gewöhnlich so normiert, daß 
PUW)=1. (23) 
Für |m| = 0 erhalten wir aus (16): 
KESENTEE) 
ra ——— — — — — b,. 24 
Mayor en 


t) Siehe BECHERT: Ann. d. Phys. 83, 906, (1927). 
517 


ANHANG 


Daraus ersehen wir, daß das Polynom P/,, wenn wir b, #0, 5b, = 0 nehmen, nur 
gerade Potenzen von £, bei b, = 0, b, + 0 dagegen ungerade Potenzen enthalten 
wird. Wählen wir b, (bei geradem !) oder b, (bei ungeradem !) so, daß (23) eingehalten 
bleibt, dann können wir sämtliche Koeffizienten des Polynoms P; berechnen. Es 
läßt sich nachweisen, daß das entstehende Polynom durch die Formel 


di! 


1 
RPO=-AHd=-gyga®—) (25) 


dargestellt werden kann. Berücksichtigt man (2), (4) und (21), so erhält man die 
Eigenfunktionen der Gleichung (1) in der Form 


Yım (8, 9) = Nm P}”! (cosd) eine, (26) 


wo Nm der Normierungsfaktor ist. Die Berechnung dieses Normierungsfaktors, die 
wir übergehent), führt zum Wert: 


-VST (2!+1) 
en TH Im)En ° (27) 


Die Funktionen (26) bilden ein vollständiges System orthogonaler Funktionen auf 


der Kugelfläche 9, &. Daher kann jede integrierbare quadratische und eindeutige 
Funktion y (d, o) als Reihe 


oo +2 
Y(d, 9) = P2 2 Cm Yım (d, P), (28) 
dargestellt werden, wo 
zn 2n 
m= || v8, 9) Yım(d, p) sind dd dp. (29) 
00 


Zum Schluß bringen wir.noch die Ergebnisse für die Anwendung einiger Opera- 
toren auf spezielle Kugelfunktionen: 


a) die Multiplikation mit cos® = £ oder sind = yl — &2 


fd +m+dt—m+) Verve 
Ym= Ihe Frumt BIFNAT- Tem (30) 


—ay. _|_1/e m +Dd-m+2 
RT genen nit 


IE EN 
Ty errmar-ı) rim )e® 


(81) 


t) Siehe z. B.: [19]. 
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b) die Einwirkung der Operatoren der Drehimpulskomponenten:: n,, m,, m; 

m; Yım = hmYım, (32) 

(m, + im,) Ym= —hYd— m) (+ m+ 1) Yımıı, (33) 

(m, — im,) Ym=—hYl + m)(—-m+DYn-ı- (34) 


Den Beweis für diese Formeln bringen Speziallehrbücher über Kugelfunktionen!t). 


vI 
Die Hammvronschen Gleichungen 
91>Jas ++: Qs> - - ., qy seien die verallgemeinerten Koordinaten, die die Konfigu- 
ration des Systems bestimmen, und 9, , Pg> - - :» Pas + +» Pas - - -, ?r die kanonisch 


konjugierten Impulse. Die Hammronfunktion 7 ist eine Funktion dieser Koor- 
dinaten und Impulse und, im allgemeinen, der Zeit i. Die Hamıttonxschen Glei- 
chungen lauten bekanntlich: 


dp, __ 09H dag, _ 0H a) 
dt du, di 9, 


Die Ableitung nach der Zeit wird für eine beliebige Funktion F' der verallgemei- 
nerten Koordinaten, Impulse und der Zeit lauten: 


E- = of A OF dp, 
2 ee: op, dt" (2) 


Unter Verwendung der Hamıtrongleichungen (1) können wir (2) in folgende Form 
bringen: 


1 - 
= + Er, 3) 
wo [H, F] gleich ist 
oFOöH OHOF 
H,F] = — —— — —— — 4 
= 2 Er OP; a . 


und Poıssoxklammer genannt wird. 
Offensichtlich können auch die Hamırronschen Gleichungen (1) mit Hilfe der 
Poıssonklammern geschrieben werden: 


dp, Ba da; _ en 
dt nz [Z, Ps)» "dt == [Z, gs]; se = 1, 2,0% | (5) 


(dazu nehmen wir in (3) fF=p, und F=g, an). Wie wir sehen werden ($ 31), 
werden in der Quantenmechanik die Bewegungsgleichungen analog geschrieben. 
Im Sonderfall des kartesischen Koordinatensystems und eines Teilchens, das sich 


1) S. auch: [4, $ 65]. 
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in einem Kraftfeld bewegt, dessen Kräfte durch die Kräftefunktion U (x, y, z) be- 
stimmt sind, haben wir: 


2-9 + 2 
== 4 U (x, y,2,t) (6) 


EG = 4 = 2% 7 = Pr, Pa = Py, Ps; = P,). Auf Grund von (5) erhalten wir 
daraus 


d OH oU = OH _ Pa 


= [4,0]=7, 


= OR 08 


(7) 


und die analogen Gleichungen für die beiden anderen PR und Impulse. 
Aus (7) finden wir: 
d?x oU 
"ade (9) 

d.h. die Nawronsche Gleichung. 

Im Fall der Bewegung eines geladenen Teilchens mit der Ladung ! und Masse u 
in einem elektromagnetischen Feld, das durch das skalare Potential V und das Vek- 
torpotential Y so beschrieben ist, daß 


194 


H=Trot N, (10) 


G=—vV— 


wo € die elektrische und Sdie magnetische Feldstärke ist, schreibt sich die Ham - 
ToNXfunktion wie folgt: 


1 EN , 


Wir werden beweisen, daß die aus dieser Funktion hervorgehenden HAMILTON- 
schen Gleichungen 


dp __OH dm__OH dm _OH q’ 
di a: dad ya a’ 2 


de_0H dy_dH dı_oM " 
dt Op’ dt 9m’ dt 09 . 


äquivalent den NewToxschen Gleichungen für das gleiche Teilchen sind, das sich 
unter der Einwirkung der Lorentzkraft bewegt: 


d?x dy dz , 
Fr + Fr 2-5 3)|, (8) 
. ey 1 E dx v 
ware + He GER). (8.) 

d?z 1 (dx dy ne 
ga et P Fr un T.)|. er) 
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Setzen wir 7 aus (6’) in (7’) und (7’) ein und differenzieren wir, dann erhalten wir: 


dp e|| e 0A, e 0A, 
dt 2 (p 44.) 0% (m-24)5% 


| A, 1% 


dx 5x 


(9) 


Aus (7’) bekommen wir: 


dx 1 € dy 1: e dz 1 e : 
Hr = (p- <A.) n--(m-24,), =. (m-%4). (10) 
Aus (10) geht hervor, daß 


dpa _ U |, e dAz 
FT TE TE 


(11) 


Da der Wert des Vektorpotentials 4, in dem Punkt genommen wird, wo sich die 
Ladung e befindet, so ist die totale Ableitung nach der Zeit für A, gleich 


dA, 84, , 0A,de OA.dy OA,dz 
di 9 "Oxdt  Iydt  Iedt' 


(12) 


Setzen wir in (9°) die Werte dr _— <A, s (pr —_ — A) ; (r-: 4 ) aus (10°) und 


den Wert we aus (11) ein, und renden wir 12), so en wir: 


d?x e04A,. 07 ee (5 3) + 


ed dc ldr\da Dy a 
ML 04; 04, 
dt\0x 02 | 


Daraus erhalten wir auf Grund der Formeln (9) und (10), die Feld und Potential 
miteinander verbinden: 


2 . 
ae + Be A, (8””) 


d.h. die erste der Gleichungen (8°). Ebenso erhält man auch die beiden anderen 
Gleichungen (8’) und (8’”). | 

Somit sind die HamırTonschen Gleichungen (7’) und (7’’), die aus der HAMILTON- 
funktion (6) hervorgehen, den NewTonschen Gleiehungen {8) äquivalent. es 

Die Potentiale Y und, V können beliebig gewählt werden, wenn sich nur 3 nach 
(9°) und. (10°) erforderliche elektromagnetische Feld ergibt. Nehmen wir statt 
Aund Y: 

4 of 


Y=-=4X+vf, V’= ET 


(14) 
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wo f eine beliebige Funktion der Koordinaten und der Zeit ist, dann ist = €, 
5’ = 9. Setzen wir in die Hamınronfunktion (6) W’ und V’ an Stelle von Yund V 
ein, dann gelangen wir offenbar zur Bewegungsgleichung (13), wenn man dort W 
und Y als W’ und Y’ auffaßt. Unter Verwendung von (14) können wir uns davon 
überzeugen, daß eine andere Wahl der Potentiale die Gleichung (8) nicht ändert. 
Diese Eigenschaft der Hammtonschen Gleichungen wird als Eichinvarianz be- 
zeichnet, 

Wir bemerken, daß, zum Unterschied von der Bewegungsgleichung (8), die HA - 
MILToNfunktion H sich bei der Transformation (14) ändert. Zum Beispiel kann die 
Bewegung in einem homogenen konstanten, längs der X-Achse gerichteten elek- 
trischen Feld durch die Potentiale Y= 0, V = — Ex beschrieben werden. An- 
stelle dieser Potentiale können nach (14) andere gewählt werden, z.B. A, = —cäEt, 
A,=4=0, V’'=0. Wir überlassen es dem Leser, sich selbst davon zu über- 
zeugen, daß wir in beiden Fällen eine Newroxsche Gleichung für die gleichförmig 
beschleunigte Bewegung erhalten, aber bei der ersten Wahl der Potentiale die HA- 
MıiLToxfunktion den Sinn der Gesamtenergie des Teilchens besitzt, bei der zweiten 
der kinetischen Energie des Teilchens gleich ist. 


vn 


Die Schröpineergleichung und die Bewegungsgleichungen 
in einem krummlinigen Koordinatensystem 


Wir erklärten im $ 27 die Ursache, warum das kartesische Koordinatensystem in 
der Quantenmechanik unter allen möglichen Systemen eine besondere Stellung ein- 
nimmt: Im kartesischen Koordinatensystem gibt uns die Messung der Impulskom- 
ponenten 9,, ?y, p, zugleich auch den Wert der kinetischen Energie. Darum werden 
die Ausgangsgleichungen der Quantenmechanik gewöhnlich im kartesischen Koor- 
dinatensystem geschrieben. Die Schröpıngergleichung läßt sich, sobald sie im 
kartesischen System gegeben ist, leicht in einem beliebigen krummlinigen Koor- 
dinatensystem g, , 5, 9; Schreiben. Im. kartesischen System lautet sie: 


2 
Het ya + UmnndymnnN 


(wir schreiben der Einfachheit halber die Gleichung für ein Teilchen und bei fehlen- 
dem Magnetfeld!). Beim Übergang von den kartesischen Koordinaten zu krumm- 
linigen werden y und U Funktionen von q, , 95, Q,. Die ganze Frage läßt sich auf eine 
Transformation des LapLaczschen Operators V* zurückführen. Das Quadrat des 
"Linienelements ds? seı im krummlinigen Koordinatensystem g gleich 


83 
de=de?+dy+d2= 3 9:4g,da; (2) 
8, k=1 


1) Für den allgemeinen Fall siehe: [45]. 
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wo gsx die Komponenten des metrischen Tensors sind. Ferner sei D? = ||gsr || die 
Determinante der Matrix 952. Wir führen noch die Elemente der reziproken Matrix 
g°% ein, so daß 


ge, Falke), 0 (k+s). (3) 


(Wir summieren in (3) über « von 1 bis 3.) 
Dann erhält der Operator v? in diesen Bezeichnungen die Form!). 


1/09 0 
eier (29 ,,))- (4) 


(worin die Summe über s und % zu erstrecken ist), und dementsprechend erhält die 
SCHRÖDINGERgleichung die Form: 


‚0% (99:50) A? 1/9 „9% (9: %>%» t) 
“= 0: 24 D\0 2 0gr 7 


+ U (9: 9: 9:8) Y (9: 92: 9: Ö)- 


Der HAMILToNoperator ist dann 


(5) 


h21ı[/0 / d 
RAT er n— sk -—.0.. R 
len (Ds gr )) T U (g G3 > VE) (6) 


Nehmen wir die Poıssonklammer 


da‘® 
_ — [H,gq]; (7) 


dag‘) En 
so erhalten wir die kontravariante Geschwindigkeitskomponente En . Multipli- 


zieren wir mit der Masse u, dann erhalten wir die entsprechende Impulskomponente 
p@. Um die kovariante Impulskomponante 7, zu erhalten, müssen wir p(® nach 
der Formel für den Übergang von kontravarianten zu kovariänten Komponen- 
ten transformieren: 


9, = Is p®. (8) 
Als Beispiel wollen wir das Polarkoordinatensystem r untersuchen. In diesem Fallist 
ds?= dr? + r2dd? + r?sin?d dp? gm] K%amrd Ig = r?sin?®. (9) 


1 1 ‚ 
gii- 1, rt Bee ae D=r?sin®. (9) 


Der HamILTonoperator ist dann gleich 
h"I02 20 110 ö 1 
= Sn | ee en Seen, 1 — o.0 “ 10 
A 3. ar + r Hm Ei tra + en) 


1) Siehe z. B.: [17]. 
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Wir untersuchen die .erste Gruppe der Gleichungen (die Geschwindigkeitsopera- 
toren). Zufolge (7) haben wir: 


dr d de. 
= Ar, 7 : = 4,9, 7=[H.gl. (ı) 


Wir berechnen zuerst die erste Poısssonklammer. Dazu bemerken wir, daß 


02 20 02 2 o0\ 1/09 
(53 + =)” Betr) - ler). 


Demzufolge gibt die erste Poıssowklammer 
dr ., 1/09 
— ,h—| — ...|)| = GR 
Ar ch = (5 p (12) 
Für die zweite Poıssonklammer erhalten wir aus der Umformung 


1 98/[.,.0 10 ö 2 
a zn 55 m3..) 


dd 1 ı:h 
Mr — 9%) 
Au RR yYsind 3 3. )=Pp en 


und für die dritte Klammer bekommen wir ganz einfach 


dp _ ih 0 


Mae h  e  e (9) 
"rein dp Ber Si 


Gehen wir nach der Formel (8) zu den kovarianten Komponenten p,, Ps, P, über, 
dann bekommen wir auf Grund von (9), (12,13) und (12,14): 


[9 ih 0 - 60 
p=—ihlgr...). Po = — an 55 eind...), ar (15) 


Jetzt berechnen wir die zweite Gruppe der HamrtTonschen Gleichungen 


“PH, pr, “Pe = m, pe, “Pe= Im, p,). (16) 
Dazu ist es u (10) in folgender Form darzustellen: 
u-Pı, M "4.07 (1,8, 0), (17) 
2 Zur? 


wo M? der Operator zum Quadrat des Impulsmoments und p, der erste der Opera- 
toren aus (15) ist. Die einfache Berechnung der Poıssonschen Klammern (16) er- 
gibt mit Hilfe von (17): 


dp, mM: OU dm_ cigd Ir a OU dm OU 


di Zur dr’ di — ursind 4) 99’ di p' (18) 


DIE FORDERUNGEN AN EINE WELLENFUNKTION 


Von diesen drei Gleichungen stimmen zwei (die für p, und p,) der Form nach 
mit den entsprechenden klassischen HamıLTongleichungen überein. Die Gleichung 


h? 2 
für 95 enthält p, — za Stelle von p;. Das Auftreten von — z hängt mit der in 


der Quantenmechanik vorkommenden Existenz stationärer Zustände mit m? = 0 
und letzten Endes mit der Nullpunktsenergie der Quantensysteme zusammen. 


VIII 


Die Forderungen an eine Wellenfunktion 


Wenn wir die Forderungen an die y-Funktion formulieren, so ist es am natür- 
lichsten, von den Eigenschaften des HAMILTONoperators H auszugehen, da gerade 
dieser Operator die physikalische Natur des Systems bestimmt. Aus der ScHRÖ- 
DINGERgleichung für yund y* erhält man ohne Schwierigkeiten folgende Gleichung: 


Iuvry 1 r | Ben, ei 
f Fr de=, |v Hydı yHy*dr= — |divödr, (1) 


wo der Ausdruck für die Stromdichte 3 mit dem im $ 29 erhaltenen übereinstimmt. 
Andererseits lautet die Bedingung der Selbstadjungiertheit für den Operator H: 


[v* Hydr=|y-H*y* dr, (2) 


und demzufolge müssen wir für die Klasse von Wellenfunktionen, für die sie erfüllt 
ist, bekommen: 


[ve ydr= — fairddr=  [Ivds= 0. (3) 


Wir wenden uns zunächst dem eindimensionalen Fall — © <xr< + » zu. Wir 
haben: dr = dx, divS = —. 

Wird an irgendeinem Punkt x = x, die Stetigkeit der potentiellen Energie U (x) 
unterbrochen (nehmen wir an, sie erleidet dort einen Sprung), dann muß bei der 
Integration in (3) dieser Punkt ausgelassen werden. Wir erhalten nach durch- 
geführter Integration: 


(+) - Aa +) + Aa —- 9) —- Sl o)=0. (4) 


Die Stromdichte J, (+) muß gleich Null.sein (der gegenteilige Fall würde be- 
deuten, daß die Wellenfunktionen im Unendlichen nicht verschwinden und sämt- 
liche Integrale divergieren. Wir bemerken dazu, daß bei der Untersuchung der 
Selbstadjungiertheit die im Unendlichen nicht verschwindenden Eigenfunktionen 
%r der Operatoren L mit kontinuierlichem Spektrum durch Eigendifferentiale er- 
setzt werden müssen, die im Unendlichen verschwinden (vgl. Anhang II]). 

Aus (4) folgt somit die Stetigkeit der Stromdichte: 


, +) ha 0. (5) 
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Setzen wir hier den Wert für J, aus (29, 5) ein, so erhalten wir: 


dy dy 
2). +0 -),. (6) 


(Y)a+0= (Y)a—0: (6°) 
d.h. die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung. 

Wir nehmen nun die Aufgabe als dreidimensional an und setzen fest, daß der 
HammToNoperator im Punkt r = 0 einen isolierten Punkt besitzt. Dann ist in 
diesem Punkt der GAusssche Satz (3) wieder nicht anwendbar. Wir müssen den 
Punkt aus dem Integrationsbereich ausschließen, indem wir ihn mit einer Kugel- 
fläche von kleinem Halbmesser R umgeben. Dann zerfällt das Oberflächenintegral 
in der Formel (5) in zwei: über eine unendlich entfernte Oberfläche, die das Ge- 
samtvolumen erfaßt, und über die Oberfläche der Kugel mit dem Halbmesser 
R—>0: 


lim R2 [Ir AR-+ } Inds=0, (7) 
R>0 El 


wobei wir im ersten Integral das Element der Kugeloberfläche als ds = R?dQ aus- 
gedrückt haben, wo dQ das Raumwinkelelement ist. Da.die Wellenfunktionen (oder 
ihre Eigendifferentiale) im Unendlichen verschwinden, ist das zweite Integral gleich 


Null. Setzen wir in das erste Integral JR = 5 Y x „O u) ein, und nehmen 
wir y= — an, wo u für r— 0 regulär ist, dann erhalten wir: 


R? ou* „OU 
lim u —— — ur a2=0, 8 
R>0 ef | Or Fon | () 
was nurin dem Fall möglich ist, wenn « < 1. Wir ersehen daraus, daß die Wellen- 


funktionen keinesfalls stärker unendlich werden können als a a«<]1l. 


Eine Mehrdeutigkeit der Wellenfunktion kann entstehen, wenn zyklische Koordi- 
naten vorhanden sind, z. B. bei einem Winkel 9, der um eine bestimmte Achse herum 
gezählt wird. Dann bedeuten der Winkel ound der Winkelp + 2rdie gleiche Raum- 
lage, und die Wahrscheinlichkeitsdichte yy* muß dann, als eine beobachtbare 
Größe, mit einer eindeutigen Funktion des Winkels & verbunden sein. Das kann 
von der Funktion % selbst nicht unmittelbar gesagt werden. Aber wir können auf 
Grund der Eigenschaften der Kugelfunktionen und der Kontinuitätsgleichung (1) 
auf den in diesem Anhang dargelegten ähnlichen Wegen zeigen, daß die y-Funktion 
eindeutig sein muß (sonst kann die Selbstadjungiertheit des Operators Z nicht ge- 
sichert werden)!). Damit werden die natürlichen, an die Wellenfunktion gestellten 
Forderungen auf Grund der Gleichung (3) für die Erhaltung der Teilchenzahl letzten 
Endes auf die Forderung von der Erfüllung der Selbstadjungiertheitsbedingung des 
Operators (2) zurückgeführt. 

Ob dabei die Bedingungen der Selbstadjungiertheit für andere Operatoren Ler- 
füllt werden, das wird von ihrer Natur abhängen, da die Klasse der zugelassenen 
Wellenfunktionen bereits durch den Operator H und die in ihm zugelassenen Unter- 
brechungen der Stetigkeit bestimmt ist, 


1) Vgl. [44]. 
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IX 
Die Lösung der Oszillatorgleichung 
Die Aufgabe, die Energieniveaus eines Oszillators zu finden, führt zur Gleichung 
v’+A—-9)y=0. (1) 


Wir müssen die endlichen und stetigen Lösungen dieser Gleichung finden. 
Dazu untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Lösung von (1),d.h. für 
E= + », Diese Punkte sind zugleich singuläre Punkte der Gleichung. Wir setzen: 


vye)=eMv(E). (2) 
Setzen wir (2) in (1) ein, so finden wir: 
v”’+2fv’ + [’+ ?+r- 2]v=0. (3) 


Damit die Funktion e/® ein Faktor ist, der das asymptotische Verhalten von 
y (£) bestimmt, muß so gewählt werden, daß der Koeffizient f’-+ f? — &?inden 
singulären Punkten &—= +» regulär wird, d.h. das Glied mit £? verschwindet. 
Das gibt uns: 


1 
= tz. (4) 
Foiglich kann die Lösung der Gleichung (1) wie folgt dargestellt werden: 
vente. (6) 


Wir interessieren uns für die endlichen Lösungen von y, darum nehmen wir die 
Partikularlösung c, = 0, d.h. wir nehmen y als 


vet. (6) 
Für die Funktion v haben wir jetzt die Gleichung 
vv’ — 22V’ + — 1)v=0. (7) 


Der Punkt € = 0 ist ein regulärer Punkt. Daher kann v in Form einer TAYLoR- 
reihe 


v= 23a (8) 
k=0 
angesetzt werden. Setzen wir (8) in (7) ein und ordnen wir nach gleichen Potenzen . 
von £,so erhalten wir die Rekursionsformel für die Bestimmung der Koeffizienten a;:: 
(K+2)(k+ 1) 22. —2kıaa ti —-D)Dau.=0, (9) 
P .2k—(A—]) e 
TOD EHH N 


woraus folgt: 

(10) 
Bricht die Reihe mit dem Glied n ab, dann wird vein Polynom n-ten Grades. Damit 
wird die Lösung (6) endlich stetig und eindeutig für den ganzen Bereich 
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— oo <&£<-+ », Solche Lösungen werden dann die Eigenfunktionen der Glei- 
chung (1) sein. Aus (10) folgt, daß die Reihe nur bei jenen Werten für A abbrechen 
kann, die durch die Formel 


A=2r +1, n=0,12... (11) 


‘bestimmt sind. Das ist aber die im Text angeführte Formel (37, 7) 

Das Polynom » (£) mit den durch die Formel (10) für A= 2n + 1 bestimmten 
Koeffizienten trägt den Namen T'scHzBrscHErr:HErMITEsches Polynom. Es wird ge- 
wöhnlich mit H„(£&) bezeichnet und entspricht der Gleichung (7) biA=2r +1], 
d.h. der Gleichung 

Hn—- 2EH„+2nH,„=0. (12) 


Es ist leicht nachzuprüfen, daß diese Gleichung durch das Polynom 


2 an —£8 
le 
befriedigt wird. Daher unterscheidet sich A, nur durch einen Faktor von dem Poly- 
nom. Der allgemeinen Definition folgend, setzen wir: 


H„(£) = (— 1)* le) ; (13) 


(Man kann sich leicht davon überzeugen, daß das Polynom (13) Koeffizienten be- 
sitzt, die der Rekursionsformel (10) bei A = 2n + 1 genügen). 
Das im Text unter (37,9) angeführte Polynom H,„ unterscheidet sich von (13) 


durch den Faktor y Ann! Yr, der so gewählt ist, daß die Funktion y, (£) auf 1 nor- 
miert ist. Und. zwar führten wirim Text das normierte TSCHEBYSCHEFF-HERMITEsche 
Polynom 


ee (14) 


Yan! Va Yn dsr 


an. Die Eigenfunktion der Gleichung (1), die zum Eigenwert A = 2n + 1 gehört, 
kann jetzt wie folgt geschrieben werden: 


m(&)=et He), (15) 


wo unter H„(£) das normierte TSCHEBYSCHEFF-HerMITEsche Polynom zu ver- 
stehen ist. 

Die Funktionen %, (£) müssen mit Rücksicht auf die Selbstadjungiertheit des die 
Gleichung (1) bestimmenden Operators orthogonal sein. Davon kann man sich 
leicht unmittelbar überzeugen. Wir haben nämlich für die 'beiden Funktionen 


Y, und y„: 


H„()= 


d?, | 
+ l@n+1- P)m=0, 


AR pr ' R) 
Se +1-),wm=0. 
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit y,. und die zweite mit y,, subtrahieren 
wir und integrieren über £, dann erhalten wir: 


+ -++ 00 
By A 
ng) -20- m [mwmar. 


Die linke Seite ist gleich 


+ 
(2 _ ve) 5 (y,398 _ ,, 98er) | 
Ira de — Un 2 )ae = (we Yn Fe) ZI 


d.h.: 
+ 
Syande=0. 


— 0 


Mit Hilfe einer partiellen Integration kann man sich dann davon überzeugen, daß 


+ 
[rpm dE=]; 


und folglich 
+5 


[Ynya dE = Önm; (16) 


un O0 


d.h.die Funktionen y, bilden ein System orthogonaler und normierter Funktionen. 
Eine beliebige Funktion y (£) kann (mit für uns unwesentlichen Einschränkungen) 
als Reihe 


vO— Im (8) (17) 
dargestellt werden, wo 
+ | 
my mE. (18) 


Wir wenden uns nun den Eigenschaften der TSCHEBYSCHEFF-HERMITEschen 
Polynome (13) zu. Nach der Cauc#vschen Formel kann die Ableitung En e-" als 


Integral über eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene dargestellt werden: 


an n! ee 
dm® —— Iri @— Fri _ Fyrri dz r (19) 
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wobei die Kurve den Punkt £ einschließt. Daher haben wir aus (13): 


—zi 


e-® H, (£) = (— wenn 


Setzen wir2= & — t, so erhalten wir: 


1 1 [e-t+2tt 
— HE) = 5 [ di (20) 


Tr 


(der Integrationsweg schließt # = 0 ein). Aus letzter Formel folgt, daß: 


e-"+ 218 =. Da. (2) ir, (21) 


n=0 


d.h. e-"+2t ist die erzeugende Funktion für H, (£). 

Die erzeugende Funktion (21) gestattet die Ableitung einer wichtigen Rekursions- 
formel zwischen den TscHEBYSCHEFF-HrrMITEschen Polynomen. Dazu differen- 
zieren wir (21) nach t: 


oo 


e-P +21 (IE — 21) = Sm nm, 
n=1 7 


d.h.: 


Ser; „_S2 : Ss 1 a 
Ser I nort=- DI yrit u 


n=0 n= n=]1- 


Fassen wir die Koeffizienten für gleiche Potenzen von t zusammen, so erhalten wir: 


2& Hn(&) = Hazı (6) + 2n Hn—ı (£). (23) 


Multiplizieren wir diese Formel mit £ und wenden wir (23) noch einmal an, so er- 
halten wir: 


2EH = Ant DH +ZHnrs( + 2n m N)Hu-eld. (2) 


Wir multiplizieren nun diese Gleichungen mit e°® und ersetzen in ihnen die nicht 
normierten Hrrmiteschen Polynome durch normierte (dazu multiplizieren und 
dividieren wir in (23) und (24) jedes Polynom H,„ mit bzw. durch Vamm! Yr). Nach 
Kürzung der gemeinsamen Faktoren erhalten wir die Rekursionsformel für die 
Wellenfunktionen (15), und zwar: 


Re v® rd) + Vz id. (25) 
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Daraus bekommen wir das Integral, das in den $$ 46, 47 vorkam. Multiplizieren wir 
(25) mit y. (£), integrieren wir über & und berücksichtigen wir die Orthogonalität 
und Normierung der Funktionen y, (16), dann erhalten wir: 


[min Hann tina, (26) 


was uns das Integral (47, 7 ) gibt. 
Auf ähnliche Weise können wir unter Benutzung von (25) und der Orthogonalität 
die Integrale einer jeden ganzen und positiven Potenz von & berechnen, 


X 
Das Elektron im homogenen Magnetfeld 


Die Hamırtronfunktion (s. Anhang VI, Formel 6) hat bei der von uns vor- 
genommenen Wahl des Vektorpotentials W (56, 1) die Form: 


1 p2 2? 
su 94 Lz, (1 
umso) Erf | 
Daraus folgt: 
dp, ___ OH dy __OH__e 1%] e | 
ea = earzn): 
dp; __ 09H 0 
dt 02 
dx OH 1/[ € dy 06H m dz2 OH 
re ne nn © 
Daher ist: 
9, = const. = pP, 9, = const. = pm, (4) 
ar ER A (5 
Pen wc 819). ) 
Setzen wir 
CP: e|#]| 
=’- ———, = ; 6) 
Y e|9| Oo uc ( ) 
so erhalten wir: 
2 
LIEBER. Y=asin wi-+ bcos ot (7) 
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und daher 
3 cp? 
= asin wt + bcos ti — 1 (8) 
e 
Ferner ist 
dx e ‚„_ 0, i CPz 9 
ir = +21019= 1242191 (asin mt + boosayt Er). (9) 
d.h.: 
= —acoswt + bsin Et %; (10) 


d.h. die Bewegung erfolgt auf einem Kreise: 
cp z 92 2 
(+ rt 2) -arb 
mit dem Mittelpunkt inz = x,y= 5 und dem Halbmesser R= ya? +52. 
Die Bewegungsenergie hängt nicht von 9° ab, diese Größe bestimmt die Lage des 
Kreismittelpunktes. 


Die Parallelität dieser klassischen Berechnung mit der im $ 56 angeführten quan- 
tentheoretischen Berechnung ist offensichtlich. 


XI 
Die Jacopıschen Koordinaten 


Nach den Transformationsformeln (102,3) haben wir: 
ÖE£; 


mic ml keit 2-0 k>i4l, WM 
wobei 
M= m (2) 
die Masse der ersten j-Teilchen ist. Mit Hilfe von (1) und (2) finden wir 
[oo atten tetr 


(3) 
\ mx 08; 


N 
_ Say) Sm _dy _dy 
EP | fr 9x’ 


d.h. wir erhalten die Formel (102,9), die im Haupttext angeführt ist. Ähnlich er- 
rechnet sich der Operator der kinetischen Energie. Es genügt, den Operator 


N 
19%yp_ Hy Oö 
a aa” SiS Sr, d2, 0% (4) 
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zu berechnen. Dann finden wir mit Hilfe von (1) und (2): 


N N N 
51 m; 
als Se Sr 


k=1 5 
Salze | 9 
+ | j>y=k M;M; 055055 
N N ER. 
Mk 02% 1 Mr 0? y 0? y 
_2 nt — SPOTT j 
PH Öf; PETE: M;08; wre 


Wie man leicht (durch Vertauschung der Reihenfolge der Summationen, über k, 7 
und j’) erkennt, ist die erste Summe in (5) gleich Null. Die zweite Summe wird wie 
folgt transformiert: 


k=1 j=k f k—1 j=1 k=1 >k (6) 
N N—1 N—1 R 
_ 1 92 1 %y 1 0: (= 1 \a® 
2 ‚de + m 58 z woRtZ m; m,)08 
d.h.: 
N—1 
1 02% 1 0°» 
Dyzse.r —-. > or, 7 


wo u; die reduzierte Masse bezüglich des Schwerpunkts der ersten j-Teilchen und 
des (7 + 1) ersten Teilchens: 


1 1 1 

BE PERS ER 8 

Mm 2 Mi; Mj+ı n 
Berücksichtigen wir, daß 

=(D+D,+D)»; (9) 


so erhalten wir aus (7) die Formel (102,4): 


mi 


Du=yvhe+ I, (10) 
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